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第 一 章 “” 赋 范 线性 空间 的 基本 概念 


$1.1. 峰 范 线性 空间 的 基本 特性 


在 线性 代数 和 微分 方程 的 学 习 中 ,我 们 熟知 ,如 果 把 线性 齐 次 
代数 方程 组 的 解 \ 线 福 齐 次 微分 方程 的 解 等 等 视 为 一 个 元 素 的 话 ， 
那么 它们 的 集合 和 欧 氏 空间 中 的 某 些 集合 〈 例 如 较 直 观 的 二 维 或 
三 维和 天 量 所 成 的 集合 ) 具有 某 种 共同 的 性 质 。 币 当 不 考虑 这 些 具 
体 问 题 本 身 的 特点 时 ,我们 便 得 出 了 抽象 的 线性 空间 的 概念 . 

然而 ,要 对 分 析 数 学 中 的 线性 问题 作 深入 的 探讨 , 仅 线性 空间 
的 概念 还 显得 不 够 。 例如 ,为 了 扩大 收敛 性 的 概念 ,在 理论 上 和 方 
法 上 进一步 研究 线性 问题 ， 都 得 对 线性 空间 的 元 素 按 一 定 规 则 赋 
予 相 应 的 数值 。 如 对 每 一 个 三 维 向 量 赋予 一 个 数值 ， 即 向 量 的 长 
度 ; 对 每 一 个 Lebesgue 可 积 函 数 赋 予 一 个 数值 ， 即 此 昂 数 的 积分 
等 等 .这样 便 导出 了 抽象 赋 范 线性 空间 的 概念 . 

(—) 

为 了 叙述 完备 起 见 ， 我 们 先 复习 一 下 代数 学 中 关于 线性 空间 

定义 1。 设 E 是 基 些 元 素 的 集合 , 上 是 复数 域 C 或 实数 域 
RR, 我 们 称 为 一 复 的 或 实 的 线性 空间 ,是 指 它 满足 *: 

Gi) EE 构成 一 个 “加 法 群 ”, 即 在 内 定义 了 一 种 运算 “十 ”( 称 
“加 法 ”), 其 使 得 Vx, y, z EE， 必 有 

(1) x 十 y€ EE《 封 闭 性 ); 

(2) x 十 yy 二 y 十 + 《交换 性 ); 


1) 为 简便 起 见 , 我 们 常用 符号 Y 表示 “对 任意 的 ”, 3 表示 “存在 ”. 


(3) x 十 (十 2z) 一 (x 十 》) 十 zx (结合 性 ); 
(4) 390€ EE, 使 得 Vx EE, 总 有 x 十 9 一 x (9 称 为 * 零 元 ); 
(5) Vr€ E, 3--x€E, 使 得 x 十 (一 +) 一 0 (一 + 称 为 * 
的 “ 逆 元 ). 
(ii) 〈 复 或 实 ) 数 域 太 与 集 E 之 间 定 义 了 一 种 运算 “(有 时 
此 符号 可 略 ) , 称 为 " 数 乘 ” ,其 使 得 Vx E E, a, 6e 天 ， 必 有 
(1) wxze 巨 《封闭 性 7 
(2) wa 《8 .xz) 一 (ap) x 《结合 性 ); 
(3) 1 .xz 一 zx 
Gi) 上 面 加 法 与 数 科 运 算 之 间 具 有 网 下 关系 ，Yxr，?6 己 ， 
a, bE€ kK 均 有 
(1) (a+b):x~—~a.xtitph.:x; 
(2) a (x 十 Y) 一 a*' x 十 a'y【《 两 种 分 配 律 ). 
”定义 2， 我 们 称 为 复 的 或 实 的 赋 范 线性 空间 ， 是 指 
复 的 或 实 的 线性 空间 ,并 且 ,对 五 中 每 一 -元 x 按 一 定 法 则 使 其 与 一 
非 负 实 数 “jxj” 相 对 应 ,此 对 应 关系 满足 


(i) lxi| 宇 0, 且 有 jxi| = 0 <> r= 0; 
《等 价 ) 


《ii) jz 十 7 委 jzl 二 jy 《三角 不 等 式 力 
(iiiy jlax|| 一 lalllxl| (绝对 齐 性 )， Yxz，y6 忆 ,we 天 . 
这 时 ,我 们 称 |lz|| 为 元 * 的 范 数 . 
由 上 面 定义 ,我 们 还 可 以 得 到 下 面 另外 两 个 "减弱 ”后 的 定义 ， 
当 上 述 对 应 的 |lz| 满足 条 件 (i), (ii) 及 条 件 z 
《这 7 一 zl = jx， 和 lim lasxl 一 0， lim llax,l 一 0 


llxnll> 
时 ,| 上 将 称 为 元 x 的 准 范 狗 ， 相应 的 空间 称 为 于 准 东 6 线性 空间 
而 当 上 述 | 上 | 满足 条 件 (i), Gii) 及 条 件 
CQ) jxl 宇 0, 和 + 一 0=>lxj =0 
时 ,|z| 将 称 为 元 z 的 拟 范 数 , 相 应 空间 称 为 赋 拟 范 线性 空间 . 


下 面 , 用 附注 来 介绍 赋 范 线性 空间 的 一 些 基 本 性 质 . 
注 1.。 对 于 赋 范 ( 准 范 ) 线 性 空间 五 中 的 任意 两 个 元 *。》， 当 


® 2 。 


定义 数 d(x,y) 一 |x 一 yl 时 , 容易 验证 其 满足 下 面 关 于 “了 距离 ” 
定义 的 三 条 公理 : (i?) d(x,y) 守 0, d(x,y) 一 0<>r 一 y; 
(ii°) dx, y) = dly, x); (ii*) dx, y)EAr, 2)+d(z, y). 从 
而 EE 构成 一 个 (一 般 拓 扑 学 意义 下 的 ) 距 离 空 间 .， 特别 地 , 由 以 上 
可 知 , 赋 范 线性 空间 是 一 种 特殊 的 距离 空间 , 它 还 具有 以 下 两 个 特 
性 : (iv?) d(x 十 z,y 十 z) 一 d(x,y)《 对 “平移 ”不 变 ); (v°) 
d(ax, 0) 一 |ala(x, 9)〈《 绝 对 齐 性 ), 这 是 一 般 具 有 距离 的 线性 空 
则 所 没有 的 性 质 . 

在 一 般 涉 及 “线性 拓扑 空间 ”的 内 容 中 ， 有 所 谓 “ 线 性 距离 空 
间 的 概念 " 旬 , 即 此 距离 4 还 满足 上 面 性 质 (iv?) 以 及 当 记 |x|= 
d(x,0) 时 ,|az| 为 (a, x) 的 二 元 连续 函数 . 于是, 可知 , 赋 范 线 
性 空间 一 定 可 以 构成 线性 距离 空间 ;但 必须 注意 的 是 ,反之 则 未 必 
成 立 ， 也 就 是 的 确 存在 着 不 可 定义 范 数 ( 亦 称 “不 可 赋 范 ”) 的 线性 
距离 空间 ( 即 不 能 使 其 距离 关系 用 某 一 范 数 引出 来 )， 例 如 ， 所 有 
实数 数列 所 成 的 空间 ， 在 其 上 我 们 可 以 定义 距离 《 亦 称 “可 距离 
化 ) 使 其 成 为 距离 空间 ， 但 却 是 不 可 贼 范 的 (然而 ， 它 是 可 赋 “ 准 
范 的 )， 这 些 结果 由 于 涉及 到 线性 拓扑 空间 的 知识 ， 所 以 这 里 不 
详细 论述 ， 对 此 感 兴 “ 趣 的 读者 可 以 参阅 本 书后 面 的 附录 或 其 它 有 
关 线 性 拓扑 空间 的 专著 . 

为 了 说 明 赋 范 线性 空间 的 另 一 基本 特性 ， 我 们 先 给 出 下 面 关 
于 抽象 空间 中 "线段 和 ”“ 凸 集 ”的 定义 : 

定义 3.， 设 EE 为 线性 空间 ,x,Y 为 E 中 任意 两 个 元 ,那么 , 集 
{4x 十 人 1 一 1)y10 委 2 委 1} 就 称 为 由 x,Y 所 组 成 的 线段 , 记 为 
[x,y]. 类 似 地 , 当 以 上 线段 中 不 含 * 元 或 不 含 y 元 ,或 同时 不 含 
xy 元 时 , 则 分 别称 为 半 开 半 闭 线段 或 开 线段 ; 记 为 (x,y], [x,y) 
和 (x, y). 

定义 4” 线性 空间 E 中 的 集 VV 称 为 凸 集 , 是 指 Vx, y ET， 均 
有 [x,y]CV. 

注 2 赋 范 线性 空间 里 的 “ 球 ” 都 是 凸 集 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 只 讨论 赋 范 线性 空间 E 内 的 单位 球 


® 了 . 


S$, = 5(0,1)= {x|lllx| 1,xr€EFE} 
的 情况 ， Vx, y€ 5:， 由 于 jx 和 1, lly 委 1， 故 根据 范 数 的 性 
质 立 即 推 得 ,YX4€ R, 对 0 三 4 三 1， 有 
lax + (1— 2yl < axll + (C1 — 1)y| 
= Xz 二 (一 lyl<1+ (1—1)=1, 

即 4x 十 (1 一 4)y&€ 5S。 验 毕 。 

在 注 1 中 我 们 已 知 赋 范 空间 是 距离 空间 ,有 了 距离 ,我 们 就 可 
以 引入 “收敛 的 概念 . 

定义 5。 设 E 为 赋 范 线性 空间 ，{xs}CE, xo€ E ,我 们 称 元 
列 {x,} 收敛 于 xo, 是 指 lim lx; 一 il 一 0. 这 种 收敛 ,有 时 亦 称 
为 按 范 数 收 敛 ， 


者 才 和 志 


| 
| 一 ”YY 十 》(〈( 即 zx 十 ?7 是 二 元 连续 函数 ， 也 即 x 一 xzo，7 一 yo 之 


zx 十 7 一 xz 十 yo)ji (ii) x > [xil; Gii) (a, x) Fw 〈《 妈 ax 是 
ax 的 二 元 连续 函数 )， 

注 4. 范 数 一 定 也 是 准 范 数 、 拟 范 数 ,反之 未 必 。 下 面 两 个 反 
例 可 以 说 明 这 一 点 . 
我 们 令 


_1/ lz 1 /lx 
al, 2 (1 十 上 7 (G1 十 nr) v* Pb. 
那么 ， 我 们 容易 验证 : “| : |*” 满 足 前 面 关于 范 数 定义 中 的 性 质 
(i), (ii) 但 不 满足 人 性质 ( 坟 )， 从 而 知 它 不 是 “ 范 数 ”; 然 而 它 却 满足 
性 质 (iii”)), 因而 知 它 是 一 个 “ 准 范 数 ”, 
反例 2. 设 E 为 [0, 1] 上 斑 可 积 函数 的 全 体 ,我 们 令 
x} = | |xC&)|ads, Vr(E)EE. 
容易 验证 : 2 及 满足 关于 范 数 定义 中 的 性 质 Gi)， Gii)。 但 是 
当 我 们 把 E 中 的 “ 零 元 ” 视 为 在 [0, 1] 中 “ 恒 取 零 值 ” 的 函数 时 ， 
上 站 就 不 满足 范 数 的 性 质 (i) , 但 却 是 满足 性 质 Qi) 的 ,因而 知 它 


* 4 e 


是 一 个 拟 范 数 【不 过 ,我 们 也 要 注意 ,只 要 在 三 中 事先 约定 [0,1] 
上 “几乎 处 处 为 零 ” 的 函数 为 “同一 个 元 , 则 上 面 的 “ 拟 范 数 就 
变 为 范 数 了 . 这 种 化 " 拟 范 为 范 的 方法 ， 即 利用 代数 中 将 同 
余 的 “剩余 类 ” 视 为 同一 元 的 方法 ， 也 就 是 “ 商 空间 ”的 方法 〈 见 
$ 1.4) 是 后 面 经 常 要 用 到 的 ]. 

注 5。 在 注 4 的 反例 1 中 ， 我 们 曾 假设 一 个 线性 空间 定义 了 
两 种 范 数 . 这 里 ,说 明 这 种 假设 的 合理 性 ,也 即 在 同一 个 线性 空间 
中 , 范 数 是 可 以 有 许多 种 方式 来 定义 的 . 事实 上 ,我 们 仅 用 下 面 例 
子 就 可 以 说 明 . 

例 ， 在 二 维 欧 氏 空 间 R, 中 ;我 们 可 以 引入 下 列 范 数 : 


jz 一 ||| 十 ||， zl 一 MV 部 十 如 
| zl。 — MNAX (| | ,» |&,| ); Yrx 一 (&,, &,) € KR,. 
在 下 一 市 ,我 们 还 可 以 验 明 : 更 一 般 地 令 
rlly = (C8? + 1&8)1?)? (p> 1), (1) 


它 就 构成 范 数 (显然 , 当 p= 二 1,2 时 ,上 式 即 引入 的 范 数 ||xll,, lx 
而 再 由 极限 论 的 知识 ,我 们 知道 : 
ims 十 12?) ™ max (| | > 1§;1 )， 


这 就 是 我 们 上 面 3| 作 的 范 数 ||xllw). 

下 面 , 来 看 看 对 于 每 一 个 范 数 ， 单 位 球 ” 到 底 是 什么 , 并 且 磊 
便 可 以 知道 ;, 当 上 <1 时 ,上 面 的 式 
(1) 便 不 再 成 为 范 数 了 . 

显然 , 对 于 xllw 的 情形 ，||z|。 
委 ] 力 是 以 ( 土 1, 土 1) 为 顶点 的 正 
方形 , 对 于 上 xj 的 情形 ， 它 是 半径 
为 1 的 图 ,而 在 jxjl; 的 情形 乃 是 以 
(0, 1), (1, 0), (—1,0),(0,—1) 
为 顶点 的 正方 形 (可 以 验 明 , 范 
数 jzl 对 应 的 单位 球 , 当 上 从 oo 
减 小 到 工时 ， 球 将 从 与 上 xjlw 对 应 


的 正方 形 连 续 地 变形 到 与 ||xji, 对 应 的 正方 形 ). 
此 外 ， 由 图 1.1, 我 们 也 可 以 看 出 ， 当 <1 时， 如 果 又 设 
zx 及 = 1&1? 十 1&1?, 则 “单位 球 ”jlz 梳 志 1 (它们 仍 经 过 名， 


$, 轴 上 的 土 1 四 个 点 ) 就 不 再 是 凸 的 了 (例如 , 当 p= = 时 ,就 是 


数学 分 析 中 熟知 的 “ 星 形 线 ) 从 而 由 注 主 可 知 它 已 不 可 能 是 区 
数 了 (但 却 是 个 准 范 数 )， 


(二 ) 


下 面 ,我 们 给 出 赋 范 线性 空间 是 有 穷 维 的 特征 . 为 此 ,我们 先 
给 出 在 代数 学 中 见 过 的 两 个 定义 : 

定义 6。 设 E 是 一 线性 空间 , 集 MCE. 如 果 M 满足 条 件 
Yr,yEM, a, pc 大 ”az 十 pcEM， 则 M 称 为 E 的 一 一 个 线性 子 
空间 (线性 集 ), 当 M 妆 时 称 为 E 的 真子 空间 ;如 果 E 还 是 虐 离 空 
间 ; 上 面 M 在 中 是 闭 集 ,那么 M 称 为 的 闭 线性 子 空间 . 

注 6， 关于 “ 开 集 “ 闭 集 ”以 及 与 此 有 关 的 一 些 定义 本 来 是 丘 
扑 学 的 一 般 概念 ,但 为 了 适应 于 我 们 目前 所 介绍 的 知识 ,这 里 及 以 
后 我 们 均 只 讲 距 离 空 间 ,也 即 满足 上 面 注 1 中 所 讲述 的 定义 3, 满 
是 (ic) 一 (iii?) 距离 三 公理 的 空间 . 1 

定义 7。 设 互 是 一 线性 空间 , 称 E 中 的 元 xz，xa，………，xv 二 
性 相关 ， 是 指 存在 不 全 为 零 的 数 四, wm,，.…， as， 使 得 有 oxi 十 
orz 十 .…… ourn 一 6; 否则 称 其 为 线性 无 关 ， 如 果 E 中 有 菜 ” 
个 元 xy x2，-"* ，x， 线 性 无 关 ， 而 E 中 其 它 的 元 均 可 由 它 线 性 表 
出 ， 则 称 x , x2，……*,， x。 为 的 基底 ,EE 称 为 有 限 维 的 ,并 称 7 为 
s 的 入 数 
 ”” 注 7， 容易 验证 ,上 面 关于 维 数 的 定义 是 确定 的 .也 即 , 基 底 
的 元 虽然 可 以 变 , 但 其 个 数 则 是 确定 的 . 

为 了 得 到 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 特征 ,我 们 先 给 出 两 个 引 理 : 

引 理 (Riesz 引 理 ). 设 互 为 一 赋 范 线性 空间 ，E。 为 其 内 
一 闭 线 性 真子 空间 ， 那 么 Vsgo:0 一 so 到 1， Axo€ E\E,, 使 得 


和 6 S 


|xoll = 1 及 Jlxo — y) 守 80, Vy € Eo. 
证 . 由 于 EE。 是 E 的 真子 集 , 故 知 应 有 一 元 x1€ E\E。， 并 由 
E。 是 闭 集 , 故 知 x 与 E, 的 距离 是 大 于 零 的 (参看 图 1.2) 即 有 
4 = jf la — yl > 0， 


于 是 ， 由 下 确 界 的 定义 可 知 ， 3 Euo， 使 得 4 委 | > 一 ysl < 一- -一 


(注意 4 >4). 这 样 如 果 取 一 瑟 - 二 2 ， 则 显然 jl =) 
以 及 
rx, 一- -一 Ty 
| ! 外 x 一 ?了 | 
= — eo Cy + es — yily)) 
iE 一 | 


>4/L = 8, Vy € E, 
50 


可 以 看 出 xe 即 为 命题 所 求 之 元 . 证 毕 ， 


图 1.2 


注 8， 引 理 1 对 于 具有 “bp 级 绝对 齐 性 ”(8 > 0)“ 准 范 数 ”的 
时 准 范 空 间 亦 是 成 立 的 。 事实 上 ,由 于 该 准 范 数 还 满足 条 件 
4xl| 一 1215||z|| » vr€é E, 14€K, 
因此 ， 当 在 引 理 1 的 证 明 中 将 元 xo 改 为 x 一 yf/xi 一 os 时 ， 
便 同 样 可 以 导出 该 引 理 的 结论 . 


注 9 3 引 理 1 的 几何 意义 : 如果 E, 是 E 中 的 一 闭 线性 真子 
空间 ,那么 ,必定 在 空间 E 的 单位 球面 上 存在 着 与 FE 的 距离 “无 限 
接近 ”于 1 的 元 。 值 得 注意 的 是 , 虽然 当 是 有 限 维 空间 时 , 这 个 
与 Bo 距离 是 1 的 元 是 肯定 存在 的 (本 节 习 题 5), 但 是 , 对 于 E 是 
无 穷 维 空间 的 情况 ,与 E。 距离 为 1 的 元 在 单位 球面 上 却 可 以 不 存 
在 (参看 $ 1.2 习题 15). 

引 理 2.。 设 EE, 为 一 个 2 维 赋 范 线性 空间 ，{e1, ei,*** ，c*】 


是 E, 中 的 一 组 基底 ，VxE Es， x*E BE,， 设 一 了 3 et 一 
> sxekt， 那 么 ,为 了 按 范 数 有 x 一 xzo， 必须 目 只 须 其 相应 的 各 从 
标 均 有 Er—> (KR= 1,2,..., 17). (这 里 ， 我 们 将 证 明 留 给 读 
者 . 在 证 明 时 , 仅 需 注意 不 等 式 
ll < Cas llD > la 
和 存在 一 正 数 m, 使 得 
m > Isx[ |x, Vx 一 > skek € BE 


注 10， 引 理 2 对 于 具有 “8 级 绝对 齐 性 ”(8 > 0) 的 “ 准 范 
数 ” 的 ” 维 线性 空间 亦 是 正确 的 。 并 且 , 对 于 一 个 有 限 维 的 线性 空 
间 而 言 ， 无 论 在 其 上 定义 什么 样 的 范 数 【或 具有 8 级 绝对 齐 性 ” 
(8 > 0) 的 “ 淮 范 数 "] ,该 空间 中 元 素 的 收 生性 质 是 不 变 的 . 

注 11. 在 赋 范 [或 具有 “8 级 绝对 齐 性 ”(8 > 0) 的 赋 准 范 ] 
线性 空间 E 内 ,任意 一 个 有 限 维 的 线性 子 空间 一 定 是 闭 的 . 

下 面 ,为 了 引出 定理 1, 我 们 先 给 出 一 个 定义 : 

定义 8。 虐 离 空间 E 中 的 集 F 称 为 紧 的 ， 是 指 对 于 的 任意 
无 穷 个 开 复 盖 中 必定 存在 有 限 个 开 复 盖 仍然 将 己 盖 住 ; 称 为 列 
紧 的 ， 是 指 忆 中 任意 无 穷 集中 必 有 一 收敛 子 列 。 如 果 下 中 所 有 收 
化 序列 的 极限 仍 属于 下 ， 则 下 称 为 自 列 紧 的 . 

注 12， 上 面 定义 的 “ 紧 集 " 显 然 就 是 数学 分 析 中 “有 限 复 盖 定 
理 ”(Heine-Borel 定理 ) 在 抽象 距离 空间 中 仍 保持 的 集 ; 而 定义 的 
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“ 列 右 集 “ 是 数学 分 析 中 “ 聚 点 原理 ” (Bolzano-Wsisrsrrass 定理 ) 在 
抽象 距离 空间 中 仍 保持 的 集 ， 我 们 不 难 证 明 : 对 于 一 个 距离 空间 
面 言 , 其 肾 与 “ 自 列 紧 的 概念 是 等 价 的 ， 此 外 , 芭 集 一 定 是 有 办 
闭 集 (在 4, 的 拓扑 空间 中 ,“ 紧 ” 比 “ 自 列 紧 ” 要 求 的 条 件 要 强 ). 

有 了 上 面 定义 ， 我 们 可 以 给 出 赋 范 线性 空间 是 有 限 维 的 特征 
性 命题 如 下 : 

定理 1.。 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 . 那么， 为 了 使 已 是 有 限 维 
的 ,必须 且 只 须 E 中 的 单位 球面 ， 2 一 (x||xl 一 1,x€E} 是 自 
列 紧 集 . 

证 . 1)“ 二 > ” 我 们 可 以 假设 是 有 限 维 的 ， 因 而 从 上 面 
引 理 2, 并 利用 对 于 复 ( 实 ) 数 而 言 有 界 闭 集 是 自 列 紧 集 的 性质 ,不 
难 推 得 3 中 的 任 一 元 列 必 存 在 着 极限 仍 在 3 上 的 收敛 子 列 ， 此 
即 2, 是 自 列 紧 集 . 

2) “< 一 ” 反之 ,如 果 2 是 ( 自 ) 列 紧 集 ,但 互 不 是 有 限 维 的 ， 
那么 ,任意 取 一 非 零 元 x,& 5,, 利用 数 乘 将 x 张 成 一 维 子 空间 E,， 
并 由 注 11 以 及 不 是 有 限 维 的 假设 ， 可 知 已, 必 为 的 一 个 闭 的 
线性 真子 空间 .。 于 是 ， 我 们 利用 上 面 的 引 理 1, 对 某 一 固定 正 数 
ec <=1), 必定 存在 元 X72 € E\E,, x2 € 2,, 使 得 x —xl| 宕 60>0， 
然后 , 利用 加 法 和 数 匀 又 将 元 zx, x; 张 成 二 维 子 空间 BE (xy xz; 无 
关 显 然 可 以 从 引 理 1 结论 中 看 出 ) 类 似 地 , 由 引 理 1, 必 可 找 出 元 
x3, 使 得 x3€ E\E,, x3€31， 且 有 jxs 一 y 宇 2o，Vy € EE,， 特 别 
地 ,有 xa 一 | 之 50， |xa 一 xz| 之 Eo。。 这 样 ,我 们 用 归纳 法 就 可 
得 到 ,上 的 元 列 {x,}。 革 满足 x, 一 x 宇 6&0，Vn, m,n 声 m， 
于 是 3, 中 的 无 穷 集 {x,} 就 没有 收 纹 子 列 存 在 ,此 显然 与 3, 的 列 
紧 性 假设 矛盾 .证 毕 . 

同样 地 ,由 上 面 两 个 引 理 我 们 还 不 难得 到 下 面 的 推理 : 

推理 . 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 . 那么 , 若 E 是 有 限 维 的 ， 则 
E 的 任意 有 寞 ( 闭 ) 集 均 是 列 紧 ( 自 列 紧 ) 集 ; 反之 ， 只 要 五 内 的 某 
一 “球面 ” 5 (xo, po) 一 {x | |x 一 xo| 一 pos *E€ E}(p, ~ 0) 是 加 
列 紧 集 , 则 E 是 有 限 维 的 . 


(三 ) 
- 最后， 我 们 给 出 一 个 赋 范 线性 空间 能 成 为 "内 积 空间 的 充 要 

条 件 。 为 此 我 们 先 来 回忆 一 下 “内 积 ” 的 定义 . 

定义 9， 设 E 为 一 复 ( 实 ) 线 人 性 空间 . 如 果 对 于 五 中 任意 两 个 
元 素 x,y《 有 先后 次 序 ), 均 存在 一 个 复 ( 实 ) 数 “(x, y) ”与 此 有 序 
的 两 元 相对 应 ， 并 且 该 复数 满足 以 下 人 性质， Vx, y, zs EE,aéC 
《或 尺 ),， 均 有 

(i) (xz 十 yz) 一 (zz) 十 (yz)， 

(ii) (x,y) 一 《(y, x) 〈 当 为 实数 时 为 《x,y) 一 CO， *))， 

(iii) (ax, y) = a(x, y), 

Qiv) (x,x) 宇 0《( 由 (ii) 知 (x,x) 必 为 实数 ), 并 且 当 x* 羡 0 

时 , 必 有 《xz，xz) > 0. 

那么 , 数 (*，y) 就 称 为 * 与 ? 的 内 积 ， 定 义 了 内 积 的 线性 空间 称 
为 内 积 空间 . 

下 面 我 们 给 出 有 关内 积 空间 特征 的 一 个 定理 : 

定理 2 (Fréchet-Jordan-Von Neumann 定理 ). 为 了 线 
性 空间 互 成 为 一 个 内 积 空间 ,必须 且 只 须 互 是 一 个 赋 范 空间 ,并 且 
其 中 的 范 数 人 所 满 足 ( "平行 四 边 形 "法 则 ,参看 图 1.3) 关系 

[x + y+ xo y=20xlP + yD, Yr, y€E, 

证，1) “二 >” 设 E 是 一 个 内 积 空 间 . 那么 只 要 令 jxl| 一 

V(x,x), Vx € EE， 则 知 “上 > 必 为 一 个 “ 范 数 ”, 事 实 上 , 由 内 积 


的 性 质 , 我 们 容易 推出 范 数 定义 中 的 (i) 和 (iiD)， 下 面 验 证 , 定义 
9 也 满足 范 数 定义 中 的 (i) (“三 第 不 等 式 ”). 
为 此 ， 我 们 先 证 明 Vx, yt€ E, 均 有 |Cx,y)| 志 zl :llyji. 
事实 上 ,由 内 积 性 质 Giv), 可 知 ，V4€ R, Vx,y€ EE， 均 有 
(x 二 4x,y)y, x 二 14(x, y)y) 之 0， 
从 而 注意 到 内 积 的 性 质 (i) 一 Giii), 有 
(x, x) + Cx, yy x) + Cr, yx, y) 
+ 4(x, yA(r, y)(y, y) > 0， 
也 即 有 
CICzx, yD)1* yDR + 21Cx, y) 1 + |xl? > 0. 
由 实 系数 二 次 式 的 性 质 , 知 其 系数 判别 式 必 有 关系 式 
(21 (x, 97) — 4 Cx, yy 人 zl < 0, 
因此 导出 
[zy |Cx, y) |xllliy |?. 
也 即 得 到 不 等 式 
[xz 7)| zl : llyll, Vx, ye E. 
有 了 上 面 的 关系 式 , 关 于 范 数 (ii) 的 关系 ,就 容易 由 式 
|x + y= (r+ y,x+y) 
= (x,x)+(x, y)+Cy, x)+(y, y) 
=|zxl?+r2Re Cr, y) + yl < jixi +21 Cx, y)| + llyll? 
< zj + 2|zllllyll+ilyP = Clixl| + llyl)?, Vx,y€EE 
导出 ， 从 而 知 E 也 是 一 个 赋 范 空间 ,并 且 由 上 面 的 计算 ,显然 可 以 
看 出 
上 z+y 寺 一 y= (rty, x y+ (x—y,*—y) 
四 = 2(x,x) 十 2057) = 20xlP + yl). 
《上 面 的 证 明 , 对 于 实 线性 空间 的 情况 仍旧 成 立 . ) 因 而 定理 的 必要 
性 得 证 . 
2)“ 寺 =” 由 1) 我 们 已 知 ， 如 果 E 为 一 内 积 空间 ， 则 必 有 
V(x,x) 一 jz， 并 由 上 式 可 看 出 : 
2Re (x, 9y) 一 jz 十 ?及 一 人 lz 玫 十 风 旧 ， 


‘2Re (x,y) = 2Re (x, -—y) = x — yi — Cxl? + lylD, 
于 是 有 z 
4Re (xr,y) = lx + yl — lx — yll. 
我 们 就 按 上 面 的 方式 在 赋 范 线性 空间 E 内 来 定义 内 积 ， 下 面 
分 实 与 复 空间 的 情况 来 分 别 证 明 . 
i，E 是 实 空间 的 情况 ， 由 上 面 的 讨论 ， 我 们 可 直接 定义 E 中 
的 内 积 
Ge 人 一 二 (十 下 一 上 一 ?9. 


下 面 逐 条 验证 其 满足 内 积 的 定义 . 
事实 上 ,由 以 上 定义 显然 易 见 (*，y) 一 〈y，x*) ,并 由 范 数 的 性 
质 有 (*, zx) 之 0， 由 * 关 9 有 (xy,x) 二 0 成 立 。 从 而 导出 了 内 
积 的 性 质 (i), (iv). 注意 到 上 中 范 数 的 假设 条 件 , Vx, y, x €E， 
我 们 有 z : 
上 x +2) +p 二 z+ 2) y= 2C0x + zl + yl), 
x 一 2) 十 yBE 寺 |x 一 2) y=20z zl? + llyl). 
以 上 两 式 相 减 可 得 
x ty 十 zs (r+ yD) zl +(x 一 y) + zlP 
— x») — z= 2 + oj — jx— 2)). 
注意 到 内 积 的 定义 ,上 式 为 
(xz 十 y，2z) 十 (xz 一 yz) 一 2(xz，2). (1) 


特别 ,由 于 x,y, z 的 任意 性 , 我 们 可 将 (1) 式 中 的 * 换 为 二 
y 换 为 二 二 ,那么 , 便 可 得 出 


CC 0) 


同样 , 由 内 积 的 定义 有 《09, z) 一 0， 故 当 在 (1) 式 中 再 令 7 一 :x 
时 ,又 有 

(2x, 2) = 2(x, 2), Vr, z € E, 
由 此 式 与 《2) 式 则 可 导出 内 积 的 性 质 (i); 
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Ge ty 0) —2 (一 (cz) + 0, 2). 


根据 这 里 的 内 积 性 质 (i) 及 (6, zx) 一 0 的 性 质 , 还 可 推出 , 对 任 
意 整 数 及 有 理 数 +, 均 有 关系 式 (rx, z) 一 r(x,z) 成 立 ， 最 后 ， 
由 范 数 的 性 质 
[lax +tyl — floor +yll < llaxr — aorll = la — aol llzxll, 

可 知 llax 土 yj| 对 < 是 连续 的 ， 从 而 由 数 积 定义 可 知 (ax, y) 对 
亦 连 续 . 于 是 ,由 于 任意 无 理 数 均 可 表示 为 有 理 数 列 的 极限 ,因而 
可 以 导出 : 对 任意 实数 a, 均 有 (ax,y) 一 a(x,y)， 即 (xz,y) 满 
足 内 积 的 性 质 《〈ii)。 也 即 推出 互 是 实 内 积 空间 ， 

i,， EE 是 复 空间 的 情况 . 这 时 , 我 们 只 要 注意 到 复数 的 虚 部 与 
实 部 的 关系 ,Va€ C, 总 有 Im (a) 一 一 Re (ia). 于 是 ,由 本 段 充 
分 性 证 明 一 开始 的 分 析 ,同样 可 定义 数 积 

(x, y) = [Re (x, y) — iRe (ix, y)] 


1 2 2 
— Cz + yp— le— yl) 
— iz+tyP liz — I. 
下 面 , 我 们 来 逐条 验证 其 也 是 满足 内 积 的 条 件 的 ， 
首先 ， 由 上 面 证 明 中 的 i, 已 知 Re (x，y) 的 "加 法 性 ”， 我 们 
可 以 导出 这 里 的 内 积 性 质 Qi): 
(++y,2)= Re(r+y,2)—iRe(ir + y),2) 
— Re(x, 2) + Re(y, 2)— i[Re(ix, 2) + Re (i1y, z)] 
— [Re(x, 2)— iRelix, 2) + [Re(y, 2s)— iRe(iy, #2)] 
— (x, 2) + (y, 2). 
其 次 ,同样 由 上 面 的 证 明 i, 已 知 Re (x,y) 一 Re(y,x) 以 及 


Re Gix,y) 一 二 (十 圭一 一 ?四 


1 
一 二 (lz 一 区 下 一 类 十 区 四 ~ 一 Re Cx, iy), 


可 以 导出 内 积 的 性 质 〈ii); 
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(x,)y) = Re (x, y)— iRe(ir, y) = Re(x,y) + iRe x, 1y) 
~— Re(y, +) 二 TiRe (iy, x) 
其 三 ,由 上 面 的 证 明 i, 已 知 Re 《x, y) 是 “ 实 齐 性 ”的 ,因此 为 验证 
内 积 人 性 质 (iii) 只 要 证 得 (ix,y) 二 i(x,y) 就 可 以 了 ， 事实 上 ， 
由 定义 及 Re (x,y) 的 实 齐 性 容易 导出 
(ix, y) = Re sr, y) — 1 Re (i(ix), y) 

一 Re (six, y) — 7 Re(—x, y) 

— Rel(ir,y) + iRe (x,y) 

=—1i[Re(x,y)— ?Rel(ix, y)] = i(r, y). 
最 后 ,由 上 面 内 积 性 质 (iD 可 知 (x, x) 一 (x,*)， 从 而 还 知道 
(x,x) 是 实数 , 故 由 定义 有 

(x, x) 一 Re (x, x) — lxl}, 

因而 可 以 导出 内 积 性 质 (iv), 也 即 推出 E 为 复 内 积 空间 ， 从 而 得 
出 定理 的 充分 性 . 证 毕 ， 

注 13. 如 上 图 所 示 , 当 将 x,y 元 视 为 二 维 空间 的 向 量 时 , 它 
即 是 说 “平行 四 边 形 两 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 其 四 边 长 度 的 平 
方 和 ， 我 们 就 把 定理 2 中 范 数 所 要 求 的 条 件 称 为 "平行 四 边 形 原 
理 . 该 定理 表明 : 对 于 一 个 具有 内 积 的 线性 空间 来 说 ,其 二 维 子 
空间 的 这 一 条 初等 几何 性 质 确定 了 整个 空间 存在 “内 积 ” 的 特征 . 

注 14. 定理 2 还 表明 : 当 一 个 赋 范 线性 空间 的 范 数 满足 平 
行 四 边 形 法 则 ”时 , 空间 可 以 在 保持 其 范 数 的 情况 下 定义 内 积 , 并 
且 由 此 内 积 可 以 导出 原来 的 范 数 . 

注 15。 从 定理 2 也 可 知 ， 一 个 内 积 空间 ， 当 定义 范 数 为 
lzl 一 V(x,*) ，Yxe E 时 , 它 就 构成 了 一 个 线性 赋 范 空间 .但 
反 过 来 , 却 并 不 是 所 有 的 赋 开 线性 空间 都 可 以 变 为 内 积 空间 的 .下 
面 举 一 个 例子 来 说 明 . 

例 . 在 二 维 欧 氏 空 间 R, 中 ,如 果 定 义 

lzls = VIsl? + él? (C1), 


则 在 此 赋 范 线性 空间 中 ， 除 了 ?= 2 的 情况 外 ， 均 没有 “内 积 ”. 
验 . 由 前 面 的 注 5, 我 们 已 知 当 ” 工时 jxlls 是 一 个 范 数 ， 
并 且 当 Pp 二 2 时 ,不 难 直接 验证 范 上 上 * 外 是 满足 "平行 四 边 形 法 则 
的 ,因而 由 定理 2 知 其 可 定义 “内 积 ” 而 成 为 内 积 空间 . 
当 p < 2 时 ,如 果 空 间 可 定义 内 积 , 使 得 (x, zx 一 lz 由 ，Vxe 
E， 那 么 ,对 任意 元 + 一 《&1, 5)，y 一 《1,92)， 则 均 应 有 
x + yl + jx — yl 
: = (Vt ml?+ 18, + 1,|?) 
十 (VE 一 大 十 | 一 和 | 
— 2[(/|5|? + 12| 约 2 十 CVI 2 + |y1?)?] 
二 2《]zx 十 ly). 
特别 , 当 我 们 取 x 一 4 一 (1,0), y 二 602 一 (0, 1) 时 ,由 上 式 则 
应 有 2(?/ 2》 一 4， 即 2Y? 一 2， 然而 当 P 2 时 ,该 式 显然 是 
不 成 立 的 ， 验 毕 . 


习 
1. 设 7 是 赋 范 线性 空间 5 内 的 凸 人 ,4 一 in ll， 并 没 其 内 元 列 
{4n} CCV, 满足 | za 一 ZaC2z 一 co )。 试 证 明 : 


。 Xx 十 Xm 
EA 


(ii) 当 4 关 0 时 , 如果 设 一 Te ， 则 有 


一 1 (», m—200 )。 


—d (n,m—00); 


Xe 十 Xp 


2 
(ii》 当 4 = 0 时 , (ii) 的 结论 未 必 成 立 (举例 说 明 )。 
2. 设 (2) 表示 所 有 使 >，| 扣 |< eco 的 复数 列 * 二 {§4} 的 全 体 所 组 成 
的 空间 ,并 且 定 义 


Il= (2 0) 


试 证 明 : 《7) 构成 以 jz 为 范 数 的 一 赋 范 线性 空间 . 
3. 试 在 上 (7) 空间 中 找 出 一 线性 集 工 , 使 它 不 构成 E 的 闭 子 空间 ,从 而 
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说 明 无 穷 维 空间 与 有 穷 维 空间 的 一 个 不 同 的 性 质 . 

4. 以 《2) 为 例 , 试 说 明 在 无 穷 维 空间 中 ,有 界 集 未 必 是 列 紧 的 ， 

5. 试 证 明 : 当 互 为 “有 限 维 ” 赋 范 线性 空间 时 ， 那 么 ， 只 要 56 为 EE 的 一 
( 闲 ) 真 子 空间 ,在 EE 的 单位 球 上 必 有 一 元 zx 存在 ,使 得 


d= inflxo。— yl=1., 
y€E, 


6. 试 证 明 本 节 的 注 9 和 注 10. 

7 . 试 证 明 ， 任何 两 个 有 限 维 空间 ,只 要 它们 维 数 相 同 , 则 必 " 线性 同 胚 ”. 
(两 线性 空间 E,，E; 称 为 线性 同 构 ， 是 指 在 已 与 Es 之 间 存 在 一 一 对 应 的 映 
象 8p, 使 得 

plax 十 By) = oplx) + Boy), Vx,yE€EE,, 
xy BEC( 或 R). 
当 E,, E, 为 距离 空间 时 , 如 果 ? 还 满足 8 和 9g ' 均 连续 有 映 象 ， 则 空间 E,, E， 
称 为 线性 同 胚 .) 

8. 试 证 明定 理 1 对 于 具有 “6 级 绝对 齐 性 ”C8>>0) 的 赋 准 范 线性 空间 也 
是 成 立 的 ， 

9. 试 证 明 : 在 距离 空间 中 ”,“ 紧 ”与 “ 自 列 紧 ” 的 概念 是 等 价 的 . 【提示 : 
首先 证 明 当 是 列 紧 集 时 ，vYe >0， 必 存在 由 “有 限 元 ”组 成 的 集 M.， 使 得 
vxE F, 3xe€ Ms， 满足 d(x, x*。)<8。(M。 称 为 的 -网 ).]】 

10. 试 证 明 : 距离 空间 中 的 紧 集 一 定 是 有 界 的 闭 集 . 

11. 试 证 明 : 紧 距 离 空 间 上 的 连续 孙 数 一 定 可 以 取 到 最 大 值 和 最 小 值 。 


$ 1.2. Banach 空间 的 定义 及 例 


首先 ,我们 给 出 下 面 定 义 : 

定义 1。 距离 空间 中 的 元 列 {xs} 称 为 Cauchy 列 , 是 指 Ve 二 
0, 3N 《自然 数 ), 只 要 m, m > N, 就 有 距离 d(xs, xm) < 成 辽 ; 
如 果 该 空间 中 任意 Cauchy 列 均 有 极限 存在 (属于 空间 ) ,那么 ,这 
个 空间 就 称 为 完备 的 . 

定义 2。 赋 范 线性 空间 互 称 为 Banach 空间 (或 简 记 为 (8)- 


12》 此 处 及 以 后 * 凡 不 另外 说 明 时 ， 上 距离 空间 均 指 一 般 拓 扑 意 义 下 的 距离 空间 , 
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空间 ), 是 指 它 按 距 离 4(x,y) 一 jz 一 ?是 完备 的 . 

注 1。 与 定义 2 相应 的 完备 的 赋 “ 准 范 线性 空间 称 为 Fréchet 
空间 (或 简 记 为 (F)- 空 间 ), 完 备 的 “内 积 ” 空 间 称 为 Hilbert 空间 ， 
《或 简 记 为 〈 五 )- 空 间 )， 

下 面 ,我 们 举 几 个 常用 的 (3)- 空 间 的 例子 . 

例 1. 7 维 复 欧 氏 空间 C” 作为 通常 意义 上 的 线性 空间 是 一 
个 《83)- 空 间 ， 其 中 元 素 * 为 * 维 复数 组 ,x 一 (§,， $2，*** ,$s)， 


而 其 范 数 为 |x|| = 3 [82|?, Vx EC”, 
k=1 


请 读者 自己 验证 ， 

其 实 , 我 们 有 下 面 更 一 般 的 结果 : 

例 1 任意 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 均 是 (8)- 空 间 . 

验 . 设 Es, 是 7 维 赋 范 线性 空间 ，{xi}CE, 是 已 ,中 Cauchy 
列 ,那么 ,由 


||xxl < x xmol| 十 jz |， Vxk， Xm, € E,s 


容易 看 出 {x 为 有 界 集 , 因 而 ,利用 $1.1 定理 1 的 推理 , 则 知 {xx} 
是 列 紧 集 , 即 有 一 子 列 {re}C{ri}, 使 得 Xk: 一 Xf 一 > co)， Xo€ 
E,. 由 此 关系 式 以 及 Cauchy 列 的 假设 ， 易 得 出 zx 一 xzo， (AR 一 
c). 验 毕 ， 

上 面 的 例 1 可 以 推广 为 下 面 无 穷 维 空间 的 情况 ,为 了 讲述 它 ， 
必须 先 引 出 三 个 有 关 不 等 式 的 重要 引 理 ， 它 们 在 数学 的 许多 领域 
内 都 是 经 常 要 用 到 的 . 

1 


引 理 1。 若 设 p 之 1， 二 十 卫 一 1,， 则 VA4, B 宇 0， 必 有 
AB < 所 + 本. 

证 。 上 面 不 等 式 的 证 法 有 许多 , 由 于 它 的 重要 性 ， 下 面 我 们 
列 出 三 种 证 明 方 法 (并 且 我 们 不 妨 均 设 4，B > 0): 

1) 定 积分 方法 ”由 图 1.4 易 见 , 比较 该 两 块 图 形 面 积 5,，, 5， 


我 们 可 以 得 出 : 4 * 8 专 5 十 5;. 但 注意 到 


故 证 得 结论 . 
2) 微分 法 ”此 时 我 们 只 要 考虑 到 函数 


jx) 一 上 x? 十 上 一 六 ， 
p g 


当 * 之 0 时 在 * = 1 取 到 最 小 值 ， 从 而 在 不 等 式 f(x) 宇 1(1) 中 
令 一 所 二 并 注意 p 十 g 一 pg 则 可 导出 

3) 代数 法 ”注意 到 一 个 代数 不 等 式 : 当 y 宇 1,0<m 过 1 
时 ， "一 1 < wly 一 六 然后 不 护 令 7 一 下 六 1， 如 49> 
又 令 ne 代 人 上 式 ， 且 同 乘 4, > 0; 最 后 再 令 4, 一 4? 
B, 一 Bt 则 得 ， 证 毕 . 

引 理 2 (Halder 不 等 式 )， 设 数 p>1, 二 二 本 一 1 则 

(i) 级 数 形式 ”对 也 任意 的 复数 列 {54}, fo) 恒 有 不 等 式 
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hn 


。 、 1 1 
之 ， [5xmk| <(> 1?) (> CAD 


成 立 (假设 后 两 级 数 均 是 收敛 的 ), 
4Gi) 积分 形式 ”对 于 区 间 La,， 2] 上 的 任意 复 值 “p 寡 绝 对 可 
和 ” 岗 数 +(z) 和 “9g 寡 绝 对 可 和 ”函数 7(o， 恒 有 于 列 不 等 式 成 立 : 
| 1xC), y(t) |ar < (| jzCDlzaz) () yD la) . 
证 . 这 是 容易 的 ,为 了 得 到 (i), 我 们 只 要 在 引 理 1 中 , 令 


1? 


(> I8al?) (> jaxl) 


(这 里 我 们 约定 两 式 中 分 母 都 不 是 0, 否则 (i) 的 结论 是 显然 的 )， 
则 有 


2 
4 


| Sx | [xl 
» 户 / ， 好 

(> | 847| ) (> [nx | ) 

<— ls (8 一 1，2，.…)， 

p* 之 1 9 之， [nxls 
对 于 上 述 名 求 和 ,再 简化 则 可 得 到 结论 . 
同样 ,为 了 得 到 《iD， 我 们 只 要 令 
4 一 | xzGz)| ,B= 1»Cz)1 


(ora (Fora) 
(这 里 ,我 们 也 约定 上 两 分 式 中 分 母 都 不 是 0, 否则 (ii) 的 结论 同 
样 是 显然 的 ), 则 有 : 
[xCz)| ly(Cz) | 


(全 popay (人 pon 


< Ix _ AI 
p: | IxCe) ld 4a: | 1yG) 1 4dz 
由 于 上 面 的 不 等 式 右 端 乃 可 和 应 数 ， 根 据 实 变 尔 数 可 知 左 端 订 是 
可 和 了 为数 ， 将 上 式 两 边 积分 可 得 


| zyCD1as 


(4 aay (人 yl 


| Ix! | 7) 1a < (| eol2eaz) (人 yl*) 
此 即 导 出 Gi) 的 结论 。 证 毕 . 
注 2。 上 面 当 ?= 二 4 二 2 时 ,GD (ii) 即 变 为 通常 熟知 的 
Cauchy 不 等 式 和 Schwarz 不 等 式 ， 
引 理 3 (Minkowski 不 等 式 )， 设 数 p 宇 1,， 则 
Qi) 级 数 形式 ”对 于 复数 列 {#4}, {mr}, 恒 有 下 不 等 式 


(Pl mal) < (> al) + (> nt) 


成 立 ( 假 设 后 两 级 数 是 收 镶 的 ). 
(ii) 积分 形式 ”对 于 区 间 [4,5] 上 的 任意 两 复 信 旋 寡 绝对 
可 和 ” 郴 数 x(z) , y(z), ， 恒 有 下 列 不 等 式 成 立 : 


i+t=1, 
p 2 


即 有 


(zc + ola 


1 县 
<(| Eo 十 (| yl?as) 。 
证 ， 当 清 一 工 时 ,由 绝对 值 的 三 角 不 等 式 关 系 显 然 可 知 ， 以 
上 结论 是 正确 的 。 下 面 ,再 对 ?> 1 来 进行 讨论 ， 
1) 首先 我 们 知道 ， 如 果 (> DY 是 收敛 的 ， 那么 
> 1&41? 必 了 收 化 ， 而 由 (p 一 1)g 一 p， 故 知 级 数 > A .4 
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收敛 ,当然 亦 有 BA 收 敏 ,这 样 , 由 于 四 
R=1 加 
他 | 和 十 了 安 之 ， 15 + mal ls 


十 > Et le ol i 
故 当 分 别 对 后 两 式 应 用 引 理 2 G) 的 结果 时 ,可 得 到 | 多 
(上 式 ) 


< (> 电 抽 | nie-m) [说 1 


1 


人 


-nr [全 + 全 人 


Fe 


将 上 面 的 不 等 式 两 端 除 以 (> et) (这 里 ,我 们 假设 其 
不 为 0, 否则 Gi) 的 结论 是 显然 的 )， 并 注意 到 (iP 可 


得 到 所 需 的 结论 。 
2) 完全 与 上 面 类 似 , 先 说 明 a(z) 是 短 绝 对 可 和 函数 ,那么 ， 


1z(CD1?: 就 是 宪 可 和 函数 ,然后 对 积分 | |xC#) 十 yC)1?a 做 


上 面 类 似 的 讨论 (相应 利用 到 引 理 2 (Gi) 的 结果 ) 就 可 推 得 . 证 毕 。 
有 了 上 面 的 引 理 2, 就 可 以 得 到 例 1 的 一 个 一 般 化 的 (B)- 空 
间 的 例子 . | 


例 2， 设 (1 六 Cp 三 1) 表示 使 3 |&41? 二 oo :的 复数 列 x 一 
k=1 
{&4) 的 全 体 所 构成 的 空间 ， 若 按 普通 数列 意义 定义 加 靶 和 数 乘 ， 
并 且 定义 范 数 为 
| zj 一 (> sl), Vr = {&.}€ (1?), 
A=1 
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则 它 构 成 (8)- 空 间 ， 

验 . 由 正 项 级 数 性 质 可 知 ， 上 面 定义 的 lx 是 满足 范 GD 和 
范 《ii) 性 的 , 而 范 (i) 性 ( 即 三 角 不 等 式 ”) 却 可 直接 由 上 面 引 理 
3 中 G) 的 结果 得 到 , 故 知 jz| 的 确 为 一 范 数 . 

再 由 范 Gii) 及 范 Gii)(“ 绝 对齐 次 ”) 性 我 们 还 可 知道 ,在 (1?) 
内 加 法 运算 和 数 冬运 自 也 是 “封闭 的 ”, 且 易 验证 它们 使 (1?) 构成 
一 线性 空间 , 因而 (1?) 万 是 一 赋 范 线性 空间 ,下面 证 明 (2?) 的 完 
备 性 ， : 

如 果 设 元 列 【xc (其 中 ， Xn (人 ， n= 1,2,- “…) 
是 Cauchy 列 , 即 有 

lxi—xil—>0 (i,i—> 0%), 


那么 ,Ve 二 0. 3N (自然 数 ), 只 要 z, 1 盖 人 ,就 有 
< GD 
R= 1} 


成 并 .于 是 ,对 于 每 个 “下 标 ”, 一 致 地 有 
[és — #0| < e. 
从 而 由 数列 的 Cauchy 判别 法 可 知 ， 对 于 每 一 下 标 , 相应 数列 
{各 } 均 有 极限 碟 , 即 
im 一 中 (Rol 2) (2) 


这 样 ,由 (1) 式 可 知 ， 对 于 任意 的 自然 数 ”， 均 有 
(Cy <s (vi,i>N). 
故 对 以 上 有 限 项 , 取 i -> oo 的 极限 ,由 (2) 式 可 得 
(> sp lr) <e (> 


As | 一 


再 对 上 取 = -~* co 的 极限 , 便 可 导出 
(Di 1s sl) <e (vi>N). G) 


最 后 ， 若 设 xo 一 [人 织 }， 则 (3) 式 表 骨 (xi — xo) € (1?), 但 由 
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xi€ (1?) 且 因 (279) 亡 一 线性 空间 , 故 知 xo==[xi 一 (xi 一 x0)]€ (7?). 
而 且 同 样 由 (3) 式 , 它 还 表明 jz 一 xo 一 00 一 co). 验 毕 . 

例 3. 设 Lf[a,5](p 之 1) 是 区 间 [a,5] 上 “p 寡 绝 对 可 和 ” 
复 值 多 数 全 体 所 构成 的 空间 ， 若 按 普通 法 定义 加 法 和 数 乘 ， 并 把 
对 等 气概 相等 ) 的 元 均 视 为 同一 元 ,定义 范 数 为 


||x|| 一 (| Poe Vr = x(t) EE Lila,b], 


则 它 构 成 一 个 (8)- 空 间 . 
验 ， jzj| 满足 范 G), 范 (iii) 性 质 是 显然 的 , 而 由 本 节 引 理 3 
(ii) 的 结果 可 知 , 它 亦 满足 范 〈iD 人 性质 , 因而 其 确 为 -- 范 数 , 并 且 
由 此 还 可 知 L? 力 是 一 赋 范 线性 空间 ， 下 面 证 明 L?[4a, 5] 的 完备 
性 . 
设 元 列 {xs}CL?[a,5] 满足 
xs 一 xj 一 0 (n,m—> 0%). 


故 VK ( 正 整 数 ), 3n4( 正 整数 ) ,只 要 n,m 内 就 有 


lx 一 zl 到 二. 
2 
不 妨 取 站 天 到 二 人 一 …-， 于 是 ,我 们 可 以 得 到 
>, | 2 一 xj < 一 i. 
R=1 k=12 z 


令 
yo(z) 一 | xz。 C2) | 十 >) [xn .C7) xnak(z)| ? 
k=1 


显然 有 ym(z) € Lr[a, bl(m 一 1]:,2，， - ) ， 从 而 由 范 数 的 “三 角 不 
等 式 ” 可 知 
lym < Neal + Do log, 一 za 
二 1 
|xrsl+l1 (m=1,2,.…:), 


又 因 和 2(D) > 0(m 一 1 2，…) 均 是 可 测 的 故 由 Fatou 引 理 ， 
可 以 导出 | 
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(im 0) a < him | aka)? 


mo Mm 


一 im ynll? < Cxoll + 1)7. 


ni 


但 由 {y%C} 是 单 增 函 数列 。 歼 知 lim ym(t) 总 存在 《有 限 或 者 
co), 从 而 有 


| im ya) 1a < (lee + 1D)?. 
由 此 可 导出 im ym(z) < co 〈 概 ), 即 


下 
R=1 
是 概 收敛 的 ,由 此 推出 
Xamtilt) 一 xs,(t) 十 3 (xnpplt) raiCt)) 
R=1 . 


也 是 概 收敛 的 ， 也 即 存 在 一 个 概 有 穷 的 极限 函数 xw(z), 使 得 
xu 人 有) 一 lm xonkt)， ( 概 )t€ [a, 2]。 
再 由 
(CD 入 rs(D| 十 > [xan (®) — zat)| 
一 lim ym(z) E Lfa, 2] 
及 rw(?) 亦 可 测 函 数 , 玫 知 xwE Lr[u,5]. 且 由 
jz ramll < :> rr, 一 ral ? 
而 后 端 乃 一 收敛 级 数 之 余 项 , 故 下 
一 一 > xo (mp 一 0)., 
注意 到 (xm Ctxs}， 而 后 者 为 一 Cauchy 列 ， 政 直 接 由 不 等 式 
zu 一 zl 和 jz — zall + Nx, 一 xi， 
可 以 推 得 
jze 一 zj 一 0 《2 一 co)， 
验 毕 . 
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注 3. 由 上 面 例 3 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 对 于 任意 数 绢 之 1 的 
“bp 震 平 均 收 敛 ” 的 元 列 而 言 ,必定 存在 其 一 子 列 ,使 其 概 收敛 于 
同一 极限 唤 数 . 

全 4， 设 C(Q) 表示 紧 距 离 空间 9 上 一 切 复 值 "连续 函数 全 
体 所 组 成 的 线性 空间 ,其 中 加 法 与 数 乘 按 通常 的 意义 来 定义 , 且 范 
数 定义 为 

zl = max [x()1, Vx 一 xD6C09)， 
那么 , 它 构 成 一 个 (8B)- 空 间 . 

验 ， 首先 , 由 于 我 们 熟知 在 紧 空 间 上 连续 函数 是 能 达到 最 大 ， 
值 的 (参看 $ 1.1 习题 11), 故 Vx € C(9)，|z| 是 有 意义 的 , 并且 
容易 证 明 它 满足 范 数 性 质 G) 一 (ii) , 从 而 知 它 构 成 一 赋 范 线性 空 
间 . | 
至 于 完备 性 也 是 极 明 显 的 ,因为 在 上 述 范 数 定义 下 ,距离 为 

dlx， y) 一 lz 一 y| max [xz 一 yCz)| 9 


因而 其 按 “ 范 数 收 敛 ”， 也 就 是 "_ 致 收 总 而 由 于 连续 函数 列 的 
一 致 收敛 极限 仍 是 连续 的 ， 此 即 导 出 结论 ， 验 毕 . 
从 上 例 ,我 们 可 以 得 到 下 面 两 个 特例 ,而 它们 却 是 常用 的 . 

首先 ， 由 于 实 利 上 的 任意 有 界 闭 区 间 必 是 一 个 紧 趾 离 空间 ， 故 
由 上 例 可 以 直接 推出 下 面 的 结论 ， 

例 4. 设 Cla, 5b] 是 [a, 5] 上 一 切 复 值 连续 函数 全 体 所 组 
成 的 线性 空间 ,加 法 、 数 乘 、 范 数 同上 例 一 样 定 义 , 那么 , 它 构成 一 
个 〈BJ)- 空 间 ， 

例 4".。 设 (ce) 表示 复数 域 玉 中 所 有 “ 收 伍 数 列 全体 所 组 成 
的 线性 空间 ,其 中 加 法 、 数 乘 与 通常 数列 运算 相同 , 且 定 义 范 数 为 

x| = max |8,|, Vx 一 (各 E(c)， 


则 它 构成 一 个 (B)- 空 间 ， 
验 ， 这 个 结论 直接 验证 也 并 不 困难 ， 但 它 却 仍 可 利用 上 面 


例 4 的 结论 推出 ， 因为 这 时 ， 如 果 把 8 视 为 数 直线 中 的 子 空 间 


.25 。 


(。 1, 士 ,…, 小 ,… ) , 且 对 于 任意 数列 {8,}e Ce)( 其 中 设 
lim $§, 一 $0), 令 
+ (1) 一 (z= 1,2,...), (0) 一 5， 


ni 


那么 *e C(9). 事实 上 , 因为 当 二 一 0 时 ,有 


大 


xz (十 ) 一品 一 到 一 z(0)， 


即 * 是 定义 在 空间 9 一 (0,1, 二 ,十 ，…， 十 ,… ) 上 的 连续 

函数 ,而 2 此 时 乃 “ 紧 ”距离 空间 ( 因 0 为 8 中 唯一 的 一 个 极限 点 ， 

故 关 于 2 的 任意 无 穷 开 复 盖 中 ， 复 盖 住 0 点 的 开 集 之 外 面 仅 余 有 

” 限 个 2 的 点 , 故 知 8 亦 被 有 穷 个 开 复 盖 所 盖 住 ), 因 而 不 难 导出 (<) 
亦 为 一 个 (8)- 空 间 . 

例 5， 设 M(9, 3,1) 是 测度 空间 (0, 儿 ,pp) 上 一 切 概 
有 界 ” 的 复 值 可 测 函数 所 组 成 的 线性 空间 ， 加 法 和 数 乘 如 常 ;“ 对 
等 ”的 函数 看 作 相同 ,并 设 范 数 定义 为 

|zj = inf{ , sup, |*C2)| » pCE,) = 0}, 


Vr = x(1) EE M(Q, HB , Ln)) 
则 它 构成 一 个 (8B)- 空 间 . 

( 注 4。 这 里 及 以 后 , 我 们 均 约定 (0, 名 ;4) 为 “o- 有 限 ” 的 
测度 空间 ,对 于 没有 学 过 测度 空间 的 读者 来 说 , 那 时 只 要 将 0 理解 
为 实 轴 上 任何 有 限 或 无 穷 区 邮 ， 按照 实 变 冰 数论 定义 的 (ZL) 测度 
来 讨论 ,那么 ,一 切 内 容 都 是 可 以 看 懂 的 》 : 

验 . 我 们 分 两 步 来 验 明 : 

1) M(9, 有 瑟 ,w) 构成 一 赋 范 线性 空间 . 

为 说 明 此 ,只 要 验证 上 面 定义 的 jxj| 的 确定 义 了 一 个 范 数 . 

i. jjxl 宇 0 是 明显 的 ， 此 外 若 jixl| 二 0， 则 此 表示 对 每 个 
数 es 二 0 (我 们 特别 取 2* 一 co 时 有 es, 一 0)， 存 在 集 E,， 使 得 
u(E,) 一 0， 且 有 
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,ub [xC02)| = (一 1，2，). 


即 对 于 一 切 的 je ONE，， 均 有 |x(2)| 二 s(n 一 1,2,+……), 于 
是 ，VYt € 8, 只 要 满足 


se (N {OEs} — ON\U Pu 
则 有 |xCD| 二 6s Va 成 立 ， 故 当 取 > co 的 极限 时 ， 注 意 到 
(e, } 的 假设 ,我 们 则 可 导出 ,在 集 ON UB, 上, 恒 有 x*() 一 0 成 立 ， 
再 注意 到 zc( UP,) -0， 便 可 推出 在 上 有 x( 一 0( 概 ). 即 


内 一 工 


x 一 0( 因 在 M(9, 多 ,4) 内 " 概 相 等 "是 看 作 “相等 的 7 

i. 证 明 “三 角 不 等 式 ” 成 立 ， 设 x、y EM(08, 猴 ，4)， 则 
ViE Q\E, u(E) 一 0 均 有 

[xCQ) TT yO) [x | 十 | 
< Sup [C2)| 十 sup 17 (1 ， 
因此 推 得 
sup |x(z) + y(z)| 三 sup lxCe) | 十 Sup | ， 

此 外 ， vs 之 0, 由 中， 有 蝴 的 定义 可 以 找到 两 个 集 E,, BE,, 使 得 
uC Eo) 一 u( Eo) = 0， 且 有 


sup |*(#)| < 十 学 ,sop ly < yl 士 8 
re A\Eo 了 2 


两 式 相 加 得 
‘sup |x + ,sup |7 D1 < xl + lyll + ee 


另 一 -方面 ,由 于 
sup |r| sup |xz(z)|， yO! & sup | yo ， 


f EQOW(EoUE,) re ONVE0 eo Ps) 
且 注 意 到 p(BEoUE,) 一 0， 办 而 我 们 导 得 
< sup |xC2) + ya 
€O\(EOUE,) 
< s ax 十 ,Sup 1yC2) | 委 |zl + lyll + 8,, 
最 后 由 se。 的 任意 性 ， 导 出 “三 角 不 等 式 ”|x 十 y 赴 志 jxl 十 yl 
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成 立 . 

ii. 性 质 jjaxj = |aljjxji 是 显然 的 .综合 上 面 的 结果 ， 我 们 
验 得 M(0, 妥 ,1) 确实 为 一 赋 范 线性 空间 . 

2) M(48,， 到 ,pw) 是 一 完备 空间 . 事实 上 ， 当 我 们 设 元 列 
{z ICM(Q, NHB， £1)， 且 有 

lz 一 xnll—>0 (和 一 co) 

时 那么 ,VR 《自然 数 ), 3Ni (自然 数 ) ,使 得 只 要 n,m 兰 Ni 时， 
就 有 


| xz。 一 xz|| 一 inf ‘sup [rz) 一 xn(t)| ? ALEo) 一 0} ~ 元， 
于 是 ,由 下 确 界 性 质 可 找到 一 集 BEk, pw(E4) = 0， 使 得 ， 
sup |xo(a — ra) | < 二， Vn, m > Ni (4) 
: € MEK 


这 样 ，vee 门 {Q\E4} 一 ON UU Et， 关系 式 
| 和 k 
|xmCz) 一 xz(z)| 一 > (0 (2 ， ?1 — 00) 
“一 致 地 ”成 立 ， 但 注意 到 zt U Ei 一 0， 故 知 存在 一 可 测 函 数 
到 


x(z)， 使 得 一 致 地 有 
lim xn(z) 一 x(#) 〈 概 ) 上 6 8. 


根据 式 (4), 当 令 mw 悦 co 时 ,可 导出 


sup | xn(z) 一 xi < 


,Vn Nu (5) 
1€Q/ EL R 
大 


而 由 (UU BA) 一 0, 知 当 4>Nk 时 ,有 zs 一 me M(9, 98, 2)， 
4 


骨 由 M(Q, BE， 1) 力 是 线性 空间 ， {x } CM(OQ, BB， PP 因而 
推 得 x。€ M(Q, 否 ，p)， 且 再 注意 到 (5) 式 , 可 推 得 


inf { sup | zs( 一 xzo(D|， pu(Eo = 0} Si, Vn> Nk 
Eo reONF Rk 


成 立 ， 即 当 * Nh 时 ， 均 有 jxs 一 x 去 元 ,此 即 导出 zs 一 za 
-> 0Cn 一 co)。 验 毕 ， 
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注 # 以 上 空间 M(9, 用 ,ww) 所 定义 的 范 数 收 丝 的 实质 是 
“ 概 一 致 收 傅 ”, 并 且 ., 从 空间 M (8, 用 , 4) 的 定义 我 们 容易 看 出 ， 
该 空间 内 上 述 定 义 的 范 数 与 范 数 的 定义 
xl = inf {alpC{il lx()| > a, :€ 0)) = 0} 
是 等 价 的 。 常 简 记 为 lx = Vrai max|x(2)| 《 称 为 “ 真 极 大 )，. 


注 0。 当 peG@) 一 oo 时 ,不 难看 出 ， 当 元 x E M(Q, Bp) 
时 必然 也 有 x€ LA(Q, 和 客 ， 1)，Vp 守 1 (后 者 表示 测度 空间 
(9, 各 ,pp) 上 可 测 且 “p 窜 绝 对 可 和 ”的 复 值 函 数 的 全 体 ), 并 且 
还 有 


lim | HOIACS) = Vrail maxlxo)|, ， 


YT = x(t) € M(Q, BB, 41). 

因此 ， 当 (9) < co 时 ,我 们 也 常 把 空间 M(Q, 铬 ,pp) 记 为 
IL”*(0, BB , 1). 

从 例 5 我 们 也 可 以 得 到 两 个 常用 的 特例 ， 

例 5， 设 MI[a,5] 是 [a,61 上 一 切 “ 概 > 有 界 的 复 值 可 测 函 
数 所 组 成 线性 空间 ,加 法 , 数 乘 与 上 例 类 似 定 义 〈“ 概 > 相等 视 为 同 
一 元 ) ,那么 它 构成 一 个 (B)- 空 间 . 

例 5”".。 设 (m) 表示 复数 域 C 中 所 有 “有 界 数列 ”xz 一 【5 ] 
所 组 成 的 线性 空间 , 若 加 法 、 数 乘 如 常 定义 , 且 定 义 范 数 

xl] 一 sup |5| ，YVx 一 {Sa}€ (m), 


则 它 构成 一 个 (8)~ 空 间 . 

验 ， 事 实 上 ， 这 就 是 例 5 的 特例 ， 在 这 里 空间 8 = {1,2， 
3，… 2 且 令 Po) 一 1，x(2) = 8.(n = 1,2,"…)， 由 
此 不 难 直接 推出 结论 。 验 毕 . z 

注 7。 类 似 地 ， 我们 对 于 数列 空间 可 以 得 到 下 面 的 结 末 : 如 
果 {854}E (7?)(Vp 之 1)， 那 么 , 必 有 关系 式 


1 
二 p 

lm ( ?) 一 su . 

po 人 ;| sup | &4| 
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因而 ,我 们 也 常 把 有 界 数列 空间 (m) 表示 为 (P)， 
为 了 验证 上 面 的 结论 ,首先 ,我 们 证 明 ，VY[s CCC) ， 均 有 

(> sl) < (> | 有关 
1 太 二 1 


事实 上 ,由 于 极限 关系 , 我 们 仅 对 任意 =” 项 部 分 和 来 验证 ,然后 用 


1 . -上 
(|&, |?: + |$2|")?: < 魏 (| 5 六 + 下 Vp 之 入 之 1 


-上 
Pi 
) ? Vpis p2: Pp2 之 pi 之 1, (6) 


为 此 ,我 们 先 令 a 二 (全 (这 里 不 妨 设 所 闪 0， 否 则 上 式 显 


然 成 立 )，12 一 pa 上 述 间 题 则 变 为 证 明 

(1+oe)S(l+Fa), ya 全 0, 14 守 1., 
但 是 ,此 后 一 不 等 式 显然 容易 由 “微分 法 ”导出 ,因而 式 (6) 也 就 不 
难得 到 . z 四 
下 面 ,我 们 利用 (6) 验 证 注 7 的 结论 .事实 上 ,Ve>>0, po 之 1， 
由 设 {54}€ (41?) 可 知 , 3No (自然 数 ), 使 对 任意 的 #2 宇 N,, 均 有 


(本 #41") "<<。. 因而 , 当 p>> po 时 ,由 式 (6), 我 们 导出 


># 


(2 < (> alr) + (2 DY 


| 


< 


< (Plsl?) +s. 
.k=1 
改 由 极限 论 理 论 可 知 


. pj/ p 
2 3 ‘Stl < i / 部 十 一 ,| 十 6， 
注意 到 的 任意 性 ,可 导出 
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p 


lim Y 之 ， 54? < sup | 有 | 十 6， 
另 一 方面 ， 对 上 述 正 数 85， 由 上 确 界 性 质 ， 必 有 自然 数 ho, 使 
得 
| 二 | 之 sup | &4| —&。 
因而 有 , 
3 al /Nel i, > suplél| —6. 
综合 以 上 结果 并 注意 到 正 数 E 的 任意 性 ,我 们 还 可 导出 
lim I&i|? = sup [84] 。 


这 就 导出 了 注 7 的 结 

注 8. 上 而 的 注 6 及 注 7 我 们 不 难 末 出 ， 本 节 重 要 的 
Haider 不 等 式 , 在 约定 p= 1， 4 二 % 的 条 件 下 ， 当 上 一 1 时, 对 
于 “数列 ”的 情况 ; 当 j(0) 二 oo 时 ,对 于 “函数 ”的 情况 ,其 相应 的 
关系 式 也 是 成 立 的 ， 这 个 结论 我 们 以 后 是 常 要 用 到 的 . 

下 面 , 对 于 记号 (1*) = (m) 及 当 pn(9)<co 时 Zr(9, 有 ,网 
一 M(9, 儿 , pw)， 我 们 还 需 注意 注 9 所 述 的 情况 .” - 

注 9 lim (1 站 军 (m); M(9, 8B, p) 守 lim L*(9, ,1), 


当 pw(9) 二 oo 时 . 《这 里 ,上 面 的 极限 , 系 集合 论 中 (单调 ) 集 族 的 
“极限 集 ” 的 意思 ,) 
事实 上 ,在 “线性 同 构 ” 的 意义 下 我 们 不 难看 出 , 当 p, 之 p. 宇 1 
时 , 愉 有 (DCC?), 以 及 
Lr:(Q, BB, nC (QO, B, pu(0) < oo) 
(参看 $ 1.5 习题 1)， 因 而 ,由 集合 论 的 知识 我 们 可 知 ， 


lim (7) 一 UY C0), lim IL"(9, B, 1) 一 门 PCo, 8 , 0). 
™ p=1 > p=1 


然而 ， 对 于 元 (1， 1， ***) € (m), 显然 有 (1, 1 ， -…) & (71?) 


+ 3 +。 


yp > 1， 因此 可 知 lim (7) 宇 (m)。 此 外 ,特别 当 取 上 面 函 数 空间 
为 Lf?[0, 11 时 (p 之 1), 由 数学 分 析 知 识 , 显 然 有 
log 一 < I?[0, 1]，vp 之 1. 


然而 log 一 MT0， 1]， 因 此 可 知 M[0, 1] 拟 iim [0, 1 


最 后 ,我 们 提请 读者 注意 : 不 要 从 这 一 节 里 产生 一 个 错觉 ,以 
为 凡是 赋 范 的 线性 空间 都 一 定 是 完备 的 ( 即 (8)- 空 间 )， 其 实 不 
然 ， 甚 至 对 于 同一 个 线性 空间 ， 由 于 定义 的 范 数 形式 不 同 也 可 能 
产生 这 样 的 情况 ， 即 在 一 种 范 数 的 定义 下 空间 是 完备 的 ， 而 在 另 
一 种 范 数 的 定义 下 空间 却 是 不 完备 的 .例如 ,对 于 [fe, 5]. 上 定义 
的 所 有 复 值 “连续 函数 ”所 成 的 线性 空间 而 言 ， 对 于 其 内 任 一 元 
* 一 x(z)， 当 定义 范 数 jzj ~ _max, |x(z)| 时 ， 则 空间 即 为 上 面 


例 4 的 (8)- 空 间 Cl4,5], 而 当 定义 范 数 


(dy 


(其 中 ?之 1 为 任 一 固定 正 数 ) 时 , 则 其 便 为 不 完备 的 空间 了 (参看 
$ 1.5 习题 7).。 表面 看 来 ,这 似乎 是 难以 理解 的 ,其 实 , 这 种 情况 我 
们 并 不 生 琢 ,而 是 在 数学 分 析 里 就 泗 遇 到 过 的 事实 .例如 ,我 们 训 
知 ， 对 于 连续 函数 列 而 言 ， 它 们 对 于 “一致 收敛 "的 运算 是 “封闭 ” 
的 ， 即 连续 函数 列 的 一 致 收敛 的 极限 函数 仍 是 连续 的 .然而 它们 
对 于 “ 逐 点 收敛 ”的 运算 却 不 是 “封闭 ”的 了 (事实 上 ， 就 取 [0, 1] 
上 的 连续 函数 列 {1:"}) 就 可 以 看 出 这 一 事实 )， 由 此 可 知 ， 对 于 同 
一 线性 空间 而 言 ,如 果 其 内 "收敛 的 定义 方式 不 同 ,其 “封闭 性 ”就 
可 能 改变 ,但 对 于 赋 范 空间 来 说 ,其 收敛 的 定义 方式 完全 由 其 内 范 
数 定义 的 方式 所 决定 ,因此 我 们 容易 理解 ,一 个 赋 范 空间 的 完备 与 
否 完全 是 由 其 内 范 数 的 定义 所 决定 的 ， 
另外 ,在 本 节 及 以 后 各 节 中 ,我 们 都 不 准备 介绍 一 类 很 著名 的 


空间 即 空间 【它们 是 由 在 复 平面 的 “单位 球 ” 内 部 的 这 样 一 类 
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单 值 解析 函数 所 组 成 的 . 当 0 < 如 一 co 时 , 先 设 
1 
1 x . 
Mbplf,r] = (去 | Crea)12ag) ， v0 之 + 之]; 
此 类 隧 数 满足 “sup Molf,r] 二 00。 不 难 验证 , ? 为 线性 空间 ， 
且 当 pp 之 1 时 ,其 以 范 数 jf = ,sup M of +r] 构成 Banach 空 
间 )， 读 者 除了 从 文献 [144] 可 以 看 到 关于 它 的 一 些 介绍 外 ,还 可 
从 文献 150], [69] 中 看 到 讨论 此 类 空间 的 专门 著作 。 
习 题 
1 .试用 直接 方法 验证 空间 (<) 是 Banach 空间 . 
2 .试验 证， 空间 M(g, 多 , 4) 中 的 按 范 收 熏 就 是 < 概 - 一 致 收 剑 "”。 并 且 ， 
当 pn(o)<ec 时 ,有 : 
lim [flO leea)) = vrai max 1z(9， 
Vx = x(1) EM(Q, HB, 4). 
3. 设 4 表示 在 图 ji 和 oo 上 连续 ,而 在 圆 内 ,|z| <o 解析 的 复 变 函数 的 
全 体 , 加 法 、 数 科 运 算 如 常 定义 ,定义 范 数 
lz = max (x(z)|, YrE€ 4,. 
试 证 明 4, 按 上 范 数 构成 一 个 (8)- 空 间 . 
4. 设 czfe, 5] 仍 由 闭 区 间 fa, 6] 上 的 一 切 复 值 连续 函数 所 组 成 ， 但 定 


义 范 数 
zi = (人 CoPa) 


试 说 明 , 此 时 2"[e, 5] 构成 一 赋 范 线性 空间 ,但 不 是 (8)- 空 间 . 
5. 设 CYLa, 5 表示 定义 在 [x,b】 上 有 “* 阶 连续 导 函 数 ”的 隶 数 *( 训 
的 全 体 , 定 义 立 数 的 加 法 和 数 乘 如 常 , 且 定义 


lj 一 池 max | zc;(9| (这 里 令 “0 阶 导数 ”#01) 一 (1)). 


试验 证 CM[e, 6] 按 上 范 数 上 xi 构成 一 个 (8)- 空 间 ， 
6. 设 Co( 一 cc, cc) 为 定义 在 《一 c，c) 上 连续 耳 当 |x| 一 ce 时 趋 于 
零 的 复 值 函数 全 体 , 加 法 及 数 乘 定义 如 常 , 且 定 义 范 数 
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I = _max >CD1， 
试验 证 C( 一 ce ec ) 构成 一 个 (B)- 空 间 
?7 . 设 re(z> 1) 是 [0，1] 上 一 切 “ 绝 对 连续 "上 且 具有 “wp 宕 可 积 " 导 珊 数 
的 函数 *( 2) 的 全 体 ,加 法 及 数 乘 的 运算 如 常 ,而 定义 范 数 


[xl| = max (| 十 VT [x C1? daz, 


试验 证 大 六 兵 上 范 数 构成 一 个 (3)- 空 间 。 
8. 试 证 明 Banach 空间 E 内 的 闭 线性 集 E 亦 为 Banach 空间 . 


9. 设 E 是 (8)- 空 间 , {fzs} 为 下 内 的 元 列 , 试 证 ， 如 果 > lz <co0、 那 
么 级 数 Sr 唯一 确定 了 E 内 的 一 个 元 . 反之 ,如 果 也 "是 E 中 的 一 个 元 


误 


(2 不必 完备 ) :那么 必 有 za 一 (一 cc ). 

10. 设 三 为 一 线性 赋 范 空间 ，{S} 为 其 内 的 一 递减 开 球 ，S, > 5 … 辽 
Su So:…。 那么 ， 只 要 球 5, 的 “直径 ” 4(5,) 一 op, 一 一 人 >0 
(z* 一 cc)， 则 有 站 Sp. 

11. 在 上 题 10 中 ， 当 E 是 Banach 空间 时 ， 即使 有 dKS, ) 一 "0C2 一 coc ) ,由 
原 结 论 对 {5.} 仍然 正确 . 人 

12. 举 一 反例 说 明 , 当 改 习题 10 中 的 球 为 别 的 集 时 (例如 , 即使 改 为 “ 闭 
凸 集 ”7, (2 一 1， 2，…)， 在 Banach 空间 原 结论 也 未 必 正 确 ，. 

13. 设 元 列 {zsjC [as， 6](p 之 1). 满足 条 件 

x zolt) ( 概 ) iEfa, 5]，(2-»00) 


| lshramo Caso0). 


试 证 明 ; 在 [<，,?] 上 必 有 xo()=0，( 概 ) ze fa, 6]. 
14, 设 {xx( 雪 CCc[0，1] 是 “等 度 连续 ”函数 列 〈( 即 Ye>0，36>0， 使 
得 Yi ace, 2 ， 只 要 lt — zt,| <G， 就 一 致 地 有 xw(t1) 一 (2)| <8， 
2 一 1， 2，…)。 并 设 xolt) € cfo, 1]， 试 证 明 。 只 要 对 某 正 数 加 宇 1， 有 
| la) — so) ledrs0 Croe) 


( 按 L?[0, 1] 范 数 收敛) , 则 必 有 “一 xzo(z 一 cc》( 按 C[0, 1] 范 数 收敛)， 
15. 设 瑟 为 5cLC，1j] 空间 中 满足 x(0) 一 0 的 连续 函数 全 体 所 成 的 赋 范 
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线性 子 空间 , E。 为 E 中 使 得 | *(1)at = 0 的 函数 <(:) 全 体 所 成 的 于 空间 ， 
试 证 明 : (i) E 为 的 闭 线性 真子 空间 ; (ii) 在 5 的 单位 球面 上 不 存在 元 
;使 得 dCxos Eo) 一 inf | 一 中 一 1， (提示: 在 证 (ii) 时 注意 用 归 课 法 
导出 | =(oax| > 1， 而 后 找 出 矛盾 .) 

16. 试 验证 : 当空 间 [4, 6] 在 定义 


bs 
(x, y) = | x(i)yCdt, Vr, y EL’[a, 6] 


时 构成 一 内 积 空间 (从 而 其 为 一 Hilbert 空间 ). 


$ 1.3. 空间 的 可 分 性 


(—) 

在 讨论 本 节 之 前 ,我 们 先 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 1。 称 距离 空间 E 为 可 分 的 ， 是 指 在 其 内 存在 一 稠 于 
空间 的 可 数 集 。 称 集 DCE 为 可 分 集 ,是 指 在 其 内 有 一 稠 于 忆 的 
可 数 集 . 

注 1。 由 上 可 知 , 如 果 E 是 可 分 的 ， 则 必 存 在 一 元 列 {x*j}cC 
E , 使 得 Vx € E, 无 论 正 数 s 多 么 小 ， 均 有 一 元 x 《 {xs} 满足 关 
系 式 d(xx，*) 二 6。 特别 , 距离 空间 内 的 任 一 列 紧 集 均 是 可 分 集 
(参看 5 1.1 习题 9). 

根据 上 面 的 定义 ,我 们 可 以 得 到 一 个 重要 的 定理 ; 

定理 1。 若 设 有 为 一 可 分 距离 空间 ,那么 , 互 内 的 任意 集 忆 均 
为 可 分 集 . z 

证 . 首先， 我 们 由 假设 可 知 ， 此 时 必 存 在 一 元 列 {x,}CE， 
使 其 在 互 中 是 稠 的 ， 我 们 对 这 列 元 做 开 球 


s (aos 二 ) 一 {la sx) < 5 (zz 一 1， 2 


那么 ,由 D 非 空 ( 当 D 一 # 时 不 需 证 明 ), 而 s(x., 二 ) 一 到， 
。 拓 : 灵 
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和 


故 知 训 pns (= 辣 ] 关 由 ， 对 于 使 DpNs (zw 十 ) ~ 的 


集 ,我 们 任 取 一 元 yte Dns (zw 二) ， 于 是 ,这 些 ys 元 的 
全 体 就 构成 也 中 的 一 个 可 数 集 , 记 为 fy， 
其 次 ,证明 {y»} 在 DD 内 稠 , 事 实 上 ， Vy€D, 及 Ve 二 0, 由 于 


{x,}) 在 E 中 稠 性 (注意 D C E), 故 知 有 元 x。 及 元 << 到 ， 使 得 
yeS (ro 元 从 而 知 DNs (rs 元 ) sd， 且 由 上 面 的 论述 ， 
我 们 可 以 得 到 元 ye {yo), 使 得 yw es (zo， 证) 这样, 便 可 导 


出 
1 


d(ya,3y) SE dys ta) 十 dx》y) < 一 一 十 一 < g. 

也 即 刀 中 的 集 (ty。} 是 稠 于 忆 的 .证 毕 . 

下 面 , 用 $ 1.2 所 举 的 几 个 常用 的 空间 来 讨论 它们 的 可 分 性 问 
题 ， 

首先 , 在 * 复 欧 氏 空间 中 , 有理数 是 稠 于 空间 的 可 数 集 ( 这 里 
及 以 后 , 当 在 复 空间 中 讨论 时 ,所 说 的 有 理 数 均 理解 为 实 部 与 碰 部 
均 为 有 理 数 的 复数 ). 

例 1. 二 维 复 欧 氏 空间 人 C" 是 可 分 空间 . 

更 一 般 地 ,注意 到 范 数 的 性 质 , 还 有 

例 1. 有限 维 的 赋 范 线性 空间 都 是 可 分 的 . 

为 了 得 到 关于 C[e,2] 空间 的 可 分 性 结论 , 我 们 先 介 绍 一 个 
著名 的 定理 ( 它 在 近似 计算 、 概 率 论 等 方面 都 是 常用 的 ): 

定理 2 (Weierstrass 定理 )。 若 设 任意 水 数 xC(z)€ CcC[0,1]， 
并 相应 的 多 项 式 


B,(7) = 3 Cix (<) (1 2 +t (n=1,2,...), 
k=0 " 
则 有 
1B, — xl|| 一 ,su |B,(2) — xC2)| 一 0 (nrn— 00). 
证 。 这 里 ， 我 们 仅 简 要 地 叙述 一 下 (因为 在 许多 实 变 函 数论 
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的 节 中 均 有 详细 证 了 明 )。 首 先 , 若 设 
bn kt) 一 Cott(1 一 1 (k= 1,2,.."n), 


则 有 
之 ， bn, s(t) 一 ]， 
之 Rbn,£(t) 一 nt > ， kd Ckik-IC1 一 站 mm 
二 0 ro 7 
一 27 3 bs, £2) — pi 
二 
和 


> CFO— 1)6,,4(2) 
是 一 站 


= on — De Dy ba 一 no 一 Da， 
由 此 可 得 
Y， (RO— nt) ba rlt) = m2 — (nt — nt 十 7 一 开关 
和 =nt(l—1) (n=l1,2,...). 


其 次 , 由 闭 区 间 上 的 连续 函数 性 质 可 知 : 38>>0， 有 
IxQ)| 过 6， 且 Ve 汪 >、0，35 汪 >、0, 使 得 vc[0，1]， 只 要 


I 一 2 二 5, 就 有 [x(z) 一 x )| 一 也. 最 后 , 若 取 


v-| 志 +] 


则 当 = 之 N 时 , 便 可 导出 
BD) — ON = [2 (x (£) — 60) 


—- YY + 
{tl lal<e} 《4 人 >? 
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Ob) 十 28 之) bnklt) 
-太一 0 


{kik ni 6} 
从 2 
一 +28>, (一 于 ) bs, 4C2) 
=0 n0 


© 
2 
8 28 

— 寺 一 ni(l1l—:t 
2 n6’ 4 ) 
上 
2 


从 


t+ -<e, vel[lo0,1]. 
n6° 4 


证 毕 . 

由 上 面 的 论述 通过 简单 的 变换 容易 得 到 下 面 的 定理 . 

定理 2 (Weierstrass 定理 )。 Vx(z)e Cla,5]， 必 有 一 列 
多 项 式 {P,(z) }, 使 得 

lP, — xl|—>0 (> 一 co). 

例 2. 空间 Cla,5] 是 可 分 的 . 

有 了 上 面 的 定理 .我们 就 容 匈 验证 例 2. 

验 .” 由 定理 2 可知 , 任何 连续 溺 数 可 由 多 项 式 一 致 带 近 , 而 
任意 多 项 式 可 由 有 理 系 数 多 项 式 一 臻 逼近 ， 但 后 者 是 可 数 集 。 因 
而 得 出 所 需 结 论 。 验 毕 . 

例 3， 空间 (c) 是 可 分 的 ， 

验 . 由 定义 可 知 ，Vx 一 {54}€ (ec)( 设 lim 84 一 5)， 及 
Ve >> 0，3N (自然 数 ) ,使 得 2 之 N 时 ，|5. 一 名 | <=. 对 于 zx 
的 前 入 个 坐标 54 存在 入 个 有 理 数 7 使 得 一 致 地 有 


54 一 YX| 一 也 (R= 1,2,...,N). 


此 外 ,又 可 取 有 理 数 yu, 使 得 | 名 一 7| <=. 今 设 x 二 (71,*…， 
YNs Yo Yo ** . ) ， 注意 到 上 面 三 个 关系 式 , 便 可 导出 
lx 一 xe| 一 max( max | 各 — 74|， sup | 一 7o|) 
< max( max | 二 一 YkL sup| 5x 一 &0| 十 sup|a 一 7o) 一 8， 
工 NN kK>N KR>N 
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此 即 形 如 x 的 元 的 全 体 在 空间 (c) 内 是 稿 的 , 最 后 由 于 该 集 是 可 
数 的 ,因而 得 出 所 需 的 结论 . 验 毕 . 

例 4. 空间 CD) 之 1) 是 可 分 的 . 

验 ， 由 定义 可 知 ,，Yx 一 54} 《 (1?) 及 Vs > 0,3N (自然 数 )、 
使 得 


之 ， sl? < (£2). (1) 
男 一 方面 ,存在 入 个 有 理 数 Yb《 一 1 2，……，N)， 使 其 满足 
N gs \p 
之 ， < (2) 。 z (2) 


若 设 x。 一 (7,，*… ,7Yw,0,0,……*)， 那么 , 由 范 数 的 “三角 不 等 
式 ”, 并 注意 到 关系 式 (1) 及 (2) 便 可 导出 : 

x 一 Xe < 去 一 , 
jal< (Dl) t(D I) <。 
同样 地 ,由 于 形 如 x。 的 元 的 全 体 是 可 数 的 ,从 而 得 出 所 需 的 结论 ， 

验 毕 . 

例 5， 空间 Zz[e,2](p > 1) 是 可 分 的 . 

验 ，VYx(Dezz[a,6]， 及 ve> 0. 首先 ,由 Ze[osb] 的 定 
义 可 知 ,x(z) 可 用 一 有 界 可 测 函数 xw(z) 来 p 吞 平均 吾 近 ( 即 “ 按 
范 ” 逼近 )。 事实 上 ， 由 于 积分 的 绝对 连续 狂 ， 故 对 上 述 8 > 0， 
33 > 0, 只 要 pw(E) < 5， 就 有 | |z(D12ae < (二 。 而 又 由 
于 x(#) 是 概 有 穷 的 可 测 函数 。 故 对 上 述 正 数 5，3N (自然 数 ), 使 
得 ui| |xz(D| > N) 一 9. 今 做 [4,56] 上 的 有 界 可 测 函 数 zw(a)， 


x(t)， 若 |x(D)| 委 N; 
0 ， 知 |x(2) | > N, 


这 时 ,当然 有 xw(z) ELr[a,65]， 且 由 上 两 关系 式 可 得 


1 
p 


XN(2) 一 | 


lz 一 al 一 (| zx — zy be) 


1 
一 x ?At < 2 3 
iixtl>N | ) 3 ' ， 
其 次 ,根据 Jly3ms 定理 , 我 们 可 知 : 每 一 个 有 界 可 测 函 数 可 以 由 
一 个 连续 函数 来 “ 按 范 ”还 近 . 事实 上 ， 由 于 xw(z) 为 有 界 可 调 函 
数 : 故 由 JIyara 定理 知 存在 一 连续 图 数 x.(#), 使 得 


xO <N, ple s xDOD < (EE). 


从 而 推 得 (注意 到 $ 1.2 5| 理 3) 


lzx — zx = (| |xn(z) 一 DT 


1 


(Vw xn 一 Clrae) 


1 


Pp 
(| [zn lraz ) 
i| N(xe(?) 


3 
+ (J CD lea ) 
< [N?: p({z|xrn(#) < x DD]? 
+ [Ne .au 人 filzw(CD < #0) DT < (4) 


最 后 ,由 定理 2(Weierstrass 定理 ) 可 知 ,上 面 的 连续 函数 x.(z) 可 由 
“有 理 数 为 系数 ”的 多 项 式 一 致 通 近 , 故 存在 有 理 系数 多 项 式 P.()， 


使 得 max |ze(z) 一 PsCo| 天 一 一 一 一 ， 从 而 推 得 


人 


jx Pl — (= 一 PCOla) <E. (5) 


由 式 (3),《4),《5), 可 知 
Ix —P,l < lx 一 xs 十 zx。 一 zc + lx — Pl 
一 二 十 二 十 三 一， 
3 3 3 


ee 40 es 


此 即 fa, 6j 上 的 有 理 系 数 多 项 式 集合 是 在 Lia ,2] 内 稠密 的 ,但 
由 于 该 集合 是 可 数 的 ,从 而 得 出 所 需 的 结论 。 验 毕 . 
上 面 ,我 们 列举 出 的 几 个 空间 都 是 可 分 的 ,但 是 我 们 不 能 忽视 
另 一 事实 ,这 就 是 不 可 分 的 空间 也 是 存在 的 . 
反例 1。 空间 M[Ia,B8] 是 不 可 分 的 ， 
验 . 我 们 注意 到 元 素 集合 {x,|s€ [4，,65]}CM[a,5b], 其 中 ， 
,CD 二 1， 当 a 委 上 < 委 和 时， 


[1， 当 一 z 委 5 时 . 
显然 , 当 s 关 9 时 ，, 均 有 
lx, 一 xs,ll 一 inf {sup, [xD 一 zx，pCEo) = 0}= 1. 
而 且 {x:(z)lre [a,5]} 是 不 可 数 集 ， 故 由 该 集 的 不 可 分 性 ,利用 
上 面 定理 1 的 逆 否 命题 ， 我 们 可 推出 空间 M[a,5] 是 不 可 分 的 。 
验 毕 。 


I 
' 
| 
| 
5 


图 1.5 


反例 2， 空间 (m) 是 不 可 分 的 ， 

验 . 考虑 (mm) 中 其 坐标 仅 取 0 和 1 的 元 素 的 集合 , 易 知 , 它 
们 不 同 者 相互 距离 显然 为 1， 此 外 ,从 实 变 函 数论 中 ，, 我们 还 可 知 
道 它 的 “ 势 "为 YA(“ 连 续 统 "的 势 ) ,因此 这 个 集合 是 非 可 数 的 , 同 
理 可 知 结论 ， 验 毕 ， 


(二 ) 
下 面 我 们 来 介绍 与 可 分 性 密切 相关 的 另 一 个 概念 ， 即 “ 基 " 的 
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概念 ,为 此 ,我们 先 给 出 下 面 的 定义 
定义 2。 称 赋 范 线性 空间 巨 为 具有 可 数 基 的 ， 是 指 存在 元 列 


{ces}CE， 使 得 Vx € E ， 其 均 可 唯一 地 表示 成 x 一 》, 4cx〈 其 
二 1 


中 ，S4€ 发 ,， (二 1，2,，……*) 并 且 这 时 称 {ew} 为 E 的 基 ( 或 Schau- 
der 基 )， 称 54 为 元 * 对 于 基 ce4 的 坐标 (一 1, ?2,……). 


~ 


(zn 一 00)。 显然 ， 一 个 具有 可 数 基 的 空间 一 定 是 可 分 空间 . 事 
实 上， 此 时 关于 “ 基 ” 的 任意 有 理 系 数 线性 组 合 所 构成 的 可 数 集 


[Bren 为 任意 有 理 数 ， 《一 1,2,.…，n; 一 1 2 | 
在 中 必定 是 称 的 . : 

注 3。 当 巨 具 可 数 基 {<,} 时 ， 由 上 定义 中 + 一 Se 表 
出 的 唯一 性 ， 可 知 当 D> 5cr — 0 时, 必 恒 有 gi 一 0 一 1 


…), 并 且 ， 其 坐标 5 是 由 元 * 唯一 确定 的 一 个 数 , 从 而 54 成 
四 互 的 一 个 泛 郴 数 〈 自 变量 是 一 个 抽象 空间 的 元 的 “函数 )， 
简称 为 " 泛 函 记 为 

Sx — fa(*), Vx€EE (X=1,2,.**). 
同样 由 E 中 的 元 , 关于 基 的 表示 式 的 唯一 性 不 难看 出 , f 是 “加 法 
的 "和 “ 齐 次 的 ” , 即 有 
frCx ty) 一 fa(*) 十 fy) 大 (axz) 一 ak (xz)， 
Vr,y€E, Va€EK (KR=1,2,:...) 
(加 法 且 齐 次 有 时 我 们 统称 为 “分 配 "的 或 < 线性 "的 ). 
注 4. 同样 地 ,从 基 的 定义 我 们 容易 看 出 ,空间 E 中 的 可 数 基 
{cx} 和 由 其 决定 的 E 中 之 泛 了 苞 列 {f} 构成 一 个 “ 双 正 交 组 ”, 即 有 
1， 当 4 一 并 时 ， 
pe) oun — {i pn 时 
其 实 , 我 们 还 可 以 证 明 , 当 E 是 Banach 空间 时 ,上 述 的 泛 函 列 {f】 
均 为 互 上 的 连续 泛 了 图 列 , 并 且 ,在 一 定 的 条 件 下 它 也 构成 E 的 所 有 
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—0 


(KR, n= 1, 2， .…). 


连续 线性 泛 函 所 成 的 空间 中 的 一 个 “ 基 .这些 以 及 关于 基 的 更 进 
一 步 的 性 质 , 我 们 将 在 第 五 章 讨 论 . 

下 面 ,我们 举 出 具有 可 数 基 的 儿 个 空间 的 例子 . 

例 1， 在 空间 (2?)(p 之 1) 及 (co) 《空间 (ec) 中 以 0 为 极限 
的 数列 所 成 的 闭 子 空间 ) 均 是 具有 可 数 基 的 . 

验 . 容易 看 出 ， 当 令 ex 二 64.z1n 一 1,2,……}( 即 ex 一 
{0， 0， 0 1 , 0， “…,}) 时 (及 一 1, 2，-…). {ces} 即 构成 该 


空间 的 可 数 基 , 验 毕 ， 
例 2 空间 《cec) 是 具有 可 数 基 的 . 
例 3. 空间 C[0, 1] 是 具有 可 数 基 的 . 
难 ， 下 面 , 我 们 具体 找 出 空间 C[0, 1] 的 一 组 基底 (这 个 结 
果 是 由 Schauder5 第 一 个 得 到 的 ). 
首先 ,我 们 在 空间 C[0, 1] 内 取 一 元 列 如 下 : 
co 一 1 一 4 cl = tit; es = xo(t); 
ce 一 Kilt), ce4 — xult); es 一 x2lt), 
es = Xa(t), C7 一 xn(t), cs — X23(t); 
这 里 , 疯 数 rsx(?) 2 一 0, 1,2,"…3 一 0,1,-…, (2 一 1)。 按 
如 下 方式 定义 : 先 将 区 间 [0, 1] 分 成 2" 等 分 ,然后 该 函数 在 小 区 
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间 | 等 ，, 和 二 之 外 恒 取 0, 而 在 此 区 间 内 到 成 高 为 1 的 等 腰 三 


角形 折线 形式 (参看 图 1.6). 

此 时 , 对 于 任 一 元 x€ C[0，1]， 将 区 间 [0， 了 分 为 27 等 分 ， 
通过 分 点 作 t 轴 的 垂 线 ,得 x 一 x*() 曲 线 的 《27 十 1) 个 分 点 ( 包 
括 始 末 点 ). 令 oo 一 x(0), a 一 x(1); 令 a 一 aw, 为 连接 x(z) 曲 
线 的 第 一 与 第 (2* 十 1) 个 分 点 所 成 折线 的 中 氮 与 曲线 的 距离 ; 
令 a 一 ao 为 连接 x(z) 曲线 的 第 一 与 第 (2x-: 十 1) 个 分 点 所 
成 折线 的 中 点 与 曲线 的 距离 ,4d 一 du 为 连接 x(z) 曲线 的 第 (2 
十 1) 个 与 第 (2” 十 1) 个 分 点 所 成 折线 的 中 所 与 曲线 的 距离 
令 -….， 这样 ， 个 稚 有 参 有 1.7), 有 限 和 


N~— 1 22—1 


yn(7t) 一 5 xicij 一 ol 一 四 十 oz 十 >, >, CenkXak(z) 


n=0 R=0 
正好 x(z) 曲线 就 是 由 上 还 (27 十 1) 个 分 点 所 组 成 的 2 段 折线 ， 
于 是 ， 从 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ， 我 们 显然 可知，yx(Gz) 当 
NV 一 oo 时 在 区 间 [0, 1] 上 是 一 致 收敛 于 函数 x(z) 的 ,从 而 导出 
yw — xll—>0 (CNV 一 co)， 
妈 


yx oli)++ ta 二 + > 3 CakXak(z)】 — > Qici。 
s=0 t=0 i=0 
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此 即 说 明 上 述 可 列 元 组 成 了 空间 C[0,， 1] 的 一 组 基底 ， 验 毕 ， 
例 4. 空间 Lr[a, 51(p 之 1) 是 具有 可 数 基 的 . 
验 . 为 方便 起 见 ,我 们 仅 对 空间 L?[ 一 x, x] 来 讨论 。 下 面 我 
们 指出 ,三 角 限 数列 
co 一 上， el= cosfi ez 一 sint; eg 一 cos21, 
c4 一 sinhn21 ca-l 一 COSNnt, C2n — SiD nts*** 
为 空间 Ze[ 一 x, x] 的 一 组 基底 ( 当 对 任意 空间 Lr[a,5] 讨论 时 ， 
可 用 初等 变换 得 出 相应 的 一 列 三 角 函 数 作为 基 ). 
首先 由 前 面 关 于 L? 空间 可 分 性 的 讨论 。 我 们 已 经 知道 ， 
Vx € L?*, 存在 一 连续 函数 ( 按 " 范 数 ”) 来 逼近 x(:)， 由 三 角 级 数 的 
理论 我 们 还 知道 , 在 [一 x, x] 上 连续 的 函数 又 可 以 由 三 角 多 项 式 
来 ”一致 逼近 ”(Weierstrass 定理 ), 因 而 知 *(z) 亦 可 由 三 角 多 项 式 
来 按 范 青 近 . 因此 , Vs > 0, 必 有 一 个 三 角 多 项 式 ya(D ,使 得 
lysG) — xC)) < =. 


其 次 , 若 设 $,(x) 一 oo 十 > xcosht 十 Bisin ht 表示 xz 在 


[~ 有, xj 上 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 那么 ,由 Fourier 展开 性 质 
显然 可 知 
S。 (ya 一 x) -一 SCyA) - 一 SoCxz) > 


当 z 是 够 大 以 后 , 必 有 5， (yA) 一 ya(z#), 这 样 ,对 这 些 4, 必 有 
| s， (x) 一 x < ya 一 x| 十 lly'a 一 Sn,(%) | 
— |ya ~ x + lS.(ya) — SC) 
= |ya — x + lls,(ya — *). 
后 由 关于 L? 中 三 角 级 数 的 Riesz 定理 ,我 们 可 以 导出 (参看 文献 
[25], $14,§20) 
ssCya 一 xz 中 委 yoojya 一 x 《Yiw) 为 仅 依 于 ?的 常数 ), 
从 而 注意 到 ya(z) 的 取 法 ,由 前 式 则 可 推 得 
(sx) — x (+ rp)ya Cm— x < (1 +70)e. 
此 即 导 出 在 L? 的 范 数 下 有 5,(x) 一 xz(2 一 co)， 且 有 


XC— >, akck， VxE€EL?, 
=0 


其 中 ,a4 为 zx* 相应 于 ek 的 Fourier 系数 。 验 毕 。 
注 5。 对 Banach 空间 的 “ 基 ” 感 兴趣 的 读者 可 参看 专 
车 [ 138]. 
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1.§1.2 中 习题 5 的 空 s 间 coo[e， 4] 是 可 分 的 吗 ? 为 什么 ? 
2. 2 2 中 题 6 的 空间 Co( 一 cc， cc) 是 可 分 的 吗 ? 为 什么 ? 
. 设 cfo, ec) 为 [0， co) 上 全 体 有 界 连续 函数 由 范 数 
ls] 一 ,sup_ |z(9| 
所 张 威 的 《3)- 空 间 , 试 何 C[0, cc ) 是 可 分 的 吗 ? 为 什么 ? 

“4. 设 《9) 表示 “所 有 复数 序列 x 二 {5&4} 全体 ”所 成 的 线性 空间 、 并 且 引 
入 收 敏 定义 为 “ 按 坐 标 收敛 ?”( 不 要 求 “ 收 敛 ” 一 致 )， 试 证 明 它 构成 一 可 分 空 
间 

”5. 设 名 表示 在 (一 co，+co) 上 定义 的 复 可 测 函 数 x(1) 的 全 体 ,并 且 其 
中 每 一 函数 使 jz = lim (- 去 -| .1<OPae ) ”存在 ， 试 证 明 ; 疡 是 不 可 
分 的 空间 。 (可 以 证 明 是 Banach 空间 . ) 

”6. 设 x(1) € I7( 一 cc 、 十 oc0)CP 之 1)， 试 证 有 明 : 

lim lz(z 十 4) 一 =(D1 一 0 (关于 平移 连续 ). 
7. 试 验证， 空间 (<) 具有 可 数 基 . 
8. 试 证 明 ， 当 赋 范 线性 空间 E 具 可 数 基 {ce,} 时 ，Yx EE， 其 相应 于 基 
cs 的 坐标 $5.《7 三 1。 2，…) 乃 是 x+ 的 一 个 分配 ” 泛 函 . 
9. 试 证 明 : Vx € Pl", 7x] 必定 存在 一 列 三 角 多 项 式 
yA) 一 p> ai) cos kt + Bt)sinA (n= 1,2,,) 


A=0 


使 得 ||y2*’ 一 xj 一 0(n 一 00). 
$ 1.4. 商 空 间 与 积 空 间 


(—) 
在 代数 学 中 ,我们 曾经 学 习 过 具有 相同 余数 的 “剩余 类 ”的 概 
念 ， 那 里 ,凡是 对 于 “ 模 " 余 数 相同 者 均 归 入 一 类 ,并 且 我 们 常常 将 
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每 一 类 的 全 体 视 为 同 -- 元 素 。 同样 地 ,在 实 变 函 数论 中 ,我 们 也 第 
把 “对 等 *”( 概 相等 , 也 称 几乎 处 处 ”相等 ) 的 函数 看 作 同 一 元 素 ， 
例如 ,在 $1.2 中 LL?*, M 等 空间 定义 中 我 们 已 经 用 了 这 样 的 观 后 ， 
总 之 , 当 一 般 地 把 一 个 “元 素 类 ” 视 为 一 个 “元 时, 在线 代 数 中 就 有 
所 谓 “ 商 空间 的 概念 . 

定义 1， 设 互 是 一 线性 空间 ,M 为 巨 中 一 线性 子 空 间 ,我 们 称 
元 mn， meE 关于 M 等 价 ,是 指 

Xi 一 2Xoc AMf， 

有 时 我 们 记 为 x ~ xa(M), 或 x 三 x;(mod M ). 

注 1。 我 们 容易 验证 上 面 的 关系 ”~ 是 满足 、 等 从 的 通常 性 
质 , 即 满足 ” 自 反 ”、 对 称 ” 和 传递 性 的 ， 

定义 2。 把 上 述 E 中 的 元 按 相 互 关 于 MM 等 价 的 归 为 一 类 ， 而 
这 些 “ 等 价 类 ”的 全 体 称 为 商 群 、 在 商 群 中 每 一 “等 价 类 视 为 一 个 
元素 , 记 为 [x], 显然 

[x] = {yly ~ x(M); y € E}. 

如 果 在 商 群 中 ,我 们 定义 其 间 元 素 的 加 法 和 数 乘 为 

[x]+[y]j= [x+y], alx] = [ax]; Vxr,y€E E,a€E kK. 


那么 ,这 些 “ 等 价 类 ”[x] 的 全 体 也 形成 一 线性 空间 ,我 们 称 为 E 以 
M 为 模 的 商 空间 , 记 为 E/M. 


注 2， 上 面 关 于 下 到 瑟 /M 的 映 象 * 上 > [x] 构成 一 “线性 同 
态 ” 上 映 象 〈 即 在 互 上 定义 的 单 值 确定 的 映 象 9 满足 p(x 十 y) 一 
9p(x) + ply), plar) — ap(x); Vr,， y€ E，a€ KR), 我 们 常 称 
其 为 E 到 E/M 的 典 则 映 象 , 这 个 映 象 在 下 面 第 三 章 \ 第 五 章 及 第 
七 章 讲述 Banach 代数 的 知识 时 还 要 负 用 的 ， 

” 注 3. 上 面 关 于 商 空 间 的 定义 是 “合理 的 ”, 这 里 我 们 只 要 作 
以 下 说 明 : 首先 , E/M 中 的 元 素 是 唯一 确定 的 ， 由 于 M 是 线性 
集 ， 根 据 关 系 式 [*] = [xz] <>x ~2M)》 可知，E 中 的 元 均 
被 归 入 且 堆 一 地 被 轨 入 到 某 一 个 “等 价 类 ” ;其 次 ,同样 注意 到 M 是 
线性 的 ,由 假设 


(zi 十 力 ) 一 (十 )) 一 (一 xz 十 (一 ?2)6EM， 
则 可 导出 
[x = [x], Ly] = [ys] [x + y] 一 [oo 十 7， 
Vxi ya yi y2»> € E, 
即 商 空间 中 “加 法 ”的 定义 是 唯一 确定 的 ,最 后 ,同样 可 知 
[x] = [yl] [ax] = [ay], Vr,y EE, «ERK, 

即 商 空间 中 数 乘 的 定义 也 是 确定 的 ， / 

注 4. 在 商 空 间 E/M 内 , 集 M 起 着 “ 零 元 的 作用 , 即 [9] 一 
M . 事实 上 ,由 于 对 任意 的 元 [x]€ E/M，, 根据 

[x} + MS={x+xlx Efx]}, x,éE M}, 
注意 到 x 十 z~x(CM)， 即 zx 十 xzok[fz]， 可 导出 
fx] 十 M 一 [xz]，VIxjeceE/AM; 
男 一 方面 ,如 果 设 元 [xoj € E/M ， 使 得 有 

[x] + [xo] = [x], Vix] € E/M,， 

那么 ,由 线性 同 态 的 关系 知 [x + xj 一 fx], 即 有 x 十 xo€Efzx]. 
由 此 可 得 x AM, 从 而 导出 (x 十 x0) 一 x 一 x,€EM， 
Ep [xo] = 

下 面 ， 必 们 举 个 简单 直观 的 例子 来 加 深 对 两 空间 的 理解 . 

例 . 设 EE = 局 ( 实 三 维 欧 氏 空 间 ), M 为 总 轴 ， 则 商 空 间 

右 3 


(人才 


志 : 


图 1.8 
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E/M 即 由 所 有 平行 于 所 轴 的 空间 直线 所 组 成 (参看 图 1.8 ). 
验 . 事实 上 , 由 于 此 时 M = {(&4,0, 0)15. ER}, 故 Vx= 
(581, 52> 53)E€ 民 ,有 
[x] ~ {x+ xolxoE M} = {(6 + 8, 5, £9)15.€ R}, 
疏 当 避 跑 裔 尽 时 ,5 十 也 跑 遍 及 .也 即 ， 从 5, 5 轴 上 的 坐 
标 6, 5; 就 可 将 [xz] 一 意 确 定 出 来 , 它 见 为 过 5205; 坐标 平面 上 的 
一 所 (0， $5， 53) 且 平 行 于 51 的 一 条 直线 , 验 毕 。 
下 面 ,我 们 给 出 关于 商 空间 的 两 个 定理 : 
定理 1。 如 果 设 E,, E,, 为 两 线性 空间 , 且 有 EnE: 一 {9}， 
那么 , 当 令 E = E, 二 E, 时", 则 有 : 商 空 间 E/E, 与 已 :是 线性 
问 构 的 . 
证 ， 1) E, 内 的 任 一 元 必 组 成 唯一 的 一 个 “等 价 类 ”属于 
E/E,. 事实 上 , Vx € E, 只 要 令 [x] ~ {x 十 yly€ EE} 则 可 ， 由 
此 特别 得 到 E, 中 的 零 元 0， 对 应 地 有 [9] E. i 
2) E/E, 内 的 任 一 “元 《好 对 于 五 的 等 价 类 ) 必 含有 ;的 
唯一 的 一 个 元 。 其 实 ， 我 们 只 要 注意 到 ，V[x] &€ E/E,, 其 内 必 含 
有 E, 的 元 ,因为 当 设 元 X 一 Xi 十 3xa 时 (xi € Ei,x2 € E,), 由 
[x] = {r+ x t+ yly€E E} = {x2 十 yoly € E,} 
故 立 即 可 以 得 知 元 re [x]. 因此 ,下 面 只 要 来 证 明 E/E, 内 
任 一 “元 含有 EE, 的 元 是 唯一 的 就 行 了 .我 们 仍然 用 归 雇 法 , 帮 设 
元 [x] e E/E, 内 含有 5; 的 两 个 不 同 元 素 my m， 那么 ,由 E; 是 线 
性 集 , 故 有 x 一 x2€& EE;, 
但 另 一 方面 , 由 x1, x2€ [x] 及 等 价 类 的 定义 ,应 有 Xi 一 X22 € 
E,, 最 后 注意 到 假设 条 件 五 站 已 一 {49} 以 及 上 面 的 关系 式 , 可 知 
x 一 x2 一 卓 ， 从 而 导出 x 一 x，, 与 假设 矛盾 ， 证 毕 . 
定理 2， 若 设 E。 是 赋 “ 拟 范 "线性 空间 E 中 的 闭 线 性 子 空间 ， 
在 商 空 间 E/E 中 定义 范 数 ” 
z lz 一 inf lzl, YIz]e E/E, 
1) 这 里 E 即 为 E, 与 E; 的 “直接 和 ”. 
2) 这 里 及 以 后 ;我们 一 般 均 用 同一 符号 “1 代表 不 同 空间 的 范 数 . 
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则 E/E 构成 一 赋 范 线性 空间 . : 
证 。 只 要 证 明 [x 川 是 满足 范 数 的 三 个 性 质 就 行 了 ， 
1) fz] > 0，l[x| 一 0<>[z] 一 [8] 一， 由 定义 显 
然 可 知 |[z]| > 0. 且 当 [x] ~ [6] 一 Bu 时 ,由 定义 可 得 
lial = iof ll ~ lol ~ 0, 


而 当 | 上 [x] 一 0 时 ,由 定义 则 知 , atx,} 忆 [x] ,使 得 上 x, >0, 即 
xz 一 0 一 co)。， 又 由 定义 可 知 [x] 一 {x 十 yjy€ Bo}, 因 而 上 述 
xs 可 以 表 为 
Xn 一 + 二 ys yn €E Eo (2 = 1,2， ..*)， 
目 
xp 一 X 十 y 一 0 

即 yn 一 一 xx 《7 一 co)， 
但 注意 到 B。 是 闭 的 线性 子 空间 , 故 有 一 x6 BE, 从 而 推 得 x € E,， 
由 此 使 导出 [*] 一 E, = [90]. 

2) 民 打 十 [和 芷 zl 士民 >] 这 是 较 明 显 的 , 因 Yz# 
[x],yE [y] ,有 z | 

上 二 [2 一 inf 十 州 志 且 士 列 志 4al 寺 有 ll， 


y€ély] 


先 对 后 式 x*€ 【xj 取 下 确 界 ， 再 对 》€ [yj] 取 下 确 界 ， 上 式 保 持 不 
变 , 即 得 : z 
[x] + 5 反 snk ll 十 sinf yl 一 站 [xj 十 上当 站 

3) la[xz]l 一 lc|[*]。， 这 是 易 验证 的 ,因为 

jeafz = la x] 站 一 inf laxll = inf all 好 
| ye[ax] y/a€[x) 
~ lal inf [zl = lal lt 
推理 。 者 设 为 “ 赋 拟 范 " 线 性 空间 , 且 设 
Eo 一 {x|||x|| — 0,xE E}, 

那么 , E。 必 为 E 的 闭 线性 子 空间 ，E/E, 必 构 成 赋 范 线性 空间 , 并 
且 有 x] 二 |x, Vx € [x]. 

证 ，1) Bo 是 互 的 朵 线性 子 空间 。 事实 上 , 当 设 {ys} C EE， 


+ SO 。 


y EE, 并 有 ys y(n 一 00) 了 时 .注意 到 BE, 的 假设 ,我 们 可 导出 

oyl<lys yt y= lly, — y=0 (一 coco) 
此 即 yl 二 0, 从 而 得 出 »€ Eo, 也 就 是 Eo 是 闭 的 。 至 于 五 ,是 线 
性 空间 这 一 点 显然 容易 从 范 数 的 性 质 导 出 . 

2) E/E, 是 赋 范 线性 空间 . 注意 到 上 面 的 1)5 可 知 ， 这 显然 是 
前 面 定 理 2 的 直接 结果 . 

3) [x] 二 jxj，Vvx € [x]， 其实, 我 们 只 要 注意 到 , Vx,, x*， 
ce [xz] ,由 于 zx 一 x2€ Eo, 故 从 Bo 的 假设 可 知 有 

lz < lx — x + lxsll = Dx) , 
上 El < | >: 一 | 十 | 一 |x 
成 立 , 由 此 导出 jx = jlxsl| ,从 而 得 到 结论 。 证 毕 . 

定理 3。 在 定理 2 的 假设 条 件 下 , 为 了 商 空 间 E/E。 和子 空 
闻 BE。 是 完备 空间 必须 且 只 须 E 是 完备 空间 . 

证 。 1)“ 一 >” 为 了 证 明 E 是 完备 空间 ,我 们 假设 {xi}CE 
是 一 Cauchy 列 , 那么 , 首先 从 商 空间 E/E 中 元 及 范 数 的 定义 我 
们 有 

[zs] — {xm = [x, — zm)l < xs — xm), Vxn ,xm € {xr}. 
因而 知 {[xx]} 亦 为 空间 B/E。 内 的 一 Cauchy 列 、 于 是 ,由 E/E， 
完备 性 的 假设 可 知 , 3[x,]e E/E。， 使 得 [xx] 一 [xzo] (一 00). 
但 当 我 们 注意 到 E。 是 线性 子 空间 时 ,从 关系 式 

d(xx, [x0]) 一 jn xx C— (xo y)|| = nf xx 一 xo) + yy 


一 由 xx 一 zol 一 咱 zi] 一 [zol 一 0 (一 oo) 
可 以 导出 : 存在 一 单 增 自然 数列 {A。} 及 元 列 {z.}C[xo] ,使 其 江 
足 


dxkns so) 天 二 (一 1 2 …)。 
这 样 , 由 关系 式 


jx。 一 so < lz, 一 Te + [xis 一 zkm| + ran, 一 sm 


1 
一 一 二 二 十 | zx。 一 xl 
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及 {x4} 为 Cauchy 列 的 假设 不 难看 出 ，{ zs} 亦 为 一 Cauchy 列 , 由 

此 导出 tz。 一 xzo} 必 为 空间 Eo 的 一 Cauchy 列 。 最 后 ,注意 到 假设 

E, 是 完备 空间 ,从 而 , 3z,€ ,使 得 jz; 一 z 中 一 0(C2 一 co)。 由 
上 xx C20 和 zx 一 xt 干掉 xx 一 2 十 zs 一 2d 


< 一 十 上 x4 一 xsl 十 zs — zoll 


以 及 上 面 的 结论 , 我 们 则 可 导出 x -> zo EM %), 即 五 亦 为 
完备 空间 。 从 而 定理 的 必要 性 得 证 . 
2)“< 一 ” 若 设 EE 是 完备 空间 ， 那 么 首先 由 E, 为 E 的 闭 线 
性 子 空间 的 假设 易 知 ,，E, 必然 也 是 完备 空间 .下 面 ,我 们 再 来 证 明 
商 空 间 E/E。 的 完备 性 。 若 设 {[x4]} 为 空间 E/E。 的 一 Cauchy 
列 , 那 么 ,由 其 满足 
[x2] 一 [xj 一 0 (n,m—> co), 


我 们 就 可 以 从 中 选 出 一 子 列 {[x4,]} ,使 其 满足 


[xie 一 zo) = Bran — [zl < C21, 2 


这 样 ,由 商 空间 元 的 范 数 定义 , 则 可 找到 一 元 列 {z,}, 使 其 满足 


Zn EE [xnt, 一 rrn], zl < 一方 (n=1,2,...). 


若 设 za 一 (4 一 X46) 十 zos( 其 中 ,EE [xx] ,xi € [xr], yo€ E,.) 
那么 ,由 以 上 的 假设 我 们 可 以 作出 EE 的 一 元 列 (x,} 如 下 : 
Xx 一 yx4 一 2 十 了 xz 一 22 十 X 
X44 一 zn 十 XN, “ 
并 且 ， 俯 归 纳 法 显然 有 
x WE [xi 2 = ron CO— Xx, (z=1,2,.*….). 


由 此 可 知 
elon, 一 za — and < C2 ~ 1,2,°°°), 


也 即 {x%,} 为 E 中 的 一 Cauchy 列 ， 于 是 由 EE 完备 性 的 假设 可 知 ， 
3x'"E E, 使 得 
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x 一 > x 《7 一 > co ) . 
现在 令 [x"] 一 [ze 十 ye 下 注意 到 {[xz]} 是 下 /Bo 中 的 Cau- 
chy 列 的 假设 ,不 难 由 关系 式 
[fxa] 一 [xz9] 用 委 站 xz 一 [zs 十 xs 一 [zxo]| 
< [xxl 一 [zks]| + lz, 一 2 
导出 [x4] 一 [xz 一 co)， 也 即 商 空间 B/E。 也 是 完备 的 。 因 而 
定理 的 充分 性 得 证 .证 毕 。 

注 5。 在 以 上 定理 3 中 ,如 果 E 的 闭 线性 子 空间 E, 不 是 (B)- 
空间 , 那么 , 即使 商 空间 E/E。 是 完备 的 , 一 般 也 未 必 有 的 完备 
性 . 

反例 . 设 E 为 空间 (ec) 中 使 {54} 仅 有 “有 限 个 坐标 非 0” 的 
元 之 全 体 ; E, 为 E 中 使 {#4} 的 前 mm 项 ( 某 一 固定 自然 数 ) 人 举 标 恒 
为 0 的 元 之 全 体 ， 那 么 相应 的 商 空间 E/E。 是 完备 的 。 但 EE 却 不 
完备 . 

验 ， 首先 ， 我 们 看 出 这 里 的 有。 确 是 互 的 闭 线性 子 空 间 。 其 
次 , 采 验 证 商 空间 E/E 是 完备 的 , 事实 上 , 当 设 {[x1]}CE/E,。 为 
一 Cauchy 列 时 ,与 定理 3 的 充分 性 证 明 类 似 ,只 要 注意 到 空间 (<) 
内 的 范 数 定义 , 就 可 以 取 那 里 的 元 x,, 使 其 除 前 wv。 项 以 外 其 余华 
. 标 均 为 0, (n 二 1, 2, …)， 于 是 相应 地 得 到 的 元 列 {x }， 由 于 
xz 一 2 一 2a，2zn 坐标 的 性 质 以 及 E/E, 元 的 特点 (起 “代表 ” 
作用 的 是 前 mm 个 坐标 ), 也 可 以 设 x%, 的 除 前 6 项 以 外 其 余 后 面 
的 坐标 均 为 0(n 一 1， 2,*……). 这 样 , 由 有 限 维 赋 范 空间 一 定 是 完 
备 的 .我 们 便 可 找到 一 元 x*€ E ,使 得 xi, 一 x"《n 一 co)， 由 此 类 
似 地 就 可 以 推出 [xi] 一 [xz 一 co)， 也 即 证 得 BV/B 是 完备 的 . 

最 后 ，E 的 不 完备 性 是 显然 的 。 例如 只 要 取 E 中 一 元 列 {x,】 
如 下 : 


1 
2 
， 
0 ， 
好 


和 。 


由 么 :和 目 


| xz。 一 x = Na (+, 二 )—»0 (n,m —> 00), 
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可 知 {xs} 为 下 中 一 Cauchy 列 , 然而 其 在 中 却 无 极限 存在 (事实 
上 ,在 (<) 空间 的 范 数 下 , 当 令 x。 一 (1， 二 - ) 时 ， 显 
然 有 xz， -> xo(n -> co), 但 由 xi 六 已 以 及 距离 空间 元 列 极限 的 唯一 
性 则 知 结论 )， 验 毕 . 

由 上 面 的 定理 及 有 限 维 赋 范 线性 空间 的 特点 ， 可 以 直接 得 到 
下 面 的 推理 : 

推理 . 设 Es, 为 赋 拟 范 线性 空间 E 中 的 “有 限 维 ” 线 性 子 空间 ， 
那么 ,空间 EE 与 商 空 间 E/E, 的 完备 性 是 等 价 的 . 

注 6. 上 面 的 定理 2, 推理 以 及 定理 3 对 于 赋 “ 拟 ”“ 准 范 ” 的 
线性 空间 也 是 正确 的 。( 这 个 结论 的 证 明 请 读者 完成 。 这 里 相应 
于 “ 准 范 ” 数 的 定理 2 ,我 们 在 $ 1.5 以 及 $5.2 还 要 用 到 . ) 

注 7. 由 上 面 的 命题 我 们 就 可 以 得 出 把 一 个 赋 “ 拟 ( 准 ) 范 ” 线 
性 空间 变 成 一 个 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 的 方法 ,而 这 正 是 我 们 在 $1.2 
中 所 介绍 的 空间 L*, M 的 定义 的 根据 。 例如 , 那里 的 空间 5? 其 
实 就 是 “? 短 可 积 ” 的 可 测 函 数 全 体 关于 其 中 “ 概 为 零 ” 的 函数 所 成 
的 闭 线性 子 空间 的 商 空间 . 


(二 ) 

从 已 知 空间 产生 出 新 空间 ,除了 上 面 所 说 的 “ 商 空 间 ” 的 办 法 
外 ,还 有 一 个 常用 的 方法 ,就 是 做 “ 积 空 间 的 方法 .。 通常 当 我 们 将 
一 个 问题 从 一 维 欧 氏 空间 推广 到 ”# 维 欧 氏 空间 的 时 候 ， 就 常用 到 
这 一 方法 。 下 面 , 我 们 仅 对 两 个 空间 的 “ 积 空 间 来 讨论 , 显然 , 它 
们 是 容易 推广 到 任意 有 限 个 甚至 无 穷 个 的 情况 的 . 

定义 3. 设 EE,, EE, 均 为 赋 范 线性 空间 ,那么 , 我 们 定义 其 积 
空间 

E, X E,= {1(x, x3) [rx € E,, rx, € E,}, 
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其 中 加 法 与 数 乘 的 运算 及 范 数 定义 为 
(x1, x2) 十 (y1, y2) 一 《zi 十 y1> *2 十 y2) ， 
oi, 3) = (ot, Cr), | (Cx, x2) | x, 十 jz; 
VxiyyrEExrykE aE Kk. 

注 8。 当 我 们 讨论 到 任意 有 限 个 空间 或 无 限 个 空间 的 积 空 间 
时 ,加 法 与 数 乘 的 运算 仍 按 如 上 “自然 方式 ”来 定义 , 范 数 的 定义 可 
各 有 不 同 。 在 有 限 个 空间 时 , 例如 , 我 们 上 面 是 校 空 间 (1) 的 形 
式 定 义 的 。 类 似 地 当然 也 可 按 空 间 (c) 或 (2?) 其 至 更 复杂 的 形 
式 来 定义 ,这 里 为 了 讨论 有 意义 ,我们 必须 要 求 所 引入 的 积 空 间 中 
的 范 数 收 敛 与 各 “坐标 ”元 间 的 范 数 收敛 要 一 致 .。 即 为 了 积 空间 元 
的 范 数 趋 向 于 0 ,必须 且 只 须 其 各 坐标 元 的 范 数 均 趋 于 0。 在 无 穷 
个 空间 的 时 候 , 情 况 就 复杂 得 多 .首先 在 各 种 范 数 定义 下 , 积 空间 
仅 由 使 其 范 数 有 意义 的 元 组 成 (参看 本 节 习 题 ), 其 次 如 要 范 数 收 
伍 与 坐标 收敛 等 价 则 带 来 的 困难 就 大 得 多 .。 例如 , 虽然 我 们 对 积 
空间 一 J] 5 可 以 定义 | 一刀 二 于 
EE， 并 且 可 以 证 明 x%s 一 0 (一 机 与 (各 坐标 的 关系 式 ) 
x2 中 一 0 一品,n 一 1,2,.…) 是 等 价 的 ， 然 而 可 异 上 xjls 已 
经 不 是 一 个 “ 范 数 ”, 而 仅 是 一 个 " 准 范 数 了 (一 般 说 来 , 没有 可 能 
在 可 数 积 空 间 中 引入 一 个 合理 的 范 数 来 ). 

最 后 ,我 们 对 积 空间 给 出 下 面 的 定理 , 

定理 4 设 E, EE, 为 两 赋 范 线性 空间 ， 那 么 积 空 间 E, Xx 五 : 
仍 是 赋 范 线性 空间 ， 并 且 为 了 EXE; 是 (8)- 空 间 必须 且 只 须 E,， 
和 五 : 均 为 (8B)- 空 间 . 

证 。 积 空 间 E, XE, 亦 为 一 赋 范 线性 空间 是 明显 的 。 下面， 
我 们 仅 证 明定 理 的 后 一 命题 ， 

1 )“ 二 >” 帮 设 EX E, 是 (8)- 空 间 , 则 对 于 Ei 中 的 任 一 
Cauchy 列 {xi"”}， 由 于 此 有 时 元 {(xi”, 6)} 亦 为 积 空间 的 Cauchy 
列 , 因 而 应 有 元 (x?, *,) €E E, X E,. 使 得 


Cx,0) > (x9, 5) (n> 00). 
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但 注意 到 
一 x x 一 x 二 lz = (rf® — x x2)1 
=— (x{™”, 0) 一 《xf *,)||， 
可 以 得 出 xi 一 x3€ Ei(n 一 00), (x; 一 0). 即 歼 是 4B3)- 空 间 . 
类 似 地 可 证 E; 也 是 (8)- 空 间 , 从 而 得 出 定理 的 必要 性 ， 
2)“ < 一 ” 若 设 BE, EE, 均 为 (8)- 空 间 ， 又 设 {C(xi”, x )} 
为 E, X E, 中 的 Cauchy 列 , 那 么 ,由 关系 式 
上 zx 各 一 zf + x5” — xS || oe |x — x x — x 
== xi™, x) 一 《加 OO— x N00 (n,m 00), 
可 以 推出 
xf 一 xf™ > 0, lrxs™” — zx" >0 (n,m—> 00). 
即 {xf0} 与 {x4} 分别 为 空间 EB, 与 ;内 的 Cauchy 列 , 因此 ,由 
空间 E,, E, 的 完备 性 假设 则 知 , 必 存在 元 x1€ E,, x?2€ 86;, 使 得 
x 一 2z 中 一 0; jz” 一 x 中 一 0 (2 一 co)， 
这 样 便 可 导出 
xi, x ) — Cx, +2) 
一 |x 一 x 十 | 上 x 一 xz->0 (一 oo) 
民 (xi ， 17 ) 一 (xi，x2) € E, X E,(n 一 co). 因而 导出 积 空 间 
E, X E, 也 是 (8B)- 空 间 , 从 而 得 出 了 定理 的 充分 性 ， 证 毕 . 
注 9。 为 了 第 五 章 的 需要 ， 我 们 必须 指出 上面 的 定理 4 对 
于 赋 “ 准 范 线性 空间 亦 是 正确 的 (相应 将 〈《B)- 空 间 换 为 《FE )- 空 
间 )。 
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习 题 
1. 设 E 是 (8)- 空 间 , 5 是 E 的 一 有 限 维 线性 真子 空间 , 试 证 明 : v[*] € 
E/Eoy 必 3x € Exz] ,使 得 zx|| 一 [x]l. 
2. 设 EC E17) 是 一 族 (8)- 空 间 , 定 义 积 空 间 


5 一 [TE:= {CO)lee EleD, sup le <o%}, 
了 


在 E 中 定义 运算 及 范 数 
(x1) + Cy1) 一 (xzr + yy ori) = (ar), 


f 
可 
太 
田 


» S60 » 


上 xz 一 ， lx , Vxi yi E(iE€I), aE€ K. 

试 证 明 ，E 是 一 个 (8)- 空 间 . 

3. 设 Bll 太志 #) 是 (8)- 空 间 , 在 积 空 间 I Ei 中 元 * 二 (Xi, XS 

> xz) 的 加 法 与 数 乘 运算 如 上 题 类 似 地 定义 ， 而 定义 范 数 

{xl = max {lx x2lls> -…, lxall} 

或 
|zl* = (> a) Co> 1). 
试 证 明 : 在 上 两 种 范 数 的 定义 下 , 积 空间 均 成 为 《B7)- 空 间 . 

4。 试 证 明 ; 在 本 节 定 理 2 中 ， 如 果 改 其 赋 “ 拟 范 " 空 间 为 赋 “ 拟 准 范 ” 空 
则 , 则 相应 的 商 空间 E/E 必 为 一 赋 “ 准 范 线性 空间 ， 

5。 试 证 朋 本 节 注 9 


$ 1.3.。 赋 区 线性 空间 的 等 价 与 完备 化 


(—) 
定义 1。 我 们 称 两 个 赋 范 线性 空间 E 和 E, 等 价 ， 是 指 存在 
一 个 由 五 到 E, 上 的 “线性 同 构 ” 了 映 象 P( 即 有 “一 一 对 应 ”的 上 映 象 
yp， 使 得 
pax 十 py) 一 op (x) + p(y), Vr,y EE,a, PEK), 
并 且 这 映 象 是 “ 保 范 ” 的 ( 即 有 ||p(z) 一 |xl ,Vx € EE) ,那么 ,我 们 
艾 为 等 份 肌 旬 
注 1。 由 定义 我 们 显然 可 以 看 出 ,一 个 等 价 映 象 必 是 一 个 双 
方 连续 的 线性 映 象 ,因此 ,两 个 等 价 的 赋 范 线性 空间 必 是 线性 同 
还 "的 ,反之 则 未 必 成 立 ,我 们 可 举 一 反 例 。 
反例 . 设 Ca, 5] 是 [a,5b] 上 具有 连续 导 函 数 的 函数 全 
体 ,我 们 5 引入 两 个 范 数 : 
xl 一 max [xC){ 十 max [x‘Cz)|, 
ac<r<8 a<t <b 
jz 用 一 1x(o 1 + max lx Cl, Vx€ C™. 
那么 , C" 以 范 数 “| : 省 ”与 范 数 “| 上 所 成 的 两 种 赋 范 线性 空 
。57 ， 


间 是 线性 同 胚 的 ,但 不 是 等 价 的 . 
验 。 为 验证 上 面前 半 眉 结果 ,我 们 只 要 验证 关系 式 


[zo = 0>lxli =>0 (一 co) 


zl —> 0=>)}x,ll —> 0, (一 co) Vitro CC 
就 可 以 了 .事实 上 , 从 范 数 定义 可 知 : xz 外 和 jx 相 , Vx € C", 因 
此 ,上 面 关 系 式 的 前 一 式 显 然 成 立 、 男 一 方面 ,注意 到 一 致 收 伍 沁 
数列 的 逐 项 积分 性 质 , 当 我 们 假设 有 函数 列 {xs(z)} CC 满足 


lz 一 xsla)| + max |xs(D| 一 0 《2 一 co) 
AN 站 


时 , 便 可 得 到 
xn(4)-—>0 (2 一 oo) 


及 
(CD 一 ma) 一 | aE 0 no0), Vee [a, 6]. 
从 而 得 出 


jz = max [xaC2)| 十 max Ix)| 一 0 (n> 00). 
at a 


这 样 , 即 证 得 CW? 对 于 上 述 两 种 范 数 所 构成 的 赋 范 线性 空间 是 “ 线 
性 同 胚 ”的 . 

至 于 该 两 赋 范 空间 不 等 价 的 情形 ，、 显 然 可 由 其 不 恒 满足 关系 
式 |xjl, 二 lxl,，、VYVx € C4 而 得 到 。 验 毕 . 

注 2， 由 上 面 的 反例 ,我 们 利用 本 节 习 题 2 的 结果 可 以 看 出 : 
虽然 CO[a， 6] 的 元 在 范 | |, . 由 下 所 成 的 两 空间 不 等 价 (不 
“等 距 同 构 ), 但 此 两 范 数 都 是 等 价 的 。 也 即 有 ,虽然 在 以 上 反例 
中 不 能 有 |. 员 一 上 志恒 成 立 ， 然 而 却 可 以 技 到 -个 正 数 a, 使 

得 恒 有 关系 式 

: ollxll, < xl < lx, Vxe Co， 
.成立 。 特别 可 以 得 到 下 面 有 趣 的 结果 : 存在 一 个 正 数 c， 使 得 对 
于 [a,51 上 任意 具有 “Riemann 可 积 的 导 函 数 -的 函数 x(t) 、 均 有 
关系 式 

a sup |xC(2)| 十 sup [x C2)|) |xCa)| 十 sup |x C7)| 

tb a eb Hh 
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成 立 ， 
例 1。 在 空间 (c) 或 (m) 或 (1?) 中 ,者 令 9 为 映 象 


《3 £3 *** ,En ...) 本 (0 , &), Ss £3 "> En -.) 
则 它们 均 使 空间 “等 价 ” 于 其 内 的 一 个 真子 空间 .其 后 者 旋 由 第 一 
个 坐标 恒 为 0 的 所 有 对 应 数列 组 成 ， 

注 3. 上面 的 例子 给 出 了 与 集合 论 中 类 似 的 一 个 性 质 , 即 ,无 
穷 维 的 赋 范 线性 空间 可 以 等 价 于 它 的 真子 空间 。 同 祥 地 , 与 集合 
论 中 该 性 质 类 似 , 我 们 还 可 以 得 知 : 对 于 有 限 维 的 空间 而 言 , 上 面 
的 情况 是 不 会 发 生 的 ， 即 ,“ 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 是 绝 不 能 与 其 
真子 空间 等 价 的 ”, 这 里 ,我 们 就 不 详细 论证 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 
参看 文献 [11]. 
”人 例 Z 空间 ?与 2[a,5] 等 价 . 

验 .。 若 设 ces)(n 一 1,2,….) 是 Li[a,5] 的 完全 规范 
正 交 组 , 则 Yx(z) € Li[ Ca, 65], 必 有 x(z) 一 > anen(t) 《其 中 , a 


是 x(z) 对 en(z) 的 Fourier 系数 , (2 二 1， 2 . ……)) 显然 , xQ) 一 
Dk) 与 Co , 4a，"……) 是 线性 同 构 的 ， 且 由 实 变 函 
数论 中 的 Riesz-Fischer 定理 (参看 文献 [111] 第 七 章 $ 3)， 我 们 又 
有 |zl| 一 (了 141?) ， 从 而 可 知 以 上 映 象 是 保 范 的 ， 验 毕 . 

注 4. 上 例 在 量子 力学 中 即 表 现 为 Schr6dinger 的 “波动 力学 
和 Heisenberg 的 "和 矩阵 力学 是 等 价 的 . 

(二 ) 

下 面 我 们 转 到 一 个 赋 范 线性 空间 的 完备 化 间 题 的 讨论 . 

定理 1， 任何 一 个 赋 范 线性 空间 E， 必 可 等 价 于 一 个 Banach 
空间 2 中 的 稠 线 性 子 空间 @,. 

证 。 首先 ,我 们 设 

E, 一 {{x»} {xa} 是 E, 中 的 Cauchy 列 )， 

并 且 在 6, 中 定义 其 元 间 的 运算 如 下 : 
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[fx 十 人 一 [fx 十 yatx = {orn}, 
Vixs}, {yn} EE, oa € K. 
不 难看 出 , ,构成 一 线性 空间 ， 又 对 ,中 “元 ”定义 范 数 . 
add = lim lx), Vz} € Bh,. 
(后 面 的 极限 是 存在 的 ,因为 上 zs 上 | 一 zw 三 jixs 一 xl 并 且 注 
意 到 {z,} 是 Cauchy 列 。， 从 而 由 数列 极限 存在 的 Cauchy 准则 可 
知 .) 显 然 , jf{x,} 是 满足 范 数 定义 的 (i) 和 (ii) 的 ,并 且 它 还 是 
一 个 非 负 数 , 因 而 知 其 构成 一 个 “ 拟 范 ” 数 。 下面, 如 果 设 
b= {{x,} lim lz) = 0, {x,} € £,} 
— {{xa} ||{x,}) = 0; {x,} € B}, 

那么 ， 由 $ 1.4 定理 2 的 推理 .可 知 相应 的 商 空 间 @ 一 /BB, 必 
为 一 赋 范 线性 空间 . 

下 面 ,我 们 作 史 的 一 个 子 空间 Z,， 
2 一 {{ x 了 | 存在 EE, 的 " 常 驻 列 "(zyz Jefzyfzyeeh 
首先 ,由 ,的 假设 及 Z 的 构成, 显然 可 知 在 ,的 每 一 个 “元 "(等 
价 类 ) 中 绝 不 会 含有 E, 的 两 个 不 同 的 " 常 驻 列 "， 而 且 , 根据 上 面 
引用 过 的 同一 推理 ,我 们 还 知道 ， 当 设 {z] 中 含有 E, 的 “ 常 驻 列 ” 
为 {x} 时 ,我 们 总 有 关系 式 

lx = Hx = fmt = lzl, Ye 

这 样 ,我 们 可 看 看 出 上 面 关于 空间 E, 与 商 空 间 @ 的 子 空间 8 ,之 间 
的 映 象 *x< >{z } 是 “ 保 范 ”的 ,此 外 , 它 显然 还 是 一 个 线性 同 构 映 
象 ,由 此 已 导出 原 空间 E, 与 ,是 等 价 的 ， 

其 次 ,V(x ee ,如 果 设 {x,}e 了 2 ,那么 ,由 其 为 Cauchy 列 
知 Vse>0, 3N (自然 数 ), 使 得 ,只 要 ”全 N ,就 有 ||xz。 一 xx 天 8s/2. 
于 是 , 当 取 一 “ 常 驻 列 "{zn} 一 (zwy zw .…)e {zw ee 时 ,由 
上 面 各 种 范 数 的 定义 ,可 导出 

eT — {rnd = lr, a < {x 一 2 


一 im llx, — zw < <e. 


从 而 得 到 ,在 中 是 稠密 的 . 

最 后 ,我 们 来 证 明 空 间 @ 是 完备 的 ， 事 实 上 ,如 果 设 “元 列 
{x 1 一 1， 2，… 小 是 5 中 的 一 Cauchy 列 ,那么 ,由 SG， 在 弛 
中 笛 , 知 必 有 一 元 列 {3 E G(R 一 1，2，*…*) 使 得 


1 和) 一 过 三 (k= 1,2,."°). (1) 
时 — OOH < 0 — GOI + (2 — 


+ {0 — 9 


< 十 十 于 十 上 3 一 人 


因而 可 知 1 和 | 一 1，2，， 六 :的 Cauchy 列 ， 于 
是 外 解 面 已 证 得 的 太 与 ,等 价 , 当 设 BE， 中 与 {yw} 对 应 的 元 为 
sR 一 1,2,*………) 时 ,我 们 显然 可 以 看 出 


Lim a 一 0 (《=1， 2 .，. )， (2) 
此 外 , 当 设 元 列 1z2] 一 (zxz22 sz， 时 其 也 必 为 原 


空间 EE 中 的 一 Cauchy 列 ， 从 而 有 Le 8 且 由 它 可 确定 一 
“元 ” tz” Jedg. 。 这样， 由 各 范 数 的 定义 及 (1), (2) 便 可 导出 


I 一 和 2 < 对 一 ol + (ye 一 {05 
< 二 十 上 8} 一 {a 站 一 三 二 Emly 多 一 zm 


<< 均 十 lim ly 一 ze| 十 imllzc 一 sc 
一 元 + im jz 一 xc。 


注意 到 {z””} 是 Cauchy 列 , 则 由 上 和 式 即 得 出 (1 > (2TH 
co) ,也 即 空间 @ 是 完备 的 。 证 毕 . 

注 5。 上 面 的 定理 1 实际 上 是 距离 空间 的 完备 化 定理 在 赋 苑 
空间 上 的 具体 化 , 那里 的 空间 8 常 称 为 空间 E, 的 "完备 化 空间 ”， 
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该 证 明 方 法 正 是 Cauchy 对 于 实数 所 采用 过 的 .。 由 于 有 了 这 个 定 
理 , 在 某 些 情况 下 , 人 们 就 可 以 把 赋 范 线性 空间 看 作 是 Banach 空 
闻 ,否则 可 以 先 将 它 完备 化 以 后 再 来 讨论 . 当然, 我们 同时 还 要 强 
调 指出 ,在 另 一 些 情况 下 , 赋 范 线性 空间 的 完备 性 假设 是 起 着 极其 
重要 的 作用 的 ,一 旦 消除 就 会 使 许多 重要 的 定理 失效 ,我 们 在 以 后 
必须 注意 这 种 情况 . 

我 们 举 两 个 关于 空间 完备 化 的 例子 . 

例 1。 设 (8) (1 委 训 委 co) 表示 所 有 “有 限 的 ”有 序数 组 
LS， 5 Sn) | ER R12,..,n;n 一 1,2,.'…}, 其 
内 加 法 与 数 乘 运算 如 常 ( 当 两 元 所 取 数 组 个 数 不 同时 ,可 令 个 数 小 
者 后 面 加 上 0, 使 之 个 数 相同 ), 定 义 范 数 


“< Nd 
le 一 (2 ll?) ,Vx — (G6 8,) € C0). 
k=1 


这 时 ,容易 验证 (8) 构成 一 个 赋 范 线性 空间 ,但 却 不 是 完备 的 . 事 
实 上 ,和 霹 取 空间 《4 中 的 一 元 列 {x,} 为 


1 
ti = (1), «= (1, 工 )， = 一 (1, 工 ,二 )， ““” ”3 


2 25? 
一 (1 1 1 ... 1 。。。 
Xn ”了 ? 72? ”7 二 3 ? 
由 于 ( 当 设 盖 二 时 ) 
m—1 \ ni— 1 
加 1 = 人 二 ) 一 
lo 一 可 一 | 去 -( 必 去) 一 0 


(n,m 一 co)， 
则 知 {zx} 是 空间 内 的 一 Cauchy 列 , 然而 {x,} 在 {3} 内 却 无 极限 
( 因 其 极限 元 力 是 一 个 无 穷 数 组 )， 易 见 ，,，(#) 在 完备 空间 (0?) 内 
是 稠 的 , 故 综合 上 面 的 论述 可 导出 (2 的 完备 化 空间 就 是 (7?). 
例 2。 设 Cofa ,45] 是 定义 在 [a,5] 上 的 一 切 “ 多 项 式 ” 的 全 
体 所 成 的 线性 空间 ,并 且 定 义 范 数 
xl = max | PC | ， Vx = p(t) € Col a, 6]. 


显然 , Col4 ,2] 构成 一 赋 范 线性 空间 , 但 却 是 不 完备 的 ,因为 


和 B82 。， 


多 项 式 可 以 在 [fa,2] 上 一 致 收敛 于 一 个 非 多 项 式 的 连续 函数 . 但 
另 一 方面 , 由 于 空间 Cof ae, 5] 在 完备 空间 C[a, ,5b] 内 到 处 稠密 
《由 Weierstrass 连续 函数 及 多 项 式 一 臻 还 近 定 理 可 知 ), 故 Cola,6] 
的 完备 化 空间 是 Cla，b51。 验 毕 . 


(三 ) 

对 于 赋 “ 准 范 ” 的 线性 空间 而 言 ,相应 的 完备 化 定理 也 是 成 立 
的 ,这 里 ,为 了 使 原 空 间 的 “ 准 范 ” 仍 然 保持 (上 面 定理 1 证 明 中 的 》 
空间 让 , 亦 为 一 赋 “ 拟 、 准 范 空 间 ,我们 必须 用 到 ,对 于 空间 的 准 范 

言 , llaxl 也 是 〈c, zx) 的 “二 元 连续 ”函数 的 性 质 ， 为 了 验证 这 

一 事实 ,我 们 需要 介绍 函数 论 中 的 “LZ 测度 对 于 平移 的 连续 性 .” 

首先 , 我 们 先 来 回忆 一 下 关于 两 个 集 4, B 为 “对 称 差 ” 的 概 
念 中 ， 集 4, B 的 对 称 差 是 指 集 (4\B) U (B\4) ( 即 4，B 两 集 
中 除去 其 共同 部 份 所 余 之 集 ), 记 为 4 人 B。， 由 此 , 我们 不 难 验证 
(下 面 需 要 用 到 的 ) 关 于 对 称 差 的 一 个 性 质 : A 人 BC (4 人 C)U 
(CAB). 

有 了 上 面 关于 对 称 差 的 关系 式 , 我 们 就 可 得 到 关于 “L 测度 对 
于 平移 连续 ”的 命题 . 

引 理 1。 对 于 复 平面 上 的 任意 有 界 可 测 集 4 均 有 

af(4 十 5)A(4)] 一 0 (5 一 0). 

这 里 , 值得 注意 的 是 8 为 任意 复数 。 因此 与 $1.2,$ 1.3 一 样 , 实 
际 上 是 在 二 维 空间 中 应 用 熟知 的 函数 论 中 的 结果 来 讨论 “ 复 平 面 " 
上 的 集合 及 函数 的 性 质 . 

证 。 从 可 测 集 的 基本 性质 可 知 , 如 4 为 一 有 界 可 测 集 ,那么 ， 
Vs>0:, 必 存在 集 4, 忆 4 ,使 得 FAA4)™ KCA\A0) 二 一 , 且 存 在 


有 乔 开 集 U4 ,使 得 x(U 八 40) 二 ”并 存在 一 正 数 3, 使 得 对 
复 平面 的 “ 原 心 开 球 ”SC0, 5) 二 {zs||z|<= 8, zé CO}， 有 4o+ 
SC(0, 6)} CU. 

这 样 Vz。 EC, 只 要 后 xz 满足 |z 一 zo| 二 565, 那么 ,由 
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un(CAot z) 人 (do 十 zo)) 
委 pkdto 士 zs)N\Ao 十 zo)) 十 pAo 十 zs)\(Ao 十 s))， 
并 注意 到 工 测度 对 于 “平移 ”的 不 变性 ,可 得 到 
pl((A 十 z)\(Ao 十 zo) 十 p((Ao 十 zo) \(Ao 十 z)) 
一 AKC(do 十 zx 一 so)Ndo) 十 ul(Ao 十 zo 一 zx)N\do) 
委 2pC(Cd 十 5 0， 5) 入 do E210\40) < E， 
因而 ,由 于 上 面 天 于 对 称 差 的 性 质 , 从 上 式 也 可 导出 
[AKC4 + zs)A(A)) — (CA + zo)A(A)) | 
/ <p((At+ a)ACA 十 zo0)) < ee. 
证 毕 . 
由 引 理 1 和 函数 论 中 著名 的 Eropog 定理 ， 可 得 出 下 面 的 引 
理 : 
“ 引 理 2 设 “| :||*” 为 定义 在 复线 性 空间 E 上 的 一 个 准 范 
数 .那么 jazxll* 必 为 《a,x) 的 “二 元 连续 函数 . 
证 。 首先 ,我 们 来 证 明 当 复数 & 满 足 |e| 委 lm| 时 (|o| 为 
一 固定 正 数 ), 必 有 


| xz 一 0 之 Sup laxsll—>0 (2 一 co). 


为 此 ,对 上 述 趋向 零 元 的 元 列 {x,} ,如 果 令 
ps(a) 一 cx，vacC (2 一 1,， 2，-….). 
那么 ,由 准 范 数 的 性 质 ,可 知 {ps,《a)} 万 是 定义 在 复数 域 C 上 的 一 
列 连 续 函 数 ,并 且 其 满足 性 质 
bj 人 一 G) 一 psa(a) 《绝对 齐 性 》 
pa 十 pb) 一 |(c 十 8)zl 委 jexa| + lBx,l 
一 bx) 十 pa(B) 《次 加 性 ). 
Va pcC (n=1,2,...)., 
再 由 {x,} 的 假设 ,还 有 
pc) 一 0 (2 一 co)， vacC. 
从 而 根据 Eropos 定理 ,我 们 推出 : 必 存 在 一 集 B CC (不 妨 设 B 


是 有 界 集 ), 使 得 p(B) 一 0, 而 在 集 B 上 有 pr(o) > 0°0). 
另 一 方面 ,由 上 面 的 ?| 理 1 可 知 : 存在 一 正 数 |6o| ,使 得 V6 € 


9 和 4 。 


C, 只 要 15| 过 |5,|, 就 有 xl(B 十 5) 人 人 (B)] < 4(B). 由 此 ， 


根据 对 称 差 定义 我 们 可 得 x[(B + 6)mCB)] > 到 “(CB)>0. 因 


而 ,V8 EC, 只 要 18| 委 |5|, 则 38,6p6 EB, 使 得 8 十 8 一 8B. 这 
样 , 由 以 上 结果 我 们 有 v151| 委 16,。|， 


pa(6) < p(B) 十 pi(—P) = p(B) + p(B )a a (n—>00 ) . 


当 设 自然 数 mm 满足 mo15,| 宇 |w| 时 ,由 于 二 | < 过 |5,| , 故 可 导 
出 Yla| < lm|， 
pnCo) = pn (二 ) < 和 mopr (= )' (n 一 oo ) 。 


此 即 得 到 了 前 面 所 需 的 结论 . 

然后 ,我 们 注意 到 , Yxo 五 及 YaoEcC， 如 果 {xs,}CE 是 满足 
rw -> xo(2 > co) 的 任 一 元 列 ，{o CC 是 满足 on 一 ao(2 一 oo) 
的 任 一 数列 ,那么 ,在 关系 式 

| oz， 一 coxoll < 和 ex 一 asxzol + wx 一 oozo|| 
一 ju,(xs 一 xo)| 十 | Ce ao) xol| 

中 ,对 于 等 式 右 边 第 一 式 利 用 上 面 导 出 的 结果 ,对 于 第 二 式 利 用 准 
洪 的 人 性质 ,了 开 即 可 以 导出 本 引 理 的 结论 。 证 毕 。 

注 6.。 显然 可 见 ,， 上面 的 引 理 1, 2 对 于 实数 域 的 情况 当然 也 
是 成 了 并 的 ， 

有 了 上 面 的 引 理 ， 下 面 我 们 就 可 以 来 介绍 关于 赋 准 范 线性 空 
间 的 完备 化 定理 . 

定理 2， 每 一 个 赋 准 范 线性 空间 E,, 必 可 等 价 于 一 个 Fréchet 
空间 @ 中 的 袜 线 性 子 空间 @,. 

证 ， 我 们 只 要 用 类 似 上 面 关 于 赋 范 线性 空间 完备 化 定理 的 
证 明 步 骤 就 可 以 将 本 定理 导出 。 为 了 证 相应 空间 £, 上 定义 的 
Hz 二 lim 构成 “ 拟 , 准 范 数 ”, 当 在 证 明 关系 式 

or>0> ladxs}|—>0 


(Kk— oc ) ,Vix,} € E, 


s 65 = 


时 , 我们 需要 用 到 上 面 引 理 2 的 结果 . 事实 上 , 由 jax 是 (a, x) 
的 二 元 连续 函数 ,可 知 ve > 0,36 > 0, 使 得 当 |al 二 6,|x| <5 
时 ，. 便 有 [ax|| <s/ 2 因此， Vix,s} € E,, 由 {xn} 是 Ei 中 的 一 
Cauchy 列 ， 故 对 上 述 正 数 se, 3N (自然 数 ), 使 得 当 w 之 N 时 ,有 
上 xs 一 xxl 二 5; 另外 ， 由 于 wm 一 0( 一 co)， 故 知 汪 (自然 数 )， 
使 得 当 & 宕 玉 时 ,有 jax| 二 5. 于 是 ,就 可 得 到 


£ ， 
| akxa| < ax Cxn TY xn)| + jsxw| 一 十 eaxzrx|; 


Vk>K, n>N. 
”同样 ,根据 准 范 数 的 性 质 , 我 们 还 知道 , 当 《 足 够 大 时 (例如 二 K* 


(之 K))， 必 有 llaxxwl 一 > 因此 , 得 出 |axxsl| 二 8 (Vk 守 K*， 


n 之 NN). 最 后 ,由 ,上 溃 … ”的 定义 ,可 导出 
[lar{x})| 一 lim |laaxal “0 (ou 一 0)。 


详细 的 证 明 留 给 读者 完成 证 毕 . 


习 题 
1. 试验 证 : 在 “线性 同 构 ”的 意义 下 , vt, 4 > 0, 只 要 ”和 9, 就 有 
QC La[z,2|CZLIey 6] 

《 即 空间 C7?)CLr[e,51), 随 2 增 大 而 “ 增 大 (而 “ 减 小 ”)). 

2. 《我 们 称 范 数 上 * |, 比 范 数 上- | 不 弱 ， 是 指 V{x,} CE, me BE, 均 
有 

x Oo— Xoll2— 0 (xn— 00) x Oo xo —0 (nz-> co)， 
我 们 称 两 范 数 . 由 与 是: 中 等 价 , 是 指 外 "及 不 比 首 及 红 , 且 小 省 也 
不 比 外 ' 1 弱 .) 试 证 明 : 为 了 E 中 定义 的 两 个 范 数 引 * 小 ,由 .下 等 价 , 必 须 
且 只 须 ac， 8 > 0, 使 得 恒 有 
alixll, < | 村 < Blxll, 人 E. 


3. 试验 证 : 在 $1.4 习题 3 中 积 空 间 和 i E 定义 的 两 种 范 数 是 互相 
点 三 上 上 


等 价 的 。 
4。 试验 证 : 空间 (<) 与 (ceo) 是 线性 同 胚 的 ,但 不 是 等 价 的 ， 
5. 设 4Cle, 2] 表示 在 4 点 取 零 值 的 所 有 [s, 6] 上 绝对 连续 函数 的 全 
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体 ,定义 范 烙 
ial = {lela. 
试 证 明 : 空间 4C[a, 6] 与 '[e,6] 是 等 价 的 . 
6. 设 coo 是 [0 1] 上 一 切 具 有 连续 的 阶 导 函 数 的 函数 全 体 ,运算 如 
常 ,定义 范 数 


是 
和 = >) max |xiC)|, VxzE Ct 
D1 


(§ 1.2 的 习题 中 ,我 们 已 知 其 为 (8)- 空 间 ), 今 又 设 C4 表示 《十 1 个 8B- 空 
国 C[0, 1], 按 范 


是 十 1 
| xy ra os zs = lx, vrie Cc[0, 1 1<i<A+1 


f=1 


所 成 的 积 空间 。 试 证 明 : C** 必 等 价 于 G4 中 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 
7. 设 如 [4, 5] 是 定义 在 [4, 4] 上 的 复 值 "连续 函数 ”的 全 体 , 且 定 义 范 
数 
Dll = (1xC91?ar) ”Cp > 1 为 任 一 固定 正 数 ). 


试 说 明 马 [e, 6] 构成 一 不 完备 的 赋 范 线 狂 空间 ,并 找 出 其 完备 化 空间 . 
8. 设 ct[o, 4](4 > 1 为 任 一 固定 自然 数 ) 是 fa, 4] 上 一 切 具有 “ 斥 阶 
连续 导 函 数 ”的 函数 x(7 的 全 体 , 且 范 数 定义 为 
I = ,max |xCe)| : 
所 成 的 赋 范 线性 空间 。 试 说 明 < 多 [< 61( > 1) 构成 一 不 完备 的 赋 范 线性 
空间 ,并 找 出 其 完备 化 空间 . 
9。 斌 证明 本 节 定理 2 关于 赋 准 范 空间 的 完备 化 定理 。 
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第 二 章 ”线性 算 子 的 基本 概念 


$ 2.1. 线性 算 子 ( 沁 函 ) 的 定义 及 例 


(—) 
在 线性 代数 中 , 我 们 曾经 遇 到 过 把 一 个 = 维 向 量 空间 .及 了 映 
象 到 男 一 蕊 维 向 量 空间 E” 的 运算 , 就 是 借助 于 mw 行 * 列 的 忠 阵 


Cl 92 ”Gin 

Ha 122 “”"”” Hn 
有 A 一 

pl 人 2 ldmn 


对 E" 中 的 元 起 作用 来 达到 的 -人 同 释 地 ,在 数学 分 析 中 我 们 亦 遇 到 
过 把 一 个 函数 变 为 另 一 个 函数 或 一 个 数 的 运算 ， 即 微分 和 定 积 分 
运算 等 等 .把 上 述 的 所 有 运算 抽象 化 后 ， 我 们 就 得 到 在 一 般 赋 范 
线性 空间 中 的 算 子 的 概念 . 
定义 1。 设 E, EE, 为 赋 范 线性 空间 , 集 DCE, 如 果 工 为 定义 
在 D 上 的 映 象 ,使 得 
D—>~WCE,, 
那么 称 工 为 算 子 ; 称 DD 为 的 定义 域 , 常 记 为 多 (T); W 称 为 工 的 
值 域 ， 常 记 为 WCT). 当 T 了 在 多 (T) 上 不 恒 为 零 元 时 ， 则 称 卫 为 
非 零 算 子 . 
定义 2 (i) 算 子 工 称 为 可 加 的 ,是 指 
T(t+ + y)= TCO) TF TOy), Vr,y € DIT). 
(Gi) 工 称 为 齐 性 的 ,是 指 
T(ax) =aT(x), Vr €E DW(T),VaE kK. 
(者 ) 工 称 为 线性 的 (分 配 的 ), 是 指 工 既 是 可 加 的 又 是 齐 性 的 . 
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(iv) T 称 为 连续 的 ,是 指 
za 一 xz 之 工 (ze) -> T(xo) (n ~> co )， 
Vxor,E DT) (n= 1,2,...)., 

(v) 工 称 为 有 界 的 。 是 指 工 把 任意 有 界 集 映 象 为 有 界 集 ， 特 
别 地 , 当 工 为 可 加 或 正 齐 人 性" 算 子 时 ,以 上 定义 等 价 于 : 存在 一 
正 数 C, 使 得 

Tx) eCllxll, Vx € BT). 
《事实 上 ,由 工 的 可 加 性 可 导出 , 对 任意 有 理 数 +， 均 有 T(rx) 一 
rT(x)3; 由 此 当 工 有 界 时 ,不 难 用 归 廖 法 得 到 上 面 关 系 式 .) 对 于 一 
般 的 非 线性 算 子 ， 我 们 称 满足 以 上 不 等 式 的 为 强 有 界 算 子 ($3.2， 
$4.1 等 处 均 会 涉及 到 ). 

(wi) 称 工 为 稠 定 的 ,是 指 葬 CT) 一 已 (也 即 工 的 定义 域 在 全 
空间 稠 ). 

注 1。 在 上 述 定义 中 , 当 E, 一 太 ( 数 域 ) 时 , 则 称 算 子 工 为 泛 
”应 , 通 常用 j,g 表示 ,而 且 相应 地 有 以 上 几 个 定义 . 当 上 述 定义 中 ， 
E ~ 民 时 ， 则 称 算 子 工 为 抽象 函数 ， 一 般 用 * 表示 GO(T) 中 的 
元 ,而 x(z) € E, 表示 其 映 象 元 , 通常， 人们 常 把 有 界 ( 或 连续 ) 分 
配 算 子 称 为 有 界 (或 连续 ) 线 性 算 子 . 

定理 1。 若 设 ,E, 均 为 赋 范 线性 空间 , 工 是 由 E 到 E, 内 的 
“可 加 算 子 ,那么 ,如 果 工 是 连续 的 , 则 其 必 是 实 齐 性 的 ( 即 对 实数 
是 齐 性 的 ). 

证 明 从 略 ， 作为 本 节 习 题 . 

定理 2。 若 设 T 是 如 上 所 设 的 “可 加 算 子 ， 那么 ,为 了 TT 是 连 
读 的 必须 且 从 \ 须 TT 是 有 界 的 ， 

证 . 1)“ < 一 ”如 果 有 正 数 c, 使 得 上 T(x)| 和 cllxl| ,Vx€ 多 (TT)， 

那么 ，YVx,, xE BB(T) (ww 一 1,2,""')。 由 工 的 加 法 性 可 得 . 

TG) — T= TG, — OF < ess—sll CDb2，…) 
由 此 即 得 


xn 一 7 之 T(zo) > T(x) (n— 00). 
2) = 之 ” 反之 ,如 果 了 是 连续 的 可 加 算 子 ， 但 工 是 无 界 的 ， 
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那么 ,从 定义 则 知 ,3{x,}C 2(T) ,使 得 

TCxs))| > 2nllxsll (2 一 1 2 )， (1) 
由 此 当然 可 知 x, 站 0 《否则 由 工 的 可 加 性 导出 0 二 0, 矛 盾 ), 从 而 
可 取 相 应 的 有 理 数 >,， 使 得 jz 由 委 7z; 三 2|xsl| (xn == 1,2,...)， 
这 样 一 来 ,由 | 委 | <1G 一 1,2,…), 便 有 


ya i 0— (n— 0%). 
然而 ,从 关系 式 (1) 并 注意 到 {1， 的 选取 ， 却 得 到 
Tod- (Eo) = TC)> i ?lol>1 
(n= m … )， 


其 显然 与 工 的 连续 性 假设 矛盾 . 证 毕 

根据 本 节 定 理 2, 不 难 直接 导出 下 面 几 个 常用 的 推理 ， 

推理 1. 如 果 设 TT 是 上 面 所 设 的 可 加 算 子 , 那么 ， 只 要 工 将 
E 中 某 一 含有 内 点 的 集 映 象 为 BE, 中 的 有 界 集 ， 则 TT 就 是 连续 的 ; 
及 之 ;如果 工 是 连续 的 ， 则 其 必 将 E 中 的 任意 有 界 集 映 象 为 E, 中 
的 有 界 集 . 

推理 2 在 推理 1 中 , 若 E, 二 RR， 只 要 实 可 加 泛 阔 ff 将 E 中 
某 一 含有 内 点 的 集 映 象 为 “上 ”( 或 “下 ”) 有 界 的 实数 集 ， 则 f 就 是 

推理 3。 如 果 设 了 为 定义 在 赋 范 线性 空间 E 内 集 儿 (T) 上 
的 线性 算 子 , 那么 ,为 了 T 存 在 连续 的 逆 算 子 T-!， 必 须 且 只 须 存 
在 正 数 a, 使 得 T(x) > allx|,Vr€ 多 (TT). 

注 2. 对 于 在 赋 “ 准 范 ” 线 性 空间 上 所 定义 的 线性 算 子 ， 从 算 
子 的 " 强 有 界 性 ”可 以 导出 其 连续 性 ,然而 反之 却 未 必 成 立 ( 这 是 必 
须要 留心 的 ! )， 

事实 上， 上 面 的 前 半 段 结论 是 明显 的 ， 为 了 得 到 其 后 半 段 结 
论 ,我 们 先 注 意 下 面 的 一 个 反例 . 

反例 . 如 果 设 Rx 为 在 实数 域 中 以 准 范 数 
~ zl 一 Vizl ，vVxreRs 
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而 成 的 赋 准 范 线性 空间 ,那么 在 R* 上 定义 的 
f(x) = x, VrER: 

必 为 在 Re 上 连续 但 不 强 有 界 的 线性 泛 消 . 

验 ， 首 先 ,由 于 

I(x) — f(x)| = ix 一 xol = (Vv | Y 一 xzo| )? = jx 一 xol|4 , 
Vrosx € Ry. 
因而 ,我 们 显然 可 知 f(x) 是 连续 的 泛 也 .其 次 ,又 由 
(fx)| = [xl = x = Cxlla) Nz, Vx € Ry, 

可 以 看 出 不 能 存在 一 正常 数 8, 使 其 满足 关系 式 |f(x)| 和 px， 
Vx € Rw. 从 而 可 知 f 为 非 强 有 罕 泛 冰 ， 最 后 由 定义 还 知 了 是 分 
配 的 ,此 即 导 出 了 是 在 互 上 连续 而 非 强 有 界 的 线性 泛 图 ， 验 毕 . 

注 3. 对 于 一 个 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 E, 而 言 , 其 上 的 “ 线 
性 算 子 必定 连续 .2 

事实 上 ， 只 要 在 E, 中 选 出 一 组 基底 {e4|tesw2..n}， 则 由 关系 


[a Ba) |B ncn| 


< max la (5) ACON ), Ve = (5&6 8) €E, 
= 1 。 


以 及 $1.1 中 关于 在 有 限 维 赋 范 线性 空间 内 元 的 按 范 收敛 与 其 各 
坐标 收敛 是 等 价 的 命题 , 便 可 知 A 是 连续 的 . 

注 4 在 无 穷 维 的 赋 范 线性 空间 中 , “线性 ” 算 子 未 必 是 连续 
的 ,可 见 以 下 反例 |， : 

反例 1。 如 果 空间 CP [a,5] 如 $1.5 习题 8 所 设 ([a,5] 上 
具有 一 阶 导 函数 的 函数 全 体 , 且 范 数 为 |x 一 max |x(z)1), 那 么 ， 
cg 上 的 泛 函 

f(x) 一 zto)，Vz 一 rCDecCiore,p] 

(其 中 ,#6 为 [4.56] 内 任 一 国定 点 ) 必 为 线性 但 不 连续 ， 

验 ，+ 的 分 配 性 是 显然 的 ， 至 于 当 /的 不 连续 性 可 由 选 C 


1》 这 里 及 以 后 , 我 们 常常 省 略 说 明 此 算 子 的 值 域 所 在 的 空间 亦 一 赋 范 线性 空间 ， 
并 且 我 们 一 般 均 用 同一 符号 四 人 表示 各 自 的 空间 范 数 。 
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中 元 列 为 {x} 一 | 一 如) 时 ,由 关系 式 


| SUPB | 一 ”人 -> 0 《7 一 -3 oo ) 
RE ， 


与 7 ~ 
f(x») = (el 一 cos0 一 1 一 1 (2 一 oo) 


得 出 ， 验 毕 . / 
反例 2， 如 果 空 间 Cola,5b] 如 $1.5 (二 ) 中 例 2 所 设 ( 多 项 式 
的 全 体 , 范 数 为 max |P(21) ,那么 ,Co[a,2] 上 的 泛 函 放 
fr) Cp) = p'*’Cto) (其 中 ， to& [a,ejk = 0,1,2.*"。 ; ) 
均 为 线性 但 不 连续 的 . 
验 ， 泛 函 jso (一 0,1,2，…3a&[a,6]) 的 分 配 性 是 显然 
的 ,下 面 仅 验 证 其 不 连续 性 ， 我 们 对 《分 以 下 两 种 情况 验证 . 
1) 当 丰 一 0 时 , 取 函 数 xD 一 -一 一 ， 其 显然 在 [4， 5] 


上 上 连续， 因而 由 “Weierstras 定理 可 知 存在 多 项 式 列 P,， 使 得 在 
Co [a5] 范 数 下 ,有 Ps 一 y(n 一 oo). 这 样 ,做 元 列 互 一 … 一 1 


Vo 


由 五 (一 (人 一)Po( 一 1, 知 PP,《z)€ Cola,51, 了 二 有 
2,ll = Sup, | Cz)P,(t) 一 工 | 
| 


= 一 SLE ， 
de 


一 sup I 一 to0) (P(t) 一 yol)) | 
2 | 


4 一 UP 一 二) 


~ 


委 《12 一 如 十 上 一 <)P — yd — 0 —> 00). 


但 是 
HE = Plt) 一 一 [1 一 一 1 (2 一 oo). 
故 印 泛 函 fb， (ak [a,5]) 均 不 是 连续 的 . 
2) 当 A > 0 时 ， 我 们 可 取 函 数 大 CD) 一 一 #5r， 其 旺 


然 也 为 [a,5] 上 的 连续 函数 ,从 而 类 似 验证 1) 的 方法 ， 亦 可 推出 
，72 。 


泛 函 js (一 12 iog&fa 2]) 均 是 不 连续 的 验 毕 . 

《注意 : 以 上 列举 两 个 反例 均 是 在 不 完备 空间 中 的 ,可 能 会 给 
读者 带 来 一 个 想法 ， 认 为 在 完备 空间 中 或 许 不 会 存在 不 连续 的 线 
性 泛 函 .其实 这 是 错误 的 .事实 上 ， 在 $3.1 中 , 我 们 将 利用 所 谓 
“Hamel 基 “ 的 概念 , “抽象 地 在 任意 一 个 无 穷 维 的 赋 范 线性 空间 
(即使 是 Banach 空间 ) 上 构造 出 一 个 线性 但 不 连续 的 泛 国 来 这 
里 ,不 详细 讨论 . 当 在 第 四 章 讲 过 “共鸣 定理 ”以 后 ， 我 们 可 以 看 
出 ,对 于 《8B)- 空 间或 基 些 特殊 的 CE)- 空 间 , 若 其 上 的 连续 线性 泛 
滔 列 {fs1 的 极限 lim fa(*) 存在 ， 则 亦 为 空间 上 的 连续 线性 泛 了 项 
因此 ,一 般 说 来 ,其 上 的 线性 不 连续 的 泛 函 是 不 能 用 “级 数 、、 积 
分 等 等 明确 做 出 来 的 ). 

注 5。 我 们 必须 强调 指出 ,本 节 上 面 的 命题 在 算 子 〈 或 泛 函 ) 
不 是 “可 加 ”的 时 候 是 不 能 保证 成 立 的 . 特别 地 ， 例 如 相对 定理 2 
而 言 , 我 们 可 以 举 出 一 个 非 可 加 泛 防 的 有 趣 的 反例 , 它 在 某 一 闭 球 
上 是 连续 的 ,但 却 是 无 界 算 子 ;并 且 在 该 闭 球 上 可 以 取 到 任意 大 的 
值 . 

反例 3. 设 E 为 一 无 穷 维 的 赋 范 线性 空间 , 则 由 Riesz 引 理 可 
知 (参看 $1.1) 必 能 取出 无 穷 元 列 {x,} CE， 使 其 满足 |x,|| = 二 1 
(n= 1,2,...) ,日 x, xnll 宇 2 (0 二 8 二 1) (nm 时) 
下 面 我 们 做 EE 上 的 泛 消 


Ni, 当 x = rr 轩 ; g 
fx) = 42 一 2zllx 一 zol/e lmzxl< 时 ; 
0 当 x € EE 为 其 它 情况 时 
(2 = 1,2,.….). 


为 了 直观 起 见 , 图 2.1 大 概 地 描绘 了 该 “函数 "的 图 形 . 
易 见 , f(x) 在 闭 球 


_ NL 

(1 十 所) | 
上 (其 实在 全 空间 E 上 亦 是 ) 为 连续 的 泛 函 , 但 f(x) 在 其 内 却 可 以 
取 到 任意 大 的 值 . 


zl < 1+ 名 , xe E| 
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~ 
上 一 一 一 一 一 一 一 全 


与 上 例 类 似 ,我 们 还 可 以 举 出 在 有 界 闭 球 了 (1 十 鱼 ) 上 连续 、 


有 界 ,但 不 一 致 连续 的 泛 函 的 例子 : 
取 元 列 {xs} CE, 并 再 取 元 列 {ys} CE, 使 得 yl 一 > 


图 2.2 
x, 一世 = > (z= 1,2,.…). 
做 E 上 的 泛 函 

1 ， 当 x 二 x。 时 ; 

一 1， 当 x = y, 时; 
1] — 4nllx 一 xs +—x, i 过 点 肝 : 
jy J 一 eo 当 上 一 上 < 各 时 ; 
J 当 |z 一 中 | 过 鱼 时 ， 
4n 
\0， 当 x € E 为 其 它 情 况 时 . 
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注意 : 从 上 面 两 个 例子 可 看 出 ， 对 于 无 穷 维 的 赋 范 线性 空 
闻 而 言 ， 原 来 关于 有 限 维 空间 中 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 性 质 都 未 
必 成 立 , 其 实质 的 原因 是 因为 此 时 有 界 闭 集 已 不 是 ( 自 列 ) 紧 集 了 . 


(二 ) 

下 面 举 出 几 个 各 种 类 型 的 算 子 的 例子 ， 

例 1 没 E", E” 分 别 为 # 维 和 m 维 的 赋 范 线性 空间 ， 这 时 
E",E” 中 的 元 各 可 表 为 

各 一 (1,E2,° ““ ) 占 。) 》 一 (riy72…， ” 97m 7) » VxE E"”,y € E”™. 
如 果 设 fi(1 生生 m) 是 *# 个 变数 的 函数 ,那么 , 映 象 工 
(61» 52>° °° » En) —>(f, 《了 5z， so)， f; (é1， S21， ***， sr), 
,fm (&,， 52， 5&2)) 


显然 是 EF" 到 E* 中 的 算 于 ,和 且 有 多 CT 一 门 GDcE， 
是 二 1 


最 后 ,由 $1.1, 已 知 对 于 有 限 维 空间 来 说 , 范 数 收 纹 等 价 于 按 
各 坐标 收敛 ,因而 ,为 使 算 子 工 连续 ,必须 旦 只 须 每 个 函数 fi(1 委 
《 委 z) 均 是 # 元 连续 函数 . 特别 地 , 当 设 灵 是 线性 函数 , 即 


fe (&,, 了 ,Sn) = 之 ， OA; (1 二 1m) 


时 , 相应 的 T 则 为 定义 在 空间 E” 上 的 连续 线性 算 子 (并 且 可 以 证 
明 , 从 五 " 到 E” 内 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 集合 与 m X n 短 阵 (ax,) 
的 全 体 所 成 的 集 是 线性 同 构 的 ). 

例 2. 在 空间 L?(98, 绍 ,up) 上 ,定义 算 子 K 使 得 


[KCx) JC#) = | Css) Cas), Vr € L0, ,1), 
其 中 * (1,s) 是 “ 积 测 度 空间 ” (8Q,.B > ) ~ (0Q,%B ,£2) 中 的 可 测 
函数 ,并 且 是 “平方 可 和 ”的 也 即 满足 
| [RG Cg x pdids) < +o0. 


Ox0 
那么 ， K 是 L? 2 ,5 ) 到 它 自身 中 的 连续 线性 算 子 ， 
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验 ， 首 先 , 由 函数 论 中 的 Fubini 定理 可 知 ,关系 式 
| GoPacD <a 
对 (--co xco) 上 的 + 是 “ 概 "成 立 的 ， 从 而 ,Ve [2 (8.98 ,4), 我 
们 可 以 推出 ,函数 
[K(O]GD 一 | AtCesDr (Du(a9) 
对 + 是 “ 概 ” 存 在 的 , 且 是 :的 可 测 函数 此外， 由 Schwarz- 
6yHAKOBCKD 不 等 式 , 还 有 
KOTOP < | tC) p(n): | lx lp), 

从 而 

| [KGoJC? Duan 

< | Gd he xmCeao :| lr) lua). 


0x0 
由 于 后 者 为 有 限 数 , 故 知 K(z) e LX0,58 ,4),Vre L409, 儿 ,4). 
当 再 令 
| csDPCe x para) =—p (p>0) 


jx0 
时 ,由 以 上 论述 推 得 
JI Bllz|, vre LQ,%B ,1). 

此 外 ,K 显然 是 分 配 算 子 ,所 以 当 注 意 到 前 面 定理 2 时 即 知 ，K 必 
为 L*:(0Q, BB 1) 上 的 连续 线性 算 子 。 验 毕 . 

例 2'， 如 果 在 (1?) 中 ,定义 算 子 工 
xm 
工 -(Y Qtdk, 之 ， QEkS 这 ant 0 Vx 一 5 € (2) 


k=1 


《其 中 之 ， laxl? co)， 那 么 , 工 是 从 (2 到 其 自身 中 的 连续 线 
性 算 子 . 


+ 76 9 


由 以 上 得 
CI R12 Qin" 


C21 R22" " Can ” 乾 二 
Cl On2” Cnn | 


验 ， 此 即 例 2 的 特殊 情况 ,因为 当 取 9 一 (1，2:，… 72)， 
n(n}) 1 (7 一 1,2,.-**) 时 ， 当然 空间 LQ,B,r) 中 有 的 元 即 成 


为 一 数列 x 二 {#,}, 其 满足 2 18s1? 二 00, 而 范 数 为 


ll = (> ol) ， we 一 人 


因此 就 化 成 了 空间 (3), 从 例 2 便 可 得 到 本 例 的 绪论 . 验 毕 . 
例 3.， 设 互 是 定义 在 具有 “连续 曲率 ”的 平面 闭 曲 线 了 上 的 
连续 遂 数 全 体 所 构成 的 赋 范 线性 空间 ,那里 定义 范 数 
jx|| = max {1x2)|, Vr = xG)EE. 


又 设 E, 是 定义 在 曲线 T 所 包围 的 闭 区 域 G 上 的 二 元 连续 函数 所 
成 的 赋 范 线性 空间 ,那里 定义 范 数 
ly| = ax 10 ， Vy = y(E,n)€ 五 ,. 
在 E 上 定义 算 子 芽 ,使 得 
xz(D) —>y (En), VrEE; 

并 且 y 导 7) 是 以 x(z) 为 边 值 所 确定 的 偏 微分 方程 中 关于 Dirichlet 
问题 的 解 , 则 工 为 连续 线性 算 子 . 

验 . 首先 ,由 数理 方程 的 知识 可 知 , 在 上 面 的 
假设 下 , Dirichlet 问题 是 可 解 的 , 且 解 是 唯一 的 ， 
从 而 知 算 子 工 是 有 定义 的 . 其 次 ， 又 由 该 问题 对 
边 值 条 件 是 分 配 性 依赖 的 , 故 知 工 为 分 配 算 子 .最 T 
后 ， 由 Dirichlet 问 题 的 解 是 对 边 值 条 件 连 续 依 赖 
的 , 故 导 出 工 为 连续 线性 算 子 . 验 毕 。 “3 


例 4， 如 果 在 空间 上 2? (一 oo ,十 co) (二 1) 上 定义 算 子 
[A (x)] (CD = | az)x(t 一 5)drVx = x(t) € L?(—o0 ,00), 


其 中 , a(z) EL! 《一 0, 十 0), 那么 , A 是 从 Lf( 一 00 ,十 co) 到 其 
目 身 内 的 连续 线性 算 子 . 

验 ， 首 先 说 明 ，VYxkaDeE 工 (一 co ,十 co)， 函 数 【A(x)](z) 
对 于 几乎 所 有 的 上 均 是 存在 的 . 事实 上 ,由 $1.2 的 Halder 不 等 式 
可 以 得 到 


[A IOF < | a) dae) la — Da 
< (lo 六 (人 eol 一 Do” 
=- (ol 人 11 一 De . CO) 
而 对 于 上 式 的 后 一 积分 ,如 果 当 “被 积 函数 "对 :来 求 积分 时 , 则 有 


全 [aCs) | |x — s) |?adz 一 a [x(xu) |?au 


= |a(s) | : lxllee, 
所 以 二 重 积分 


| ds | [IEC 
存在 .因此 , 根据 Fubini 定理 ,我 们 可 知 , 交换 积分 次 序 后 的 积分 
|- 4 | |a(s) [|x(# — 1) 1?ds 


也 必 存 在 .从 而 得 出 积分 | ”|a (人 ) ||x(: 一 人) |?ds 对 于 几乎 所 有 


的 上 部 是 存在 的 . 由 此 关系 式 (2), 也 可 导出 函数 [4(《x)](z) 对 几 
乎 所 有 上 均 是 存在 的 . 
其 次 ,由 关系 式 (2), 并 且 再 一 次 用 Fubini 定理 ,还 可 以 得 出 


TO 
< a) wallzG 一 Da 


* 78 +， 


一 (ala) | Go) d= Cele)" |) lz(oOld<oo. 
如 导出 [A(x)]C() EL 人 (一 00, 十 0), 日 有 
iA Calli) :lxl, vxe€ LL?(—o00,+00). 

最 后 ,注意 到 算 子 A 显然 是 分 配 的 ， 因 而 由 上 面 定理 2, 即 知 
其 也 是 连续 线性 算 子 . 验 毕 . 

例 5， 如 果 设 C: 表示 (一 co ,十 co) 上 以 2z 为 周期 的 连续 函 
数 全 体 , 按 范 数 

lz = max [xz(Co| 

组 成 的 4B)- 空 间 ， 考 察 其 元 +(z) 的 Fourier 级 数 的 前 # 项 部 分 和 
的 算术 平均 值 ， 


[oO = ES SCest) (Reitr 和 ), Yre Cs 

则 co, 构成 由 C2 到 其 自 身 的 连续 线性 算 子 . 
验 ， 由 Fourier 展开 定义 ,， Vx &€ C2x, 我 们 有 
m= |) zeoskids Br = | #0 sinkedr, 
且 x(z) 的 Fourier 级 数 中 前 《项 的 部 分 和 为 
Si(x,t) 一 六 m 十 > (acosit + Pisinit) (KR=1,2,...). 

因而 必 有 
[os(x) 1(z) = 二 2 SA (xyt) 


x/2 ”ot 2 
-| [x(t 十 27) + xz 一 20](- 钳 于 ) ds. 
NA “0 
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上 式 显然 亦 属于 Cs， 故 易 知 0 是 空间 C2 到 自身 的 分 配 算 
子 , 并 且 由 于 罗网 
jo 2 (EY) a) ll < vee cs., 


因而 其 为 C:。 上 的 连续 线性 算 子 . 验 毕 . 
例 6， 如 果 设 在 空间 二 !《 一 oo ,co) 上 定义 算 子 工 ， 使 对 任意 


ea 79 。 


XE L'( 一 00 ,00), 有 , 
[TCD]G) 一人 ex)d (~ <s < +oo)， 


则 和 工 为 从 Z 一 coyco) 到 空间 C (一 ,co) 内 的 连续 线性 算 寺 ， 
验 ， 先 验证 T(x) € C( 一 00 ,oo). 事实 上 ,由 


{[[TCx) J + 6) — [TCx)](Cs)| 


= | ew — Deral < | xl ew — 1la 


及 


[es*—1|== |cos 81 二 isin8t—1|= isin 8 一 2sin? 人 | 
1 
一 2 sin Bt ( cos 3 + isin 7) =— 2 sin |， 
2 、\ 2 2 2 
有 - < 
TO) IG + 8) — [TO IO <2) ,lr sn Ela 


< 2 [xC2)1att2 | ix (rdz 十 38 |, |xC2) | ar. 
先 取 有 为 足够 大 的 一 个 正 数 , 由 于 |x(t)| 的 可 和 性 ,上 式 前 两 项 均 
可 以 小 于 = (s > 0, 预 先 任意 选 定 ), 然 后 再 取 6 足够 小 ， 使 右边 
最 末 项 也 小 于 = ,从 而 即 知 ， 


® £0 。 


I[TCx)](s + 6) — [T(x)1()! < 
即 [T(x)](s) 是 连续 函数 ,也 就 是 TCe) < C( 一 00,00). 
其 次 , 工 为 分 配 是 显然 的 ， 最 后 , 工 的 有 界 性 ,可 由 
TI <) tellzWla < 人 lzher = al 


VE( 一 co ,十 co ) 
导出 ， 因而 有 _sup_, [TCx) Cs)| 万 |xj|, 即 


TCx)N lxj, Vx€ Li(—o00,00), 

由 此 则 推 得 工 为 连续 的 线性 算 子 . 验 毕 . 

由 于 在 量子 力学 及 许多 有 意义 的 理论 问题 和 实际 问题 中 ， 经 
常 碰 到 不 连续 的 线性 算 子 . 因此， 我 们 下 面 举 出 一 个 常见 的 无 界 
线性 算 子 的 例子 . 

例 7， 如果 设 空间 Cs? [0,1] 为 在 [0,1] 上 连续 可 微 的 函数 
的 全 体 , 且 在 范 数 定义 为 

zl = max |xC2)|, Vx = x(t) € CYL0,1] 


所 成 的 赋 范 线性 空间 ,那么 不 难看 出 “微分 算 子 ” T(z) 一 x(z) 
是 把 Coof0，1] 映 到 空间 C [0，1] 上 的 线性 算 子 , 但 当 取 元 列 


{fxn} 二 {sin nxt} 时 ,显然 月 x,E CD [0,1], jx, 一 1 (2 一 1， 
2:.…); 而 


[TCx,) | = Csi op 一 ||nxcosnntl|l = nx 一 co(2 一 co) 


因而 知 工 是 无 错 的 . 

注意 ,这 里 的 Cm[0,1] 是 不 完备 的 空间 . 虽然 由 $1.2 的 习题 
5 及 $1.5 所 述 ， 我 们 已 知 ， 上 面 的 函数 集 在 范 数 定 义 为 lxj| = 
max [x(z)| 十 max jx()| 或 zxlj, 一 |x(a)| 十 max Ix(D| 时 是 
(8B)- 空 间 . 

同样 地 ,由 于 在 近代 物理 ,数理 方程 以 及 理论 与 实际 的 大 量 问 
题 中 ,我 们 还 常常 遇 到 不 少 非 线性 的 算 子 (它们 的 定义 区 域 和 连续 
性 的 研究 往往 是 困难 的 ), 因 此 ， 下 面 举 出 常见 的 两 个 非 线 性 算 子 
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的 例子 . 
例 8. yppicot 第 子 Y， 


[YC(x)]J](s) 一 | 《rtxz())d，vr 一 xz 人 (ESr)CC[e:2]， 


其 中 , 5Cr) 二 {xix 筷 +, xEC}Y; RG, i, uu)(a Ss, to, 
一 co 一 xs< coco) 是 (对 * 非 线 性 的 ) 三 变量 的 函数 , 并 且 在 有 界 闭 域 
D.a 委 和 :上 委 2，lzx| 达 + 上 是 三 元 连续 函数 .) 那 么 ,Y 为 从 C 中 
球 S(r ) 变 到 C 内 的 非 线 性 连续 算 子 . 

验 ，YY 的 非 线 性 是 显然 的 。 下面 我 们 再 来 说 明 ; Y(x)&€ Cc， 
vx € S(+)CC. 事实 上 ， 只 要 我 们 注意 到 有 (s,t,w) 在 有 界 闭 域 上 
的 一 致 连续 性 即 可 导出 ,最 后 ,我 们 验证 Y 的 连续 性 .者 设 zx 一 
xo(zt) € Sr)CC, 则 由 
YG)1 GD — [YCG)IGOF = |) [RG545 #62) 一 人 sy extD]d 

< 去 | | & (rtox(t)) — ksstsxolt)|dt, VséE [a,b]. 
同样 注意 到 k(s,t,u) 在 有 界 闭 域 D 上 的 一 致 连续 性 ;有 : Vs>0， 
36 守 > 0, 使 得 VG wv); (io )ED, 只 要 1s 一 "| 二 6， 
I 一 2” | 二 5,|w 一 uw | 二 5, 就 有 |k(s',2 sw) 一 Re 
二 8/(b 一 a) 成 立 . 这 样 ， 只 要 元 x EC， 满 足 条 件 jz 一 zol 
< 5 由 范 数 的 定义 ， 有 sup |x(2) 一 xo(2)| 过 8)， 则 可 导出 
[IYCx) CD — EY(x) (| < se, vsela,b]. 
也 即 导出 
|Y (x) 一 Y(xo)ll = Sup [[Y(*) 1(s) 一 [YCxo) (sp)| ~ 5， 

验 毕 . 

例 9。 Hammerstein 型 算 子 H， 

[F(x) 1(s) = | Rlss 2)Pp (t,x(7)) dt, 

其 中 ,例如 可 设 


yf MG Dhaser < ok 一 人 Ge 
而 gp (zz (4 魏 ! 委 入 一 co <<# 过 00) 为 二 元 连续 函数 .那么 ， 
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H 则 为 定义 在 工 :[a,2] 中 某 一 子 集 上 的 算 子 ， 


(三 ) 
本 节 最 后 ,我 们 举 几 个 泛 函 的 例子 . 
例 1， 如 果 在 Cfea;2] 上 定义 泛 扼 
f(x) 一 | zx)dt, Vr€ Cla,b], 

则 f 为 连续 线性 泛 函 . 

验 . 这 是 较 简单 的 ,由 于 

HOT 一 | a) < 人 zw< ma lz(D1.G 一 9， 
故 可 导出 
If(x)| (8a)Nxl|l, vre€ Cla,b], 

从 而 知 fx) 为 有 界 泛 函 . 再 由 其 分 配 性 , 推 得 它 是 连续 线性 泛 函 ， 
验 毕 ， 

例 2， 如 果 在 $1.2 例 4 的 空间 C(0) 上 定义 江 函 f， 

f(x) 一 | x(z)yot dt, Vx = x(t) € C(O). 

(其 中 , yo(z) 是 紧 距 离 空间 Q@ 上 的 某 一 固定 连续 函数 )、 则 1 是 过 
续 线 性 泛 函 . 

验 ， 易 见 了 是 分 配 的 . 下面 仅 验 证 其 连续 性 ， 由 前 面 所 知 ， 
仅 需 说 明 它 有 界 即 可 ,而 这 可 由 


DO1 = |) CDyxCDalao| 二 | aC Fy) las) 


< (| bpDIwanjmaxlzC | 一 ( | | yo (x) | pl Gi) jl z 


例 3， 如 果 在 空间 L? (0, 绍 ,1) (> 1) 中 定义 泛 函 
” 推 得 . 验 毕 ， 


1 (x) 一 J rokan, Vr€L?; 
(其 中 ，y。 一 yal?) 是 空间 L” C0,598,k) 内 的 某 -一 固定 元 , 二 二 
二 一 1，) 则 7 是 连续 线性 泛 函 . 


es 是 3 。， 


验 ， 首 先 ,由 Halder 不 等 式 可 知 
/Co 一 | lzCOyoCO1u(dn) 
<( | zeCD) (| Dao hn Can ) 


< oo ， YrE€EL?. 
因而 f(x) 确 为 L* 上 的 一 个 泛 函 ， 其 分 配 性 是 显然 的 ， 由 上 式 有 


ON < (Nm ln) Il, veer?, 


故 知 f(x) 为 有 界线 性 泛 图 ,也 即 连续 线性 泛 函 . 验 毕 . 
例 3 ， 如 果 在 例 3 中 我 们 取 8 一 {t1， 2,3,: … 上， nC{n}) 一 
l(n = 1,2,3,.:  )， 空间 (27?) 上 的 沁 轨 


f(x) 一 >, Exam, Vx = (0) € (27); 
R=1 
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(其 中 ,入 一 Cn 为 空间 (1) 内 的 某 一 固定 元 ,， 寺 十 二 一 1)， 


则 f 是 连续 线性 泛 函 。 

下 面 , 举 一 个 不 连续 的 线性 泛 函 的 例子 , 它 在 概率 论 中 是 经 党 
要 用 到 的 . 

例 4， 设 (0, 绍 ,p) 是 “概率 空间 ”( 即 p(0) 一 1 的 测度 空 
间 ), 其 中 可 济 函 数 xz(w) (oe 0) 叫做 “随机 变量 ", 9 中 的 可 测 集 
称 “ 事 件 , 可 测 集 的 测度 称 为 相应 
事件 的 “概率 .特别 地 ,对 任意 随机 
变量 x(w) eL1(9, 妥 ,m， 我 们 定 
义 泛 函数 

E (ze) 一 | xzCo)w(da) 


( 称 随机 变量 * 的 “数学 期 望 ”( 中 
值 ))， 则 瑟 是 定义 在 可 测 函 数 空间 
的 线性 于 空间 Z 9, 胸 ,ww) 上 的 不 
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验 ， 其 分 配 性 是 显然 的 ,下 仅 证 其 不 连续 性 . 例如 , 当 设 9 一 
[0, 1]，& 表示 平常 Lebesgue 测度 时 ， 我 们 取 一 列 随机 变量 {x,} 
CL! (0Q, 邮 ,4) (参看 图 2.5)， 


nz， 0 三 1 过 上 ; 
7 
Xn(t) = 4 2n — nm, 二 过 三 ; 
2 
0， 人 tel) 


则 按 测 度 有 xatt) 一 0 (x 一 0). 但 由 于 E(x) 二 1(n=1， 
2,-……)，E(9) 一 0， 故 知 E(x) 不 是 连续 泛 冰 。 验 毕 . 

最 后 ,我 们 再 举 出 一 个 非 线 性 泛 函 的 例子 . 

例 5. 在 变 分 法 中 常 考 查 定义 在 C "” [0,1](〈 见 $1.2 习题 5) 
上 的 泛 峭 


1(x) 一 | Fx ,x0) ,sx (2) ) ade. 


(其 中 ,FF 是 w 十 2 个 变量 的 连续 水 数 . ) 容易 验证 , f 为 非 线 性 的 
连续 沁 陆 ， 


习 题 


1. 试 证 明 本 节 定 义 2 中 (CV) 对 于 “可 加 算 于 有 界 性 的 等 价 命题 . 

2. 试 证 明 本 池 的 定理 1， 

3. 试 举例 说 明 , 在 定理 1 中 ,对 于 复线 性 赋 范 空间 而 言 ; 从 可 加 算 于 的 
连续 性 未 必 能 推出 它 是 “ 复 齐 性 ”《 即 对 复数 是 齐 狂 ) 的 . 

4. 设 工 为 赋 范 线性 空间 E 到 E, 内 的 可 加 算 子 ， 试 证 明 : 只 妥 工 在 五 
中 某 一 点 如 连续, 则 工 就 在 整个 空间 E 上 连续 . 

5. 试 证 明 本 节 定 理 2 后 面 的 三 个 推理 . 

6. 试 证 明 : 实 赋 范 线性 空间 E 上 的 非 零 实 分 配 弃 函 作 *), 其 在 E 中 任 
意 一 点 ze 均 不 可 能 取 到 “局 部 极 小 ” 值 ( 即 存在 x。 点 的 某 个 开 球 域 SCxo,6。) 
CE, 使 fCxo) 为 泛 函 fCx) 在 SC(xo,6。) 中 的 极 小 值 ) 或 “局 部 极 大 值 。 由 此 
导出 : 对 于 任何 数 ,fC*) 六 a 的 点 所 成 的 集 必 稠 于 空间 E。 

7. 设 在 空间 [4,2] 上 定义 算 于 工 如 下 : 


和 B89 。 


[TCx)] Cs) = x(s) 一 | RCSAA)Y(iNdt, Yrox(t) € Cs 


其 中 , ks 为 es 和 rz 和 2 上 的 二 元 连续 函数 . 
试 证 明 : 工 必 为 C[a,56] 到 其 自身 内 的 连续 线性 泛 函 ， 
8- 设 在 空间 [0,2x] 上 定义 算 子 工 如 下 : 


[T(x)](z) = 二 
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试 证 明 : 了 将 [0，2x] 上 的 函数 变 为 在 复 单位 圆 |z| <1 内 为 解析 的 消 
数 , 并 当 令 4, (oo<1) 表示 在 |z| 专 po 内 解析 , 范 数 为 |yl = max|y(2)|， 
(Yy € 4o。) 的 复 函 数 所 构成 的 赋 范 线性 空间 时 ,那么 ,上 面 了 则 为 从 5[0,2x1 
到 4。。 内 的 连续 线性 算 子 ,此 外 工 ”不 存在. 
9. 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 、，fCx) 为 上 的 非 零 分 配 泛 函 ， 并 设 “ 零 点 


PF 
| x(t) di, Yrx = rx(t) EL'., 


o 1 一 gefi 


集 ” 
Ni = {x|f(x) = 0,x € E}. 
试 证 明 : (i) 如 果 元 zeE， 使 得 儿 *) 关 0 那么 ， Ye E, 均 有 分 解 式 
x 一 ar 十 y (其 中 ,ycENioxeE 天 )。 

(i) 当 取 定 x, 时 ,上 述 分解 式 是 唯一 的 。 

10. 如 果 设 ff 为 E 中 两 不 相同 的 分 配 泛 函 , 那么 ,为 了 《〈 零点 集 ) 
Ni, 三 Ny,， 必须 且 只 须 存在 一 数 4 兰 0， 使 得 f(x) 二 4f,(x)，、Yx € E. 

11. 如 果 太志 与 上 题 假设 同 , 并 设 集 (' 超 平面 ”) 

Hi, 一 {x|lf(x) = cx € E},Hy, = {x|f(x*) = c,,* €E}, 

那么 ,为 了 《 超 平 面 ) Hi, = Hi,， 必 须 且 只 须 存在 一 数 4 关 0， 使 得 (i) 
f(x) 一 4f(Cxz)yyrEE:Cii)c = 4c，， 


$ 2.2. 有 界线 性 算 子 空间 与 全 连续 算 子 


(—) 
我 们 考察 由 赋 范 线性 空间 E (不 必 完 备 ) 到 赋 范 线性 空间 EE， 
(也 不 必 完 备 ) 中 的 所 有 的 有 界线 性 算 子 全 体 ， 记 为 B (E 一 E,)， 
如 果 规 定 它们 之 间 的 加 法 和 数 乘 运算 为 
(CT 十 T,)(x) = T(x) 十 T(x), 
(aT)(x) =aTr, Vr€éE,a€ K. 


es 6 。 


则 易 知 BCE 一 E,) 构成 一 线性 空间 ,而 且 下 面 可 以 看 到 我 们 还 能 
对 其 每 个 元 规定 范 数 ,使 其 成 为 赋 范 空间 . 
注 1i。 这 里 及 以 后 的 讨论 中 ,我 们 所 讲 的 空间 EE 是 指 含 有 “ 非 
8 元 的 空间 . 
定义 1i1。 对 于 峰 范 线性 空间 E 到 E, 中 的 有 界 (不 限于 分 配 》 
算 子 十, 定义 
上 TH = inf{al[TC) 1 < allrll,vr € E} 
为 算 子 工 的 范 数 . 
下 面 ,我 们 介绍 一 个 基本 命题 : 
引 理 。 如 果 上 述 工 是 有 界 齐 性 算 子 , 则 有 
IT 一 sup (TO) = suP TO)l, 
证 ， 事 实 上 ,由 | 江上 | 的 定义 可 知 
Te) Tl. x], vxeE. 


从 而 有 
,sup [TOON < snp TO < TI. (1) 
而 另 一 方面 ,同样 由 1T 的 定义 可 知 , Vs > 0,3ze ,x x 8, 使 
得 
TOD > Crl 一 elzl， 
注意 到 工 的 齐 性 ,上 面 即 推 得 | (8) > The), 
而 由 于 的 任意 性 及 | | 一 1， 故 可 推 得 


sup, TG > Th. (2) 


结合 (1)，(2) 式 便 得 到 命题 ,证 毕 . 

对 于 有 界线 性 算 子 空间 BCE -> B,)， 有 以 下 两 个 定理 : 

定理 1。 从 赋 范 线性 空间 E 到 E, 中 的 所 有 有 界线 性 算 子 所 
构成 线性 空间 B(E 一 E,)， 对 于 算 子 范 数 IT 构成 一 个 赋 范 线 
性 空间 . 

证 . 这 里 ,我 们 首先 要 说 明 一 下 ,空间 8(E 一 E,) 内 是 必 合 
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有 非 零 有 界线 性 算 子 的 (否则 ,讨论 是 毫 无 意义 的 )， 为 此 ,我 们 先 
得 承认 一 个 事实 : 对 于 任何 赋 范 线性 空间 E 必定 存在 着 非 零 的 有 
界线 性 泛 函 (§3.1 将 了 以 证 明 )， 这 样 ; 当 设 为 为 互 上 一 非 零 有 秀 
泛 水 时 ,我 们 只 要 再 取 E, 中 的 一 个 非 零 元 so 那么 , 当 定 义 

To(xz) = folx)2zo, VxXEE 


时 ,由 

ToC2)) = |foCx) 1 zoll < 站 站 zol 一 《Al » Holl) zll, 
显然 可 知 T。 是 从 E 到 EE， 内 的 非 零 有 和 界线 性 算 子 > 即 Toe BCE— 
E,). 


下 面 ， 我 们 验证 BCE 一 E,) 是 以 上 TT 为 范 数 的 赋 范 线性 空 
间 。. 为 此 ,我 们 先 验 证 | 民 | 满足 范 数 定义 的 三 个 性 质 . 
1) | > 0,llel = 0 〈@ 为 零 算 子 ) 均 是 明显 的 . 
而 如 果 IT = 0, 则 由 TCx) 专 T 一 0, 即 了 T(*) 一 
6， 对 任意 x€E 成 立 , 即 T = @， 因 而 性 质 (iD) 验 得 . 
2) Tt Tl = sop IT + TO) = suP Tl) + 


T,(x)| 声 sup, | Tc 十 sup, TT《x) 中 二 Td 十 IT， 从 而 


范 数 性 质 (ii 验 得 
3) aT 一 ap NaT) COON = sp laT (x) 1 = lal- 


x|| 1 


sup, 上 Cs 一 fa 上 TH。 从 而 范 数 性 质 Gii) 验 得 .证 毕 . 


定理 2。 在 定理 1 中 :为 了 有 界线 性 算 子 空间 B(E 一 一) 是 
Banach 空间 必须 且 只 须 E, 是 Banach 空间 . 
证， 1 一 >” 如 果 设 {z,.}CE, 为 任 一 Cauchy 列 。 那么 , 当 
设 有 为 E 上 的 茶 一 非 零 有 界线 性 泛 水 时 ,我 们 则 可 取 到 一 元 x。& EE， 
使 得 f(xo) 关 0. 与 定理 1 的 证 明 中 的 假设 类 似 ， 我 们 做 一 个 从 
E 到 E, 内 的 算 子 列 
Tx) 一 he) ,YrE ECn— 1,2,...). 


jo.xo) 
那么 ,从 关系 式 


1T。 本 Tl 一 1 CT, 一 TD)(z) | 


， 838 ， 


rm hh 


一 suB | 工人 《zx) — T» (x)|| = sup iC) ss 一 zm) 


lixll€l |foCxo) | 
一 su [foC%) | Zn zm| ~ | >， 一 2m| su x 
lee {foC ro) | [foxo) | uli js | 
— ea I 0 (asm 00), 


可 推 得 4T,} 为 空间 B(E 一 EE) 内 的 一 Cauchy 列 ， 从而, 由 此 空 
辣 的 完备 性 假设 则 应 有 TE B(E 一 E,), 使 得 T, 一 T(n 一 %)， 
这 样 ,我 们 就 可 导出 ,特别 地 ,对 于 元 +。€E EE, 必 有 

zs = T(x0) > T(x0) €E E(n— 00). 
从 而 导出 空间 E, 也 是 完备 的 ,此 即 证 得 本 定理 的 必要 性 . 

2)“<=” 如 果 设 {T,}CB(E > 8,) 为 一 Cauchy 列 , 即 
TO Tl—>0 (n,m— 0). 

则 YWx€EE, 且 必 有 

|T,Cx) — Ta Cx) = (CT, — T,,) Cx) 

IT,— Tllzxl|—>0 (n,m—> 00). 
此 即 说 明 {T(x)} 是 E, 中 的 一 Cauchy 列 ， 而 由 假设 E, 是 完备 
的 ,因而 在 E; 中 存在 唯一 的 一 个 元 记 为 T(x) ,使 得 

T(x)—> T(x) (n 一 co). 
于 是 工 就 是 从 五 到 E, 中 的 一 个 算 子 ， 其 分 配 性 显然 可 由 {T,} 的 
相应 性 质 推 得 。 又 由 于 
HT, Ts! 委 | 一 TI 一 0 (n,m 一 oo)。 

因而 知 数列 {Tl} 收 化 ， 即 有 数 8, 使 得 lim 1 四 一 8, 由 此 推 
得 
To = im TCO < im Tsllzl = ll, Vee E. 
故 工 为 有 界线 性 算 子 , 也 即 推 得 Te BC(E 一 E,). 

由 于 IT。 一 Tl| —>0 (n, mY 0)， 故 知 Vs 二 0， 3No (自然 
数 ), 使 得 只 要 m,n > N。， 就 有 上 T, 一 T。l| 二 6e. 于 是 ,Vx € EE， 
jz 志 1， 则 有 

IT Cx) — T,X) < ellxl| < . 


4 HB9 * 


固定 上 述 元 *, 令 一 coco， 可 得 出 
Tx) 一 T(z 中 入 s，Vr6EEzl <1. 
又 由 于 Te B(E 一 EE,), 因 而 有 《Ts 一 T)eBCGE 一 已 )， 且 由 以 
上 不 等 式 可 推出 , 当 > 关 NM 时 ,有 ,一 下 委 s， 即 | 一 了 | 
一 0(n 一 co)， 所 以 空间 B (5E 一 有 ) 是 完备 的 。 此 即 导 出 本 定 
理 的 充分 性 .证 毕 . 
注 2。 在 上 面 定理 的 证 明 中 ， 我 们 提 到 了 关于 算 子 的 两 个 收 
伍 概 念 ,这 在 以 后 是 常用 的 .现在 我 们 叙述 一 下 这 两 个 基本 概念 . 
定义 2。 算 子 列 {T,}CB (E -> E,)， 称 为 一 致 收敛 于 算 子 
T, 是 指 : 
IT,— TI—0 (nz— oo%). 
{T,} 称 为 《 强 ) 收 俩 于 了 ,是 指 
|T,Cx) 一 To 一 0 (2 一 co) Vr€EE. 


(二 ) 
下 面 ,我 们 将 举 出 求 某 些 有 界线 性 算 子 的 范 数 的 例子 ， 
例 1.。 如 果 设 本 是 从 # 维 有 界 数列 所 组 成 的 赋 范 线性 空间 
(ma)【〔 范 数 如 空间 (m) 定义 ) 到 其 自身 内 的 有 界线 性 算 子 
xz = T(x), Vr = (&1,62,° °° ,861) € (ms) 


籽 


(其 中 ， 2 “一 (7 分 23“"““， 017) ， ni 3 Ci]i (1 < 1 二 ") ); 
那么 
Tl 一 ,max 之 ;1 相应 扼 阵 " 行 "元 的 钨 对 值 和 中 之 最 大 者 )， 
验 . 由 于 


is 一 小 了 = 3X | 7 | 一 max 
1 二 ic 太 li 二 


3 mi 
7 = 


< (max > al ) * lel Vx € (ma 
故 有 
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IT < 


ui， G3) 
但 另 一 方面 ， 当 设 上 式 后 者 的 最 大 信 取 在 第 名 行 ， 且 不 为 

时 。 即 有 .max 也) osl 一 了 > |axl < 0; 当 我 们 取 元 zs 一 (5 
,6 其中， | 


£9 一 到 (1 委 j) <7) 
iof 


(这 里 及 以 后 , 当 如 上 式 形式 的 分 母 为 0 时， 定义 其 为 0。 上 式 右 
并 项 有 些 书 上 记 为 sgn(eis)) 时 ,我们 知 
zd 一 max 1 引 一 1， 
1 全 
而 
TC ~ max 


由 此 得 知 


3 
之 ， Oi; * ei | > > > | oil| 。 
j=1 ao; | 


于 一 


1 一 sup Tc > T(x) > 之 ， oo (4) 


(上 式 右 端 为 0 时 亦 对 7) 结合 上 面 (3),(4) 式 便 推 出 结论 。 验 
毕 . 
例 2， 设 工 是 从 空间 CLla,5] 到 其 自身 内 的 有 界线 性 算 子 


(T(x))(0) 一 | hCG) x Oat Vee Clasb], 


其 中 ,k(s,) 在 [a 志 s,t 专 4] 连续 (上 式 亦 称 具有 "连续 核 ”的 积 
分 算 子 ), 那 么 ， 


IT = | CD) la. 
验 。 首先 我 们 由 


TCx)) = max 


| RCs st) x (edi 


< max |x(2)|* ma max | [RCs,t) | dz 


mr 粳 


se Ol »。 


__ (max | 下 CD1anjlzl， vxre Cla,b]. 
可 得 
IT < max | Its la (5) 
男 一 方面 ,由 数学 分 析 知 识 我 们 知道 这 里 的 积分 | | ks 站 | a 是 
: 的 连续 函数 , 故 它 在 闭 区 间 [4,5] 上 某 点 处 达到 最 大 值 , 令 
Rsost) 


xo(#) 一 sgn hls0,t) 一 TRC)T fy) | 一 一 一 一 《 当 分 母 ( 分 子 》 为 0 时 ， 定 


义 xok#) = 二 0), 则 在 [a,65] 上 xokz) 是 可 测 浮 数 且 [xol2)1 二 1, 故 

由 函数 论 中 的 JIysa 定理 可 知 , 对 于 每 个 正 整 数 w, 在 [a,b5] 上 在 

在 连续 水 数列 {x,(z)}, 使 其 满足 
pl{z|xalz) XS xolt) ,zt ELa, 


[rsa) | 1, Vel[lasb] (n= 1,2,..….). 
(这 里 ,MM mx [Rl(s ,2)|). 这 样 ， 我 们 有 


上 RCs ,2) ze (2) di 一 | Rs,t) rolz) di 
< GD) — zo la 
一 | [RCs,2) | {rslz) 一 xolz) las 
Ux tt) ro()} 
<2max Ils) lp (tlxalt) Tx)}) < 2M 一 
从 而 得 到 
上 RCs, 1) xo Cd < 大 上 kls,t)xnlt)adt| 十 


| 


< z+ 二 TH+ 二 Ga 12). 


上 式 特 别 当 = 一 so 时 亦 成 并 ,从 而 有 


| GDla< rt Gm1,2,.°°). 


* O22 。 


令 w -> co, 以 及 注意 到 上 面 w 的 假设 ,我 们 则 可 推 得 
max | 4 D1ar < TH. (6) 
结合 上 面 (5),(6) 两 式 即 得 所 需 结 论 ， 验 毕 . 


(三 ) 


在 上 面 有 界线 性 算 子 空间 BC(E -> E,) 中 ,有 一 个 非常 重要 的 
闭 线 性 子 空间 , 即 “全 连续 线性 算 子 ”的 全 体 所 组 成 的 空间 1。 下 
面 我们 就 来 介绍 全 连续 算 子 的 定义 . 

定义 3， 从 赋 范 线性 空间 E 到 E, 中 的 算 子 A 称 为 是 全 连续 
算 子 ,是 指 A 将 互 中 的 任 一 有 界 集 均 变 为 EE， 中 的 一 列 花 集 ， 

关于 全 连续 算 子 ,我 们 有 以 下 两 个 简单 的 命题 : 

定理 3， 如 果 A,A' 均 为 从 赋 范 线性 空间 E 到 E, 内 的 全 连续 
算 子 ,那么 ,对 于 任何 的 数 ww“ , 算 子 aA 十 a'A’ 也 是 全 连续 算 子 . 

证 。 事实 上 ,从 全 连续 算 子 的 定义 我 们 可 以 知道 ， 如 果 B 为 
E 中 的 任 一 有 界 集 ,那么 ,首先 由 于 {A(x)|x€ B} 是 E, 中 的 列 紧 
集 : 故 必 有 一 子 列 {A(x,)|x,€ B} 及 E, 中 一 元 x ,使 得 

AKCxa) 一 5 (7 一 oo). 
其 次 , 又 由 {xs} 亦 为 E 中 的 有 界 集 ， 故 从 {A'《x,)} 也 是 E, 中 的 
列 紧 集 , 故 必 有 一 子 列 {A'(xsi)} 和 {A'(x,)}, 及 E, 中 一 元 x2, 使 
得 
A'(xn) > 2 (4 一 co)， 

这 样 ,由 上 面 两 个 关系 式 就 可 导出 ,在 E, 的 集 {[aA 十 a'A’](x)| 
*€ B} 内 选 出 的 子 列 {JaA 十 a'A'](x;,)} 满足 
[aA 十 oA I(r) =e: ACxn) 十 oA'Cxr) >oZ + oa 2’ (KR>00). 
从 而 知 ah 十 mA' 亦 为 全 连续 算 子 .证 毕 . 

定理 4 设 {A,} 是 从 赋 范 线性 空间 E 到 Banach 空间 E, 内 的 
全 连续 算 子 列 , 那么 , 只 要 存在 一 个 从 E 到 E, 内 的 算 子 Au, 使 得 
4 一 Aj -> 0， (4 -> oo)， 则 hs 也 是 全 连续 算 子 . 

证 ， 设 DD 为 E 内 任 一 有 界 集 ,那么 , 首先 由 {Ai(x)|, x€D} 
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是 互 中 的 列 紧 集 , 故 知 必 有 一 站 伍 子 列 {A(zs)}， 这 里 ,{xzo} 
CD; 其 次 , 由 {A2(xi,z)} 是 E, 中 的 列 紧 集 , 故 知 必 有 一 收敛 子 列 
{A2 (x35)}|。 这里, (x2,a}CC{xria};"… 如 此 下 去 ， 对 任何 自然 数 
&， 由 《Ak (xu 是 五 中 的 列 紧 集 ， 故 知 必 有 一 收 伍 子 列 
{ArCx4n)} ,这 里 ,和 xx,n} 己 {xh-1r}， 下面 ,我 们 证 明 , 在 上 面 选 出 的 
子 列 中 ,如 果 取 “对 角 线 ”元 列 xs,n}, 则 {Ao《xz,n)} 必 为 五 , 内 的 
一 收敛 列 . 

事实 上 ,由 {x,,r»}CD, 和 而 D 是 E 中 的 有 界 集 , 故 36 > 4, 使 得 
由 xz。 外 . 生 p (n 一 过， “ ) ， 此 外 ,注意 到 {AA} 的 假设 , 故 Ye>0， 


3k。( 自 然 数 ), 使 得 ,只 要 《宇和 , 就 有 ||A; 一 A 一 55 这 样 ,我 


们 就 可 得 到 
|Aoxs,n) 一 AoCxn,m)) S|AoCxs,s) — ArCra,n) 
+ A Axnn) Arrmm)) 十 ARCxm,m)— A xm,m) | 
< |Ak 一 Aol Cenall + lawn) + NAR.0) —A Cm) 
< Se + AR.) 一 AuCxmm). 


于 是 ,由 《x6,n} 的 取 法 可 知 ,， {Ak(xs,a)} 为 Ei 中 的 收敛 列 ， 因 而 
必 存 在 自然 数 N, 使 当 n>N, m>N 时 ， AR Cr,s) Ax Crmm)|| 


< 二 ， 由 此 导出 


1 
3 
此 即 {Ao(Cxon)} 为 E, 内 的 一 Cauchy 列 ， 最 后 ,由 于 LE, 的 完备 性 ， 
即 知 {Ao(xs,a)1 为 Ei 内 的 一 收敛 列 , 也 即 导 出 Ao 亦 全 连续 算 子 . 
证 毕 . 

注 3. 全 连续 的 线性 算 子 必 为 有 界线 性 算 子 。 从 赋 范 线性 空 
间 E 到 Banach 空间 E, 内 的 全 连续 线性 算 子 的 全 体 了 组 成 空间 
B(E 一 E,) 内 的 一 个 ( 闭 ) 线 性 子 空间 ,因而 也 是 一 个 Banach 空间 。 

事实 上 ， 只 要 注意 到 全 连续 算 子 的 定义 ,以 及 $1.1 习题 9 关 
于 列 紧 集 必 为 有 界 集 的 结果 ， 就 可 得 出 : 全 连续 线性 算 子 将 互 中 
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|AoCx,,,) Au(xzmm)| ~ = 2 十 EE, 


的 有 界 集 变 为 E, 中 的 有 界 集 , 从 而 由 $2.1 定理 2 的 推理 1, 即 知 
其 为 有 界线 性 算 子 .至 于 后 一 结论 只 要 注意 到 上 面 定理 3,4 以 及 
前 面 定理 2 则 可 导出 . 

注 4.。 对 于 “无 穷 维 ” 的 完备 赋 范 线性 空间 E 而 言 ， 空 间 B(E 
下 EE) 内 由 “全 连续 ”线性 算 子 所 组 成 的 ( 闭 ) 线 性 子 空间 了 又 有 
一 个 与 “有 限 维 ”空间 不 相 辣 的 特点 ， 其 内 没有 “单位 元 .” 也 即 “ 么 
算 子 〈 恒 等 变换 ) 7， 由 此 可 知 有 界线 性 算 子 未 必 是 全 连 续 
算 子 . 

这 个 结论 是 明显 的 . 事实 上 , 只 要 我 们 回忆 一 下 $1.1 中 所 叙 
述 的 关于 赋 范 线性 空间 为 有 穷 维 的 特征 ,我 们 就 可 知道 ,对 于 上 述 
无 穷 维 空间 E 而 言 ,2 将 其 内 单位 球 变 为 单位 球 ,而 其 已 不 是 列 紧 
集 了 。 


(四 ) 

下 面 ,为 了 说 明 一 个 常见 的 全 连续 算 子 的 例子 ,我 们 先 介 绍 一 
个 关于 距离 空间 中 列 紧 集 的 特征 性 命题 ， 为 此 ， 先 给 出 关于 “e- 
网 "的 定义 ， 

定义 4 设 E 为 距离 空间 , N ,MM 为 E 中 两 个 集 ， 我 们 称 入 构 
成 MM 的 6- 网 (e 为 某 一 正 数 ), 是 指 Vx € M ,3xs € N 使 得 d(x ,x。) 
< 6, 

引 理 1(Hausdorff). 设 E 为 距离 空间 . 那么 ， 如 果 集 下 是 
E 中 的 列 紧 集 , 则 Ve > 0, 必定 存在 由 有 限 元 “组 成 的 集 忆 的 s- 
网 ; 当空 间 互 完备 时 , 逆 命 题 亦 成 立 ， 

证 . 前 半 命 题 是 容易 的 ,并 且 该 s- 网 可 以 由 集 环 的 元 组 成 . 
事实 上 ,如 要 结论 不 成 之 ， 则 对 某 一 正 数 ss， 当 取 一 点 za € 时 ， 
《下 如 为 空 集 不足 道 ) 必 存在 点 me 下, 使 px,x2) > so《 否 则 (x1) 
已 构成 下 的 so- 网 盾 ); 同 理 必 存在 Xx3€ ,使 得 p(x1sX2) 一 60s 
p(xisX3) > 60 (否则 (xxa) 已 构成 的 80- 网 );- …， 如 此 进行 下 
去 ,我 们 可 得 到 彼此 相距 大 于 66 的 一 元 列 {xs}CF, 此 显然 与 为 
列 紧 集 的 假设 予 厦 ， 
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下 面 证 明 后 半 命题 ， 首 先 由 假设 可 知 ， 对 任何 8。 一 一 > 0， 
在 EE 中 必 有 的 有 限 “8。- 网 ”， 


(zx 1 12 


于 是 , 当 设 F, 为 F 的 任 一 无 穷 点 所 组 成 的 子 集 时 (F 如 为 有 限 集 ， 
不 足 道 ), 由 网 "的 定义 , 我 们 有 关系 式 FcU 5S(x 四 ,61). 这 样 ， 
上 式 中 必 有 一 闭 球 有 (xivossi) 包含 有 书 ， 由 的 一 无 穷 子 集 F;、 同 
样 由 网 的 定义 ,我 们 根据 F2C S (xz2 ,se)) 又 可 推出 , 有 一 闭 


球 S (xi2oy62) 包含 有 了 上: 的 一 无 穷 子 集 F;; “” ”3 如 此 进行 下 去 ,我 
们 可 得 到 集 列 Fi 汪 F; 汪 … 坟 F, 汪 … .现在 ,从 各 F。 中 任 取 一 元 
yn€ Fn(n = 1,2,"…*), 则 FF 中 的 元 列 {ys}. 显然 满足 性 质 : 当 
m7 有 时 ,有 ymnsys€ F,CS(x®,, 8,), 从 而 有 

2 


p ym yr) oyms tio0) + pyn, XI) < 28, 一 二 ， 


7 


故 导 得 p(ymyx) 一 0 《zm > 00). 也 即 {ys} 是 EE 中 的 一 Cauchy 
列 , 因 此 ,由 E 的 完备 性 ， 岂 知 ， 必 有 元 yo € E 3 使 得 lim ya ™ Yo3 


由 此 则 导出 是 E 中 的 列 紧 集 . 证 毕 . 

注 5。 由 引 理 1， 我 们 显然 可 以 直接 得 到 下 面 结 论 : 距离 空 
间 E 中 的 列 紧 集 一 定 是 “可 分 的 "和 “有 界 的 ”. 

为 了 导出 8$1.2 例 4 之 ( 列 ) 紧 距离 空间 @ 上 连续 函数 全 体 所 成 
《8B)- 空 间 C(9) 中 列 紧 集 的 判别 性 定理 (推广 了 的 “Ascoli-Arzela 
定理 ) ,我 们 还 需 给 出 下 面 的 引 理 (注意 前 面 $1.2 习题 关于 “等 度 
连续 的 概念 ): 

引 理 2 如 果 设 {x,.(z)}CC(98) 是 一 个 等 度 连 续 “ 函 数列 ， 
那么 ,只 要 存在 一 个 函数 xo(z), 使 得 

tn(t) 一 xzo(t) (2 一 co);VIEG( 逐 点 收敛 )， 
则 有 ,xolz)€ C(O), Blixs CO— xol| — 0 (一 co) 
证 , 首先 ,由 {x,(z)} 等 度 连续 的 假设 可 知 , Ve > 0,35 一 0， 
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使 得 Vi ，:”€E 0, 只 要 | 一 | 天 53， 就 有 |xs(t) 一 xs (2")| 
二 EE/3 (> 一 1,2,*…) 一 致 成 立 . 此 外 ,再 由 假设 x,(t') 一 xo(z')， 
xn(1”) > xo(t”)(n 一 0)， 故 3N (自然 数 ), 使 得 当 w 宇和 N 时 ,有 
za — xolt)| < 2/3, |xslt”) 一 Yo | < 8/3, 
这 样 , 由 上 去 可 导出 
|xoGz) 一 xz) SE |r) — xn(t)| 十 zw 一 xvGe | 
十 |xv( 7) 一 xoGCz | 


一 二 十 二 十 二 一 8. 
3 3 3 


也 即 xolz) 在 Q 上 也 是 一 致 连续 的 ,当然 有 xo(z) € C (0). 

其 次 ,由 于 8 是 ( 列 ) 紧 距离 空间 ,当然 是 列 紧 空 间 ($1.1 习题 9)， 
故 由 5 引 理 1 可 知 , 其 必 存 在 有 限 “6- 网 ”: (F112, sO CQ, 于 是 
由 假设 可 得 xs (21) 一 xia) (2 一 00)5i 一 1,2,'* "ho, 所 以 ,对 上 
述 正 数 2 ,3N ,使 得 当 ww 宇 入 时 ,有 

| x, (ti) 一 rolz;) | 一 E/3 @ = 1,2,.… * ,Ro) 
一 致 成 立 .这样 ,Vt€ 8, 如 果 设 8 的 “5- 网 中 的 点 如 满足 | 一 纪 | 
二 56, 利用 上 面 的 关系 式 , 我 们 束 可 导出 
[xsC2) — ro | 委 | xs(z) 一 xn(zi,)| + | x Czi,) 一 xolti,) | 
+ |xo (zi,) — xo (2) | 
一 二 十 二 十 二 一 E (n>N). 
3 3 3 


从 而 有 max +xnCz) 一 ze —>0 《2 一 co). 
即 导出 了 |*，, 一 xo| 一 0 (wn 一 co). 证 毕 ， 

有 了 上 面 两 个 引 理 ,我 们 就 可 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 5(Ascoli-Arzela 定理 ). 设 集 FCC(Q)， 如 果 五 中 
的 所 有 函数 x(z) 是 “ 逐 点 有 界 且 等 度 连续 的 ， 那 入，F 必 为 空 
间 CC(8) 中 的 列 紧 集 。 反之 ;如果 五 为 CC(Q) 中 的 列 紧 集 , 则 EF 中 
的 所 有 函数 必 是 ` 一致 有 界 且 等 度 连续 的 . 

证 .我 们 仅 让 明 前 半 段 命题 . 至 于 后 半 段 命题 由 上 面 引 理 
1 是 不 难 推出 的 ,我 们 留 作 习题 . 
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首先 ,由 于 是 紧 ( 或 列 紧 ) 虐 离 空 间 ， 故 由 本 节 注 5 可 知 ,其 
是 ”可 分 的 ,因而 在 8 中 存在 一 移 于 它 的 元 列 {zx}. 

其 次 , V{x,(7)}c FF, 由 FF 的 假设 可 知 ，VztE€ 8Q，{x,(t)} 是 有 
界 复 数列 ,特别 地 ,由 {x,(4)} 有 界 及 关于 在 数 集中 熟知 的 Bolzano- 
Weierstrass 定理 ,可 从 中 选 出 一 个 收 伍 子 列 {x (12D)}C{xr(zD)}; 
同样 地 ， 由 于 {rn Cz,)} 仍 是 有 界 复 数列 ， 故 又 可 从 中 选 出 一 个 
收敛 子 列 {xzn 《22)}C{zxyr 《12)};*"*， 如 此 进行 下 去 ，VA( 目 
然 数 ), 我 们 可 由 {rx-un(A)} 是 有 界 复数 列 , 从 而 选 出 一 收敛 子 列 
{xknC2RD ?CAxx-r(zx)}， 这 样 , 类 似 前 面 ( 三 ) 中 定理 4 的 方法 , 取 
“对 和 角 线 ”函数 列 {x;,.(z)} ,那么 ,根据 上 面 的 做 法 ， 我 们 显然 可 以 
看 出 ,此 函数 列 ltzun()jcC{txzs() ， 并 且 对 于 2 的 稠 集 {zi} 上 的 
各 点 均 是 收敛 的 . 

其 三 ， 我 们 证 明 上 面 在 {xs(az} 中 选 出 的 子 列 {xzww (上 对 
于 @ 上 的 每 一 点 均 是 收敛 的 . 事实 上 ， Vi€ 8， 由 于 {xs(?)} 的 
“等 度 连 续 性 的 假设 ,可 知 ，Ve > 0，38>0， 使 得 只 要 jz 一 | 
过 6， 就 一 致 地 有 EP 一 Xn,nlto) | <ée/3(n = 1,2,.: “ ) 。 

于 是 , 当 我 们 注意 到 点 列 {4} 是 稠 于 @ 的 ,因而 对 上 述 加， 必 
”有 一 点 和 使 得 [#4 一 ol 二 56, 岂 此 ,应 一 致 地 有 

[xn,nCER) — Xanlto)| Ee/3 (n=1,2,..*). 
由 已 知 ,{xn,aCix6)} 是 收敛 数列 ,因而 对 上 述 正 数 6,3N( 自 然 数 )， 
使 得 
[ron BR) 一 zt < Ee/3 (n,m > NWN). 

这 样 ,由 以 上 两 式 就 可 得 到 : 

| rs) 一 rmmlto)| SS | r,s, (to) 一 xm 人 tt 

+t [xan CR) — rm mta) | 十 1xzomkt) 一 xzoo(to)| 


一 二 十 二 十 上 一 (n,m > N). 
3 3 3 


由 熟知 的 关于 数列 极限 存在 的 Cauchy 准则 ,立即 得 出 xx,n(zo)} 
亦 收 敛 数 列 . 
最 后 ,我 们 注意 到 引 理 2, 可 得 到 
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ri 一 xn 一 0 (2 一 co) ViE. 
于 是 , 便 导出 
|xso 一 xtmmll 一 0 (n,m—> 00). 

即 {z。,*} 是 空间 C(Q) 的 一 Cauchy 列 , 从 而 由 C(Q8) 的 完备 性 ,我 
们 则 知 在 C(8) 中 必 存 在 一 元 xo, 使 xn 一 xz 一 co)* 此 即 得 出 
下 为 CC9) 中 的 列 紧 集 . 证 毕 . 

由 定理 5 我 们 可 以 直接 得 到 下 面 一 个 类 似 于 古典 的 Osgood 定 
理 的 有 趣 结 果 ( 它 是 与 第 四 章 所 讨论 的 “共鸣 定理 ”( 或 称 “ 一 致 有 
者 原理 ) 内 容 相 关 的 ): 

推理 对 于 空间 C(Q) 中 的 “等 度 连续 函数 族 {xi(x)|ie 7} 
而 言 ,; 只 要 有 

sup | xz) < 00, ViE 0Q. 


束 可 推 得 
1 < 
作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 利用 定理 5 举 出 两 个 全 连续 算 子 的 例 


子 . 首先 ,与 上 面 (二 ) 段 例 2 类似, 我 们 给 出 下 面 的 例 1: 
例 1。 设 T 是 从 空间 C(9,) 到 其 自身 的 线性 算 子 ， 
[T(x)10) = | p(s)x Cp de), Vx = x(#) € C(O) 
其 中 ,G7?) 为 “ 积 ” 空 间 0, x 86( 仍 为 紧 距 离 空 间 ) 上 的 连续 冰 
数 , 那么 ,是 C(986) 上 的 全 连续 线性 算 子 . 
验 ， 由 全 连续 算 子 的 定义 ,我们 只 需 证 明 工 将 C(2) 内 的 任 
意 有 界 集 变 为 其 内 的 列 紧 集 则 可 .事实 上 ,首先 由 


,tC CalaD| < maxikCs :a9)- ll, 
Vxr€ C(OQ). 


我 们 显然 可 以 看 出 ,对 于 空间 C(98) 内 的 任 一 有 界 集 FF,，T(F) 是 
该 空间 内 的 一 个 “一 臻 有 界 函数 集 . 其 次 ,从 


ITGO1GD — LTOOIG ON < | tC) RC Da lulan) 


上 Ts = max 
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EA ( | Cs’) RS" sa) plas) lxlls vx € C(OQ),Ys,s € 0, 
又 可 看 出 ,对 于 上 述 有 界 集 。 注 意 到 ks,) 是 9 x 0 上 的 “一 
致 连续 "函数 ,又 可 推出 T(F) 是 空间 CC9) 中 的 一 个 “等 度 连续 ” 
函数 集 。 因此 。 直接 利用 上 定理 5 就 可 推出 TCF) 是 C(9) 内 的 
列 紧 集 ,也 即 是 全 连续 线性 算 子 .证 毕 . 

下 面 例 2, 与 例 3 的 验证 我 们 只 谈 "思路 ,详细 的 论述 作为 习 
题 留 给 读者 来 完成 

例 2.。 上 面 例 1 中 具有 “连续 核 ” 的 积分 算 子 也 是 空间 
LXg6, 绍 ,hn)(9s 为 紧 距 离 空间 ) 到 其 内 的 全 连续 算 子 ， 

验 。 利用 到 Schwarz 不 等 式 就 可 看 出 : 了 将 L2C9,，: 委 op) 
内 的 任意 有 界 集 均 变 为 连续 函数 空间 C(9,) 内 的 列 紧 集 ,并 且 再 
由 按 CCQ,) 的 范 数 成 为 Cauchy 列 的 元 列 也 必 为 LX(9,，g， 4) 
空间 内 的 Cauchy 列 ， 因 而 不 难 导出 : CC0,) 中 的 列 紧 集 也 必 为 
LXQ, 络 ,kK) 中 的 列 紧 集 ， 由 此 即 知 工 亦 为 工 (9 3 ,pn) 上 的 全 
连续 算 子 。 验 毕 . 

鲍 3。 在 空间 Lu 多 ,z) (9, 为 紧 距 离 空 间 ) 中 定义 积 
分 算 子 

[TCD]G) 一 人 GDzCDOu(dDvz ~ #() € LQ 8 st), 


其 中 ,“ 积 分 核 > k*(s,z) 为 可 测 函 数 并 满足 
| | |R*Cs, 2) iplds) nu(d) < oo 


po, 

( 称 为 Hilbert-Schmidt 型 核 )， 那 么 , T* 亦 为 LX(Q, 8B ,p) 到 其 自 
身 的 全 连续 算 子 . 

验 ， 与 $1.3 中 证 明 L? 可 分 性 的 方法 类 似 , 对 于 上 述 平方 绝 
对 可 积 的 积分 核 k*(s,1), 必 可 找到 一 列 连续 函数 {h,(s,1)}, 使 其 
满足 

I 一 如 | 一 | GD) — RG) laa) nas) 0， 

Db, 0, 
(2 一 co)， 
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同样 利用 到 Schwarz 不 等 式 , 我 们 还 可 得 到 


|K,(x) 一 天” (Cx)|| 


< (FG) 一 人 ec DPecaDeGeD) lal 


Oo0 0, 
从 而 导出 KK, 一 K* 症 一 0 (2 一 co). 最 后 ,注意 到 上 面 例 2 以 及 
前 面 的 定理 4， 由 算 子 K* 乃 是 一 列 全 连续 算 子 {K,} 的 “一 致 收 
锥 ”的 极限 ,可 导出 K* 亦 LX(Q, 多 ,4) 上 的 全 连续 算 子 . 验 毕 ， 


习 题 


1. 设 工 是 从 空间 (m) 到 其 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 
z = T(x), Vx = {1} € (m). 


其 中 ，= 一 {fm} 有 一 之 /oj 和 全 一 12 …)， 且 sp 2 lil <%, 


试 证 明 : In = sup 之 ，| ci (“ 行 向 量 ”坐标 绝对 值 和 之 上 确 界 )。 
8 jt 


2. 设 工 是 从 空间 (14) 到 其 自身 内 的 有 界线 性 算 子 ， 
z= T(x),Yx = (61961,°"* ,8s) € (1s). 


其 中 ，z = (7 7 一 访 ) (1 S n) 斌 证明: 人 | 


一 mex > |eiy| 〈《“ 列 向 量 " 举 标 绝对 值 和 之 最 大 者 )。 

3. 将 习题 2 中 空间 (号 ) 改 为 〈( 纺 。 且 设 ai = “ji 《1<isj<*), 试 证 
明 : 1Tl = max| 矩阵 (aiy) 的 固有 值 | 

4. 设 5 为 赋 范 线性 空间 ,8, 为 Banach 空间 , 而 T 为 从 E 的 子 空间 
到 古 内 的 有 界线 性 算 子 。 试 证 明 : 只 要 玛 稠 于 E， 则 To 可 以 “ 保 范 扩张 
( 延 折 ) "到 整个 空间 E (也 即 能 够 在 全 空间 上 唯一 地 定义 一 个 有 界线 性 算 
于 ,使 其 满足 条 件 :Gi)ACy) = 46(y) ,Vy € Bo, GDA 一 14Aolao)， 

5. 斌 证 明 : 如 果 {T,}C BCEE,),Toe BCE-E,)， 且 有 IT 一 To 1 一 
0 (> 一 co) (一 致 收 伊 ), 则 必 导 出 

Tx) 一 To(z) 人 一 0 (eeo) Wz EE，《 强 收 但) 反之 未 必 。 
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6. 利用 本 节 ( 四 ) 段 关于 列 紧 集 的 性 质 , 并 注意 到 前 面 $1.3 中 习题 3， 
试 证 明 : 如 果 8 为 距离 空间 , 那么 , 为 了 连续 函数 空间 C( 2 ) 是 可 分 的 必须 
且 只 须 8 是 紧 空间 . 

7. 设 T 为 赋 范 线性 空间 E 上 定义 的 分 配 算 子 . 试 证 明 : 如 果 工 将 五 
中 “单位 球 ” 变 为 已 中 的 列 紧 集 时 , 则 工 为 E 上 的 全 连续 算 子 ， 

8. 试验 证 本 节 ( 四 ) 中 的 例 2. 

9. 试验 证 本 节 ( 四 ) 中 的 例 3. 


$ 2.3， 共 轿 空间 的 定义 及 例 ( 某 些 常 用 空间 上 有 
寞 线性 沁 也 的 一 般 形 式 ) 

在 上 节 中 ,我 们 曾经 介绍 了 有 界 峰 范 线 性 空间 B(E 一 E,) 特 
别 地 ,如 果 E, 二 芭 ( 数 域 )， 由 上 节 定 理 2 可 知 ,我 们 便 得 到 一 个 
Banach 空间 , 称 之 为 E 的“ 共 轿 空间 ”, 即 有 下 面 的 定义 : 

定义 1.。 赋 范 线性 空间 E 上 的 一 切 有 界线 性 泛 水 的 全 体 ， 定 
义 其 上 的 加 法 , 数 乘 及 范 数 为 

(fi +f)Cx) = fx) 十 js)，(ajf)(z) = oa: f(x); 
|| = ,SbP ， [fx VreEF,aEkK. 


其 构成 一 个 Banach 二 内， 称 为 E 的 共 轿 空间 ， 记 为 E*,， 特别 当 
E* 一 E( 按 “等 价 ” 意义) 时 , 则 称 为 自 共 孝 空间 . 


(—) 

为 了 解释 jf 的 意义 ,下 面 给 出 一 个 定义 . 

定义 2.。 由 E 上 一 非 零 线性 (分 配 ) 泛 了 冰 f 所 定义 的 集 

Hj 二 {x|f(x) 一 <，x€E}(c 为 一 固定 常数 ) 称 为 E 中 的 
站 平面 

注 1。 我 们 由 定义 2 不 难看 出 ,上 面 的 “ 超 平面 ”定义 即 为 有 
限 维 时 平面 概念 的 推广 ， 类 似 于 $2.1 中 习题 9， 我 们 可 以 推出 

H:; 一 Ni + xos 

其 中 ,xo 为 E 中 使 f(xo) 二 co 的 某 一 固定 元 ,而 Ny 一 {x|f(x》 一 
0,x€ E} 显然 是 E 内 的 基 一 线性 子 空间 (不 必 “ 闭 ”1), 开 且 同 样 由 
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$2.1 中 习题 9 的 结果 可 知 ,如 果 当 co。 六 0 时 , 则 空间 
E=N,T+ {ar}, VaéC (1) 
如 果 当 co 一 0 时 , 则 在 (1) 中 用 某 元 me E\Nj 来 代 奉 (上 面 的 
xo)， 其 仍然 成 立 . 因此 可 以 看 出 , Hj 的 “ 维 数 ” 恰 好 比 整个 空间 的 
维 数 少 1 (我 们 也 常 因 此 而 说 线性 子 空间 Nj 按 空间 EE 的 “ 亏 数 ” 
等 于 1) ”而 在 有 限 维 空间 中 ,例如 三 维 向 量 空间 中 ,这样 的 集 HI 
正 是 空间 平面 的 定义 ， 


图 2.6 

借助 于 注 1 中 空间 对 于 超 平面 Hj 的 “分 解 式 ”, 我 们 容易 导出 
下 面 命题 : 

5l 理 . 为 了 超 平面 Hj 一 {x|f(x) 一 co， x 《 忆 } 是 闭 集 ,必须 
且 只 须 相应 的 线性 子 空间 Nj 一 {x1f(x) 二 0,x € E}) 是 闭 集 , 

利用 该 引 理 ,我们 给 出 一 个 有 关 超 平面 Hi 与 泛 函 f 相互 关系 
的 一 个 命题 ,这 个 结果 在 第 三 章 要 用 到 . 

定理 1. 为 了 超 平面 Hj 一 {x|f(x) 一 Co， xX € EE} 是 闭 的 必 
须 且 只 须 是 上 的 “有 界 ” 线 性 泛 函 . 

证 ， 由 上 面 的 引 理 可 知 , 我 们 只 需要 对 Nj 来 证 明 本 命题 就 可 
以 了 ， 

1) “< 二 由 于 f 的 有 界 性 此 时 可 推出 其 连续 性 ,从 而 定理 
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2) “一 >” 当 NN/ 一 时 ,有 f(x) 一 0,YVrez :因而 二 为 零 
泛 函 ,已 得 定理 结论 .而 当 Nj 冬 E 时 ,首先 注意 到 Nj 的 假设 ， 可 
知 其 为 一 闭 线 人 性子 空间 ， 从 而 由 $1.4 定理 2 推 得 商 空间 E/N， 
亦 为 一 赋 范 线性 空间 (其 范 数 定义 为 上 [xj 川 = nf xil, v[x] 


《已 /Ni , 且 当 定义 其 上 一 泛 孙 
fC([xz]) = f(x), VIx]€ E/N; 
时 , 由 于 >xH> [x] 为 典 则 上 映 象 , f 为 EE 上 的 线性 泛 阔 ，f 在 Ny 上 
恒 取 0 值 ， 故 知 了 显然 亦 为 空间 E/N; 上 的 一 意 确 定 的 线性 泛 函 ， 
其 次 ， 由 注 t 中 的 关系 式 (1) 可 知 ，E/Nj 是 一 个 一 维 赋 范 线 性 空 
间 , 因 此 ,直接 由 $2.1 的 注 3， 可 知 了 还 是 连续 的 ， 这样 由 于 Vx € 
E,Vixs}CE, 如 果 xs 一 *, 则 从 E/Ni 空间 中 范 数 定义 知 [x,] 一 
[xj(n 一 00); 因 而 有 
fx») 一 大 [xz]) 一 大 [xz]) 一 fx) (n> 00): 

此 即 f 为 E 上 的 连续 泛 函 .由 f 的 线性 假设 ,我们 可 导出 定理 的 
必要 性 结论 ， 证 毕 . 

有 了 上 面 超 平面 的 定义 ， 我 们 就 可 以 得 到 关于 巨 上 有 界线 性 
泛 函 了 的 范 数 镍 | 的 几何 意义 的 命题 : 

定理 2。 赋 范 线性 空间 忆 上 非 零 有 界线 性 泛 函 jx) 的 范 数 
| 州 ， 即 为 互 中 零 元 8 (可 视 为 坐标 原点 ) 到 ( 闭 ) 超 平面 H, 一 {x| 
f(x) 二 1,x € E} 的 距离 的 “倒数 ”. 

证 . 我们 先 假设 元 6 到 超 平面 ,的 距离 是 4, 则 4d 一 inf{ ||x| 
Ix € H,}. ,但 注意 Vr € HH， 由 于 1 一 |f(x)| 委 咱 jz 故 有 

1 

但 另 一 方面 ,由 范 数 | 的 定义 ,我们 又 知 Vs >> 0，3x。€ E， 

使 得 
jzoj = 1,1fCx0)| > | 一 es. 

于 是 , 当 令 于 * 则 有 帮 (2z) 一 1， 且 由 此 可 得 

1 一直 zol = | Cx)¥ol = If Cx0) [zl > | — e) lzoll. 
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注意 到 元 € 日 ,, 故 由 上 式 有 


d= inf xl < ll < 
x€H! 


WA 


了 
[一 
最 后 , 令 s 一 0, 由 上 式 则 可 导出 4 反 oT 


综合 上 面 两 个 关于 4 的 不 等 式 ,就 得 到 本 命题 的 结论 . 证 毕 . 

用 类 似 证 明定 理 2 的 方法 ,我 们 还 可 以 较 容易 地 得 出 一 个 命 
题 ， 这 个 命题 与 以 后 第 三 章 关 于 未 知 数 是 空间 元 素 的 方程 的 求解 
问题 有 关 . 

定理 3. 设 E 为 一 赋 汇 线性 空间 , fh € E*, 那么 ,Ve 二 0， 
3x1€ ,使 得 fx) 一 |x 过 1++. 

证 。 由 设 访 为 互 中 的 有 界线 性 泛 函 ， 并 且 我 们 可 假定 访 为 
非 零 乏 函 ( 否 则 不 足 道 ), 故 从 上 的 定义 中 知 3x。€ EE ,使 得 


中 zol = 1, |f.(xo)| > £1 一 (二 0)。 


我 们 取 元 
| IE 


bs 一 一 


fi (xzo) 
那么 ,显然 有 fCx) = aE 并 且 从 上 式 还 可 导出 
el 一 A = 1 十 8 。 


[f(xo) | 上 | _ A 


x, 一 


证 毕 . 

在 本 段 的 最 后 ,我 们 给 出 关于 互 中 元 列 的 “ 弱 收 敛 的 定义 ， 
关于 它 的 详细 讨论 ,特别 是 它 与 强 收 敛 《 即 原 来 定义 的 按 范 收 
和 敛 ) 的 关系 ,我 们 将 在 第 四 章 讨论 .这 里 ,和 多 给 出 它 的 定义 ， 

定义 3。 设 元 列 {x,}CE, 我 们 称 x, 当 ” -> oo 时 弱 收 全 于 
xo€ ,是 指 有 : 

f(xs) —>f(x) n> coco) VIEE™ 
成 立 , 第 简 记 为 x, 一 xo (n 一 co). 

注 2. 如 果 x。 一 mo 则 必 有 xy 一 zo 《zn 0)，( 为 了 区 别 起 

见 ,我 们 常 把 元 列 的 按 范 收敛 称 为 强 收 和 敛 ， 因 而 上 面 即 说 明 ， 
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一 个 强 收敛 的 元 列 必然 是 弱 收 敛 的 ). 

注 3， 如 果 x, 一 xoCn 一 co)， 那么 ,未 必 有 如 一 xzo(z 一 co). 

为 了 说 明 这 个 事实 ,只 要 考查 下 面 的 反例 就 可 以 了 : 

反例 .在 (2) 空间 中 , 取 基 底 元 列 ce, 一 《0，,- 30, 1», “* )， 
那么 ， 由 es = 1(nx=1,2,.， ' ), 显然 可 知 ce, 一 一 0 (1 一 00). 
然而 从 下 面 (二 ) 中 的 例 3， 我 们 将 知道 (?) 空间 上 的 所 有 有 寞 线 
性 学 限 必 可 表 为 


f(x) 一 > ftn» Vx = {8,}€ (0), 


其 中 {f}€ (RP?)、 因 而 ， 可 得 

fes) =f,—> 0(n-> 00), VI= {f,}€ (1)* = (0). 

即 有 ce。 一 9(n 一 co )， 此 即 验 得 本 反例 (同样 地 , 由 后 面 (二 ) 段 的 
结果 ,我 们 将 容易 看 出 , 如 果 将 此 反例 中 的 空间 (2 换 为 空间 (c) 
或 (7?)(p > DD 该 结论 仍 是 成 立 的 ). 

(二 ) 

下 面 给 出 几 个 常用 空间 的 共 辆 空间 的 例子 。 至 于 一 般 的 赋 范 
线性 空间 ,是 否 除 了 f(x) 三 0,Vx € 瑟 ( 零 泛 函 ) 外 , 还 存在 非 零 的 
有 务 线 性 泛 函 的 问题 ,我 们 将 在 后 面 的 第 三 章 来 回答 .在 那里 , 答 
案 是 肯定 的 ， 

在 下 面 的 例 中 , 我 们 还 要 回忆 到 $1.5 关于 两 个 赋 范 线性 空间 
“等 价 ” 的 概念 ,这 里 ,我 们 说 两 个 空间 “相等 ”, 就 是 说 它们 是 等 价 
的 . 

下 面 , 我 们 先 给 出 几 个 “数列 ”空间 之 共 孝 空间 的 例子 ， 为 了 
得 到 第 一 个 例子 ,我 们 给 出 下 面 的 命题 : 

命题 1. 为 了 有 和 界线 性 汉 转 fe (K")*, 必须 且 只 须 有 


f(x) = > 下子 到 Vr 一 (5 二， ， * ,En) € 大"”， 


其 中 ,f= (fi1,f,** fh ) 为 + 元 有 序数 组 . 
证 。1) “< 一 如果 泛 函 了 如 上 述 形式 ， 显 然 其 是 “分 配 
的 ， 又 由 Cauchy 不 等 式 ,我们 可 以 导出 
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IfCx) | 一 D3 frst | < >， A 
k= 1 k= 1 


< | > je， vee Kr. 
k=1 


故 即 f(x) 为 ”上 的 有 界线 性 泛 水 ,也 见 f EC(K")*. 

2) 一 > 设 1€E(K"')*, 即 f 为 人 ”上 的 一 有 界线 性 泛 测 ， 
我 们 令 ex 一 (人 0，…， 0 a ;0， * ,0), fi= f(e (1l ken) 于 是 ,~ 
Vx 一 (&,52,* +6,) € 并 ", 则 有 


f(x) = (> Eek ) — > sf (co 一 Nt 


下 毕 . 

例 1. ( 民 ?)#* 一 天 ". 

验 。 由 命题 1 可 知 ， 当 我 们 将 任意 元 f€ (K")* 与 那里 的 
(fi fo) 之 一 一 对 应 关系 记 为 上 时， 显然 是 空间 (KK")* 与 
太 " 的 “线性 同 构 " 映 象 ,并 且 ,在 命题 的 充分 性 证 明 中 ,我 们 还 得 出 


ED I 
k=1 


男 一 方面 , 当 f 非 零 时 特别 取 元 


= 一 二 一 ， 一 二 -一 …., 一 二 一 EC 大” 
| 之 [fe > | 大 >, [fl? 
k=1 k=1 x=1 


时 ,显然 有 lzol| 一 1, 且 f(xo) 一 /2 [大昌 ;由 此 ， 
k=1 


| 之 p3 [fel? ™ | 


即 上 述 映 象 ?是 保 范 的 (对 了 为 零 元 也 对 ). 这 样 , 便 得 到 CK")* 
与 上 &" 是 等 价 的 验 毕 . 
命题 2， 为 了 有 乔 线 性 泛 函 je (c 力 ， 必 须 且 只 须 有 
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jx) 一 > fav — {#8,}€ (ce)， 
其 中 ,一 {fo} (1 im 名 一 名 
证 ，1)“ < 一 ” 如 上 面 所 设 Ha) 一 了 Df, 5,, vr 一 {5,}e 
(c), 由 于 {f}€E (1), 帮 有 
1 — [3 78, | < Bl, < DT 


= (5 I) ll ve {8 Ce). 
这 里 ,我 们 注意 : 由 于 5, 一 (nn 一 00)， 故 不 难 导 出 ,sup 。 [8, | 
一 sp 15,| 一 xl， 显然 可 知 / 是 (c) 上 的 有 界 泛 函 ,至 于 其 
分 配 性 则 是 明显 的 , 见 f€ (c)*. 
2) 一 > ” 设 fe€E(c)*, 类 似 上 例 , 我 们 假设 Ce) 中 的 元 
eo 人 (1,1,...); Cn 一 《0，… 10321320， (nn = 一 1,2,.*……). 

并 令 fo = feo), fa 一 f(e,) (zn = 1,2， … ). 那 尹 ,首先 ， 对 于 
(c) 中 任 一 元 z 一 {5,, 当 设 lm §, 一 名 时 ,我 们 容易 验证 在 “ 按 
范 收 敛 的 意义 下 ,有 关系 式 


x 一 《8 5 *** ,8 “**.) 
一 [es 十 (&, TT £0) , 60+ (Es 60), “9 &o 十 (EF,—&0) *] 


一 #oc 十 > (8&4 一 C0) er. 
其 次 ,由 于 是 (ce) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,因而 是 连续 的 线性 泛 
议 , 故 对 上 述 元 x+*, 有 
f(x) = Eof(eo) 十 > (€, 一 Eo)f(e,) 
~ fts + Dh, (, — 8) CO) 
下 面 ,考查 由 泛 函 #/ 所 定 的 系数 有 与 (rn 一 1,2,"…) 所 具有 
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的 性 质 。 为 此 我 们 取 元 xy 一 {& }， 其 中 ， 
| fo ’ 当 nN 时 
#0 一 


|j| (N= 1,2,...) 
0 ， 当 pz 汪 WW 了 时 


(这 里 ,再 次 强调 指出 ,与 第 一 章 一 样 , 当 (f, | 一 0 时 ， 我 们 约定 ” 


下 条 一 9， 以 后 均 不 一 一 指明 了 . ) 易 见 ,由 于 jim 2? 一 0 一 59， 故 


和 YN 《自然数 )， 均 有 XN E (c )， 且 有 中 < 1， J(xn) 
= 2 1f|. 于 是 ,可 以 得 到 
[fxn)| xy ss if 


也 即 有 
之 ， fe N= 1,2,.…), 
于 是 当 令 入 一 oo 时 ,可 得 到 


之 ， lfi| 过 | 有 |. 
这 样 ， 我 们 显然 可 以 看 出 之 ， If 是 收敛 的 ,从 而 (2) 可 以 变换 为 


fx) 一 ji 十 > 815 一 名 of, 


向 当 设 
: fo = fo— 2 
时 ,最 后 可 以 导 得 


f(x) = 人 js Vx = {5,}€ (c). 


其 中 ,> [fl 二 访 1h| 二 00, 也 即 f1= (ff …， 


fn»»***)€ (C7). 证 毕 ， 
例 2. (0c)* = (1)， 
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验 . 由 命题 2 可 以 得 到 空间 (c)* 中 的 元 f 与 空间 (2 中 的 
元 (fsfi ,>: ”° ,fo， “” - ) 之 间 的 线性 同 构 映 象 ， 下 面 ， 证 明 此 映 象 是 
“ 保 范 的 . 
事实 上 ,在 上 面 命题 2 的 充分 性 证 明 中 ,我 们 已 经 导 得 
60)1 < (3 11.1) al, ve Ce). 
从 而 可 得 
< 2 hl; (3) 
而 另 一 方面 ,如果 取 元 XN 二 人 人 (CN 一 ]:, 2 *)， 其 中 ， 
f, 上 | 3 n < 人 二 
sm {1 当 时 


jo/ [fl 当 ” 盖 人 时， 
由 于 lim 3 一 fof |fol 一 SCN = 1,2,-…), 故 知 YN( 自 然 数 )， 


均 有 xn EE (ce). 所 以 ,有 
f(xw) 一 >， fl 十 Dy /lhl, 


义 由 (注意 到 |xw|| 和 < 1) 
上 xs) <M lxyll = ll, 
故 有 


PA 


因此 , 当 取 NN 一 co 时 , 注意 到 2 If fo/ |fo| 万 是 收敛 级 数 


| Y= 1,2,.…). 


,11 的 余 项 , 从 而 又 可 推 得 


知 三 改 


> If < HM. (4) 


综合 (3),(4) 式 , 便 导 出 该 映 象 是 “ 保 范 ” 的 ,也 即 Ce)* 与 (ID 是 等 价 
的 。 验 毕 . 
注 4。 为 了 以 后 的 需要 ,我 们 还 要 指出 ， 对 于 空间 Ce 中 所 有 
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极限 为 0 的 收敛 数列 全 体 所 成 的 闭 线性 子 空间 (co) 而 言 ， 类 似 于 
上 面 的 命题 2 及 例 2 不 难 导出 (c0)* 一 (7). 
命题 3。 为 了 有 界线 性 泛 函 je (1?)*(p 宇 1)， 必 须 且 只 须 有 
fx) = > fabs, Vx = {€,} € (1?), 


其 中 一 {fn}《 (1) (这 里 , 当 p 之 1 时 ,二 十 地 一 1 当 p = 


1 时 ,9 一 oo:(C2) = (m)). 

证 。1) < 一 ” 由 $1.2 的 Halder 不 等 式 并 注意 到 那 节 后 面 
的 注 8《 即 此 不 等 式 对 于 p 一 1 也 成 立 ), 我 们 得 知 , 从 上 面 命 题 中 
的 这 函 的 表达 式 中 ,我们 可 以 导出 


Hole D3 fs, | < > |f8,| < (> 1 ) (这 上 


1 
Pp 


- (> le) ly ve = 二 Je 


| 


从 而 由 设 ( > ljul*) < oo( 当 4 = oo 时 ;上 式 理解 为 mp jn1)， 
可 知 ff 为 (2?) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,也 由 f€ (的 ) 

2) “—>” 设 已 给 f€ (1?)*, 我 们 先 令 es—(0,: ""y 09,1,0, 
-…) (一 1,2…:)， 那么 ,由 5$1.3 可 知 ， 上 述 可 列 元 构成 空间 
的 可 数 基 , 即 有 

x DO Een, Vr = {8,}€ (1?). 


再 注意 到 f 为 空间 (UU?*) 上 的 连续 线性 泛 国 , 故 当 令 
fa 一 帮 cv) (n=1,2,-.*) 
时 ,显然 可 得 


f(x) = 之 | 1.5， Vx = {8,}€ (1?). 


下 面 ,分 别 对 p >> 1 与 2 一 1 的 情况 来 考查 ,这 里 由 泛 函 了 所 
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i。 当 zp 之 1 时 ， 我们 取 (1?) 中 一 列 元 xn 一 {8Y*}， 其 中 ， 
| f» 3 当 m< 妇 和 时 (N= 1,2,-...)., 


[fo | 
0 ， 当 # 盖 时 


那么 ， 可 得 到 /Kxxv) = 之 ， [1?, 从 而 导出 (注意 p(g 一 1) 一 9) 


> fl = fxn) < Nl = > Cpl | 
- 人 ol) 
(¥ > 1 ,1 闪 0 时 ) 将 上 式 两 边 同 除 以 (> 1 ) ,从 而 得 到 
(再 次 注意 ! 一 地 一 十) (> il 人 < CN 一 12，…) 
此 式 当 > |f.19 = 0 时 也 成 立 ). 最 后 , 令 N > o0, 由 上 式 可 导 


(2 141) < Ms BD {hye (2). 
i， 当 一 1 时 ,我 们 取 (1) 中 的 一 列 元 zw 一 {加 中 ,其 中 ， 
. | fy 3 当 2 一 N 时 
名 


= 一 |fn| (N= 1,2,...). 
0 ， 当 n NH 
那么 ,可 得 到 f(xn) 一 |fy| CN = 一 1,2,: “ “ )， 从 而 有 
| 六 | = fxy) jzy) = CN = 1,2,……). 

由 此 可 以 导出 sup fy| 委 用， 也 即 {}€ CQ”) = (mm)， 证 毕 . 

例 3。 (12)* 一 (19) (其 中 > 1 时 ,六 十 可 一 1; 2 一 1 
时 ，9 一 co ，(”) 一 (m)). 

验 。 由 命题 3 可 以 得 到 空间 (2)* 中 的 元 了 与 空间 (1) 中 
的 元 {f。】 之 间 的 线性 同 构 映 象 。 并 且 可 证 明 此 映 象 是 “ 保 范 ” 
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注 5。 特别 地 ,由 例 3 我 们 可 以 导出 空间 (2) 是 自 共 乞 空间. 
下 面 , 我们 举 几 个 “函数 ”空间 的 例子 ， 为 此 先 给 出 一 个 著名 
的 命题 如 下 ， 
命题 4 (Riesz 定理 )。 为 了 有 界线 性 泛 函 je C*[4,b], 必 
须 且 只 须 有 
Ce) 一 | Cd), Ve ~ xle) € Clasb], 


其 中 ,f(z)EV[a,b] (V[a,6] 为 [ap] 上 以 “全 变 差 ” 为 范 数 的 
“ 左 连续 ”的 转变 函数 全 体 所 成 的 典范 线性 空间 。 其 中 ， 相 差 常数 
省 视 为 同一 元 ). 
证 。1) < 一” 这 是 较 明显 的 ， 因 为 当 C [4,6] 上 的 泛 函 f 
表 成 
/GD 一 | x Ve = x() € CLasd)] 


(其 中 ,f(z) E V1a,6]) 时 ,显然 它 是 分 配 的 。 再 由 “Riemann-Sticltjes 
积分 的 定义 , 直 搂 可 以 导出 
DT < VD lal, vee clasd]. 
即 | 
< V 0D CV OD 为 KD 在 [ob 上 的 "全 变革 7) 


因此 fe€ C*Ea,6b]. 
2) 一 > ” 设 已 给 1€ C* [a,5]， 演 察 空 间 CLa,51, 我们 可 
以 看 出 ,Vx(z)€ CL[a,65], 由 于 
inf ， {suplxCD | li€ [a,bl\E,u(E) = 0} 一 max ， |x(C2)|， 


因而 亦 有 x*(7) E€ M[a, 5], 并 且 Txllc 二 llxllx，、 于 是 ， 我 们 当然 可 
以 将 空间 C[a,5] 视 为 空间 M[a, 5] 内 的 一 个 闭 线性 子 空间 . 

其 次 , 对 上 述 在 C[a,5] 上 定义 的 有 界线 性 泛 函 f， 我 们 必 能 
保持 其 “ 范 数 ”不 变 地 扩张 为 M[【0,1] 空 间 上 的 有 界线 性 泛 函 (此 
“ 保 范 扩 张 * 是 可 以 做 到 的 、 理 论 上 的 证 明 我 们 将 在 下 面 第 三 章 给 
出 )， 即 有 jw* 一 |， 


“TI13， 


这 里 ， 讨 论 空 间 M [a， 2] 内 的 一 族 函 数 {zz(4)14 委 上 :和 0 
(参看 图 2.7). 


| 
| 
1 
| 
z 


图 2.7 


1 ， 当 z 委 1< 上 时 


4 和 /上 /和 8 
0， 当 上 委 12< 委 时 么 2 


8 (2) 一 | 


并 且 令 
f°0) = f&) (a 7). 
下 面 证 明 以 上 定义 的 函数 让 (2) 在 1a,5] 上 是 图 变 水 数 。 为 此 ,我 
们 先 把 [a,5] 区 间 任 意 分 割 为 个 小 区 间 , 设 其 分 点 表 为 
4 一 加 < 于 站 天 < 加- 一 和 一 六 

那么 , 当 设 复数 

Er = f° Ce) Of C/N) — fe) R= 1,2,.**, n) 
时 ,由 于 泛 函 fc M*[a,5], 因 此 ,我 们 可 以 得 到 关系 式 


VIP) PD = T&L — fa)] 
k=1 kK=1 
一 2 Sx [fH&C2)) 一 fC2))] 
k=1 


一 > Sk (8 ~ 2, |， 
根据 名,《% 一 1,2,… 2) 的 取 法 ,由 上 式 我 们 则 可 推出 
2 1PGoD — fd < be | > a Go — 8 ) 
丰 亚 下 A=1 


< | = Hh. 
由 于 上 面 [a，b] 区 间 分 法 的 任意 性 ,由 此 可 导 得 


11i4® 


V (4°) < |, | 
于 是 ,由 Vx 一 x(z)€ Cla,6b], 当 令 (4) 一 上 La (DD), 


ViE [asbllk 一 1 2 “72) 了 时，, 便 可 以 构造 出 空间 Mla,2] 内 的 
一 元 列 {za}, 


si) = Dx (a + R60) ) [8G2) —&AD], 


Vi€ [a,b] (nn 一 1,2,.……). 由 图 2.8 可 见 ，z, (4) 即 为 x(2) 在 
[a,5] 上 的 一 个 “简单 函数 “阶梯 国 数 )， 并 且 有 关系 式 


jz) = Dx (a + Ko— 0)) [Ka 一 KatD] 


一 3 xla 十 所 2 一 ”la 十 La bo— 
Det )) [rt oe)) 
-f(a + 4=16— oa) )|, 

因而 注意 到 *(z) 是 [a,6] 上 连续 函数 ， 从 而 由 “R-S 积分 ”的 性 
质 ,可 以 导出 

lim f(z,) 一 r xD df° (2). (5) 
而 另 一 方面 ,由 函数 列 {znCz)} 的 做 法 ,我 们 可 知 

zs — zlly = sup, jzxnke) 一 xD 一 0 《2 一 oo) 
从 而 由 泛 函 /的 连续 性 ,又 可 导出 
lim f(z2,) = f(x). (6) 


* 1L15。 


因此 ,由 极限 的 唯一 性 我 们 由 式 (5),(6) 可 导出 
Hx) = | rz(D)d1e(D)， Ve axle CEab], 
同样 ,由 于 乃 是 泛 函 fe Cr [0,11 的 “扩张 * 泛 函 , 所 以 , 便 导 出 
f(x) = | xCadfo(e), Vr = x(t)€ Clasb]. 
最 后 ,由 “R-S” 积 分 的 性 质 ， 我 们 可 知 ， 上 述 园 变 函 数 f*(2) 
是 可 以 对 应 于 唯一 的 一 个 “ 左 连续 ”的 园 变 函数 f(t) EV [4a,6] (从 
而 显然 有 
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V WO< Vo) < 
使 其 恒 满足 关系 式 
| > af) = | xCDAfC), vl)e clasd]. 
由 此 导出 了 关系 式 
fs) 一 | zxCDda1KD， Ve xl) € CLasb], 


其 中 , f(z) EE V[a,b5]， 证 毕 

例 4。 Cc*[a,6] 一 Vla,6]. 

本 和 最 后 ,我 们 再 给 出 一 个 命题 并 导出 一 个 L? (yp 之 1) 空间 
的 共 示 空 间 例 子 . 

命题 5。 为 了 有 界 泛 函 je (L?[a,6])*(p 之 1), 必须 且 只 须 
有 


/CD 一 | Cf a ve 一 zx(De Lasd], 
其 中 ;人 De L?[e,6] (这 里 ， p> 1 时 , 工 十 二 一 1 当 户 一 1 


内，g 一 co， 世 ” [a,bl] = Mla,b}). 
证 ，1) < 同样 由 $1.2 的 Halder 不 等 式 和 那里 的 注 8， 
我 们 可 以 从 上 面 的 表达 式 中 导出 人 p 1 均 对 )》 


WH <() llear 六 


se 1i6s 


从 而 我 们 不 难看 出 f 为 L*[a,b] 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 也 即 有 
feE (Lr?[a,b])*. 
2) = 之 ” 设 已 知 fE (Lffa,5])*, 类 似 证 朋 命 题 4 的 必要 
性 的 方法 ,在 空间 Lfa,b] 内 取 一 族 函 数 {8%(4)la 委 上 < 委 0)， 
, 1， 当 ea 委 1< 上 时 
2 -in 当 ; < < 时 “<' 人 < 
并 且 设 
gz) 一作 2) (es 和 上 < 委 外 . 
我 们 可 以 看 出 g() 在 [ea,2] 上 是 “绝对 连续 ”的 , 事实 上 ,Vs > 


E p 
0 ， 只 要 取 正 数 一 (一 于 ， 那 么 ,对 于 [a6] 上 任意 = 个 


互 不 相交 的 区 间 和 一 (oux ， Bi) (KR 一 1，2，…: 7) 只 要 有 


之 |Ak| 天 58， 并 设 
8g(CpBk) 一 8(ck) 加 , 
$4 = gp — gon) | (和 一 12 
时 , 则 有 


2) |g(Pi) — g(ar)l = 3 Sxr[g Br)—g (or)] 


— Dl) 一 fcD0 =f [2 sa — &0 | 
k=1 =1 


2 


< WI | sm — #0 
注意 到 4(4) 的 取 法 ,我 们 又 有 
人 > EC8ex 一 Eo) | 一 ( | > Ex[% pr (42) 一 801| a2) 
< (> |. 2 一 (> [Ai ) 0 


+ 


se。 117。 


从 而 可 得 : 
— f(a < 过 | 、… 8 _ << 6， 
> {fCB1) 一 far) | al T 二 [有 E 


于 是 由 闷 数 论 的 知识 可 知 , gQ@) 必 在 [a,5b] 区间 上 “ 概 ” 存 在 着 L- 
可 积 的 导 函 数 , 当 令 

f(t)=g(t) (tél[a,b]) 
时 ,有 


g0) = g(a) + | gr 2 一 (Co 十 | /Ca vre [asb] 


但 由 泛 冰 f 的 分 配 性 ,可 知 ,由 于 % = 9《 注 意 :在 L? 空间 中 ,“ 概 ” 
为 0 的 函数 即 为 零 元 0) ,因此 ,由 函数 g(x) 的 取 法 有 

g(a) = 1(%) = 1(0) 一 0， 
从 而 我 们 导出 


gC) 一 | 1C0)42, Viecf[fz:2 


这 样 , 对 于 L?[a,6b] 空间 内 所 取 的 上 述 函 数 族 {1a 委 上 委 5} 中 
的 每 一 函数 &%， 可 得 到 泛 画 表达 式 


8) — gD =— | fd) TD)22 一 | 1a2. 
并 由 上 的 分 配 性 可 知 ,对 于 空间 L? [4,8] 中 , 形 如 


前 


sonuc(1) 一 2) or [21,(4) CD 十 8 (2) 


k=1 
的 右 连 续 简单 水 数 (其 中 ， 2 一 加 一 太一 二 加 -< 和 一 0 为 
[a,2] 的 任意 分 点 ， 人 为 任意 复数 (k= 1l,2,*"*…*.， n); n= 1, 
2 …。 -) 均 有 泛 闲 表达 式 
f 250) — (zn). 
其 次 ,对 于 L?* [a;5] 中 的 任 一 有 界 可 测 了 水 数 y(z), 从 水 数论 
的 知识 还 知 , 必 有 一 列 “一致 有 界 右 连 续 的 简单 函数 {z.(z)}， 使 
得 z(t) 一 7》《〈 概 ) (2 一 0)。 于 是 ,由 Lebesgue 控制 收 和 全 定理 ;就 
可 得 到 


。 15 。 


人 


|z, 一 地 一 (| | sg。(z) 一 yO a) 一 0 (2 一 co); 
和 
在 5 
f (zs) 一 | zn A 一 > | y(t dt (n— 00)., 
所 以 ， 由 泛 函 了 的 连续 性 ,我 们 就 可 导出 
10D — lim fs) 一 | yD fOr. ©) 
其 三 , 为 了 证 明 上 述 泛 前 的 积分 表达 式 对 整个 空间 L? [4,6] 
均 成 立 , 我 们 需要 先 讨 论 上 面 由 泛 况 f 所 确定 的 溪 数 f(z) 的 性 质 ， 


i。 当 p 之 1 了 时 ,有 f(z) € Ls[a,6]. 
事实 上 , 取 空 间 L? La,6] 的 一 元 列 {ys}，- 


[Fe 2 Tr , 当 [Ke | < 和 2 时; 


n° |? 当 [11 > 时 (nn = 1,2,*…:), 


那么 ， 显 然 可 以 看 出 《ys(z)} 是 一 列 有 界 可 测 省 数 ， 因 此, 由 式 
(7), 应 有 泛 际 表达 式 


f{ys} 一 | yanCDf)d (n= 1,2,...). 
于 是 ,一 方面 我 们 有 / 
HG < Wyo = II yc 向 大 Gn — 1,2,0°°); 
另 一 方面 又 有 (注意 到 |f(2)1 全! 之 |y,(2)1) 
[yo 一 | yr)f) dz 一 | | ys 人 (| |f(2) 1 zz 


而 2 
> | yy DI a = | yD 7 a 


一 | [yaC2) |? az (= 1,2,...). 
综合 起 便 有 
| |y» (2) ?a < HI 人 | yal) |?at 用 (a = 1,2,...), 


se TI9w 


由 此 导出 
(| (ya (D1 二 < (n= 1,2,.、:). 


注意 到 由 f(z) 是 工 可 积 的 ,所 以 由 ys) 的 取 法 可 知 
fy.)| 一 |fC2)117!( 概 ) (nn 一 00)， 
因此 ,由 Fatou 引 理 ,我 们 导出 


I (al ) a :| < 上 用 。 


(| tl a) < Hl 


也 即 导 出 f(z) € L? [a2]. 

i.。 当 p 二 1 时 ,有 fz) EL”*[a,b] = M[a,6]. 
“事实 上 ,注意 到 在 证 明 此 处 必要 性 的 时 候 ,我 们 所 假设 的 函数 
g() 不 仅 在 [a,5] 上 绝对 连续 而 且 还 满足 Lipschitz 条 件 。 因 为 ， 
Yaszt3€ 【a，65], 由 假设 有 

[gC22) 一 gb = |f(%) 一 大 中) = |f(%, — %)| 


< Ws, — ,0 — ,01a 


一 | * [|z, 一 til ? 

从 而 可 知 相 应 的 函数 
{D1 一 18g 0 第 ( 概 ) te fa,6]. 

由 此 导出 

inf {suplf(O)| li€ [a ,bl\E ,pC(E) = 0} | 
也 即 FE“[e， 5] = M [a,6]}. 

最 后 ,由 上 面 关 于 1(2) 的 性 质 ， 可 将 式 (7) 所 得 的 泛 函 积分 表 
达 式 推广 到 整个 L? [a,5] 空间 上 去 .事实 上 ，Vx(D)e L?*[a,6b]， 
在 $1.3 L? 可 分 性 的 证 明 中 ,我 们 已 经 知道 , 在 L*[a,5] 中 必 有 一 
有 界 可 测 函 数列 {y,(z)}, 使 得 
|y, 一 划一 0 (2 —> co )。 


因而 ,由 泛 函 f 的 连续 性 ， 我 们 可 以 导出 


。120， 


此 即 有 


和 | 


帮 x) 一 lim fy) 一 lim | yn dz. 


男 一 方面 ,注意 到 上 面 关 于 函数 f(z) € Lala ,b] 的 结果 ， 由 llder 
不 等 式 (p 二 1 也 在 内 ) 就 可 得 到 


I De = OI Ka) < | yD — #1 DL a 
< (人 DG xh). (| lL) 


= (| la ys — rl 0 (no00). 
结合 上 式 也 可 导出 : 
(GD 一 | x ad, Ye = (DE L'asb], 
由 上 面 的 结果 ,可 知 f(z)€ Ls 【a,b]. 证 毕 
鲍 5。 (CL?[a,b]))* = Lg[a,blCp 21; 十 四 一 13p 一 1 


时 了 7 一 co). 

注 6。 从 例 5 可 知 ,空间 L? [ap] 亦 为 自 共 罗 空 间 . 

注 7、 在 例 3 与 例 5 的 结果 (12?)* 一 (419)，(L?)* 一 Ls 中 ， 
数 与 49 有 关系 : 十 于 一 1 (一 1 时 ,约定 y 一 co), 由 于 上 
式 中 ”与 9 是 对 称 的 , 人 们 自然 要 问 ， 如 果 当 p 一 co 时 ， 也 约定 
gy 一 1, 那么 ,上 式 是 否 也 正确 呢 ? 其 实 , 这 是 不 正确 的 。 在 下 节 我 
们 将 不 严格 地 说 明 (4)* 一 (m*) 寻 (7),，(L”)* 一 《M)* 寻 ,而 
只 有 在 第 三 章 ,我 们 才能 严格 地 验证 它 . 


土 
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习 题 
1. 设 在 KK? 中 引入 范 数 
xl = |é.| + |8:|, Vx = (§.,8.)€ KR. 
其 所 构成 的 赋 范 线性 空间 记 为 六 tv， 在 天 4 上 定义 一 泛 项 f， 
f(x) 一 上 十 685， Vr= (§.,61) € Ki,. 
(其 中 ,8 为 两 固定 复数 )。 试 证 明 fe CK6)*, 并 求 州 =? 
2. 试 对 “所 有 数列 ”所 构成 的 空间 (5) 其 中 ,收敛 ”定义 为 “ 按 坐 标 收 
, 121。 


效 , 求 出 其 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 . 
3。 设 空间 DW [0,1] 表示 ($1.2 习题 ) 空间 Co[0,1] 内 的 元 按 范 数 
人 | = max {1xCOF (| (1 
所 成 的 赋 范 线性 空间 , 试 证 明 : 
G) DH[0,1] = EB 十 C[0,1]。，( 其 中 ,Eh 为 一 维 空间 ; “+” 表 示 “下 
接 和 ”.》 
(ii) Dw[0,1] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 为 


js) = Dn (0) + | za AH) Yre DLE0s11. 
(其 中 ,水 数 1(:) EV[0,1] 由 泛 函 1 唯一 确定 ,) z 
1. 设 Ei,E2 均 为 峰 范 线性 空间 ， 试 证 明 : 对 于 积 空间 5, XE, 《〈 范 数 定 
义 为 Keasxz) 有 一 让 十 站) 有 关系 式 


(E, x E,)™* = Er x Er. 
(这 里 , 积 空间 E? X E¥ 范 数 定义 为 C7, ,7 一 max( |lf,||, (#1 ).) 
5. 设 E= 甫 《E41) 如 $1.4 习题 所 定义 ,并 设 E 中 的 范 数 定义 为 
了 ET 了 


ol = (3) lsd), Vd) eE Cp>1) 


试 证 明 : EB* = 下 (2*)， 且 具有 范 数 


EE 了 


[人 
i 


$ 2.4. 目 反 空 间 与 共 斩 算 子 的 概念 


(—) 
上 一 节 , 我 们 已 经 给 出 了 几 个 具体 空间 的 共 略 空间 的 例子 , 讨 
论 了 对 于 任何 赋 范 线性 空间 EE 而 言 , 其 共 轿 空间 E* 总 是 存在 的 ， 
而 且 不 仅 只 含 一 个 零 元 ( 零 泛 函 ). 并 且 我 们 还 知道 ,对 于 任何 赋 范 
线性 空间 瑟 来 说 ,其 共 辆 空间 E* 也 构成 一 个 赋 范 线性 空间 ( 且 还 
是 Banach 空间 ). 自然 ， 我 们 也 可 对 于 E* 来 讨论 它 的 共 斩 空 间 ， 
也 即 CE*)*《 记 为 E**), 常 称 为 E 的 “二 次 共 罗 空 间 ”。 并 且 由 此 
.122。 


和 


我 们 还 可 以 引出 下 面 的 定义 : 
定义 1 赋 范 线性 空间 E 称 为 自 反 空间 ， 是 指 存在 一 个 由 EE 
到 E** 上 的 如 下 的 等 价 映 象 p: 
X<—> pe» vrerFE. 
(其 中 ,pg: € E**, 有 时 简 记 为 X), 使 得 
pf =x), vi€ E™, (1) 
这 时 ,我 们 常 将 相互 等 价 的 空间 E, E** 记 为 E 二 E**. 

注 i. 上 面 (1) 定义 的 从 空间 五 到 E** 的 映 象 pgp， 通常 称 为 
“自然 (或 典 则 ) 卫 和 象 ”( 由 后 $3.1 定理 3, 我 们 将 可 知 其 确 为 一 "等 
价 " 贞 象 ,也 即 上 述 线 性 同 构 的 足 象 是 保 范 `” 的)。 并 且 由 此 我 们 
又 可 得 到 关于 一 个 赋 范 线性 空间 的 完备 化 的 方法 , 即 , 那 时 只 要 在 
E** 空间 中 取 包 含 py(E) 的 最 小 闭 子 空间 就 可 以 了 (注意 , 由 上 市 
结论 我 们 可 知 E** 必 为 Banach 空间 ). 

注 2.。 由 以 上 定义 我 们 还 须 注 意 ,，“ 自 反 空间 ”并 不 是 简单 地 
定义 为 一 般 的 EE 与 其 二 次 共 力 空间 E** 的 “等 价 ”($1.5 中 定义 1)， 
而 必须 附加 它们 与 E* 中 的 元 具有 式 (1) 而 得 。 由 此 ， 人们 自然 会 
提出 一 个 问题 : 空间 E 和 其 二 次 共 辊 空间 E** 对 于 一 般 映 象 下 的 
“等 价 ” 与 上 述 的 “自然 映 象 ” 下 的 等 价 是 否 真 的 不 同 ?” 其 实 ， 
1951 年 及 _C. James 已 经 举例 说 明确 实 不同 ”?”. 由 此 可 知 ， 自 共 
蜀 空 间 也 未 必 是 自 反 空间 。 这 里 ,我 们 都 不 详细 叙述 了 ， 

关于 自 反 空间 的 一 般 特性 ,我 们 在 下 面 第 三 章 讨论 。 这 里 , 借 
助 于 上 节 有 关 共 斩 空 间 的 结果 ,给 出 有 关 自 反 空 间 的 例子 . 

例 1. 空间 KK",(H),，L[a,6] 均 是 上 自 共 罗 的 自 有 反 空间 . 

验 . 从 上 节 关 于 .上 述 空 间 有 界线 性 泛 涵 的 一 般 表达 式 由 不 
难 验 得 。 验 毕 . 

例 2.， 空间 (2), L*[a,6] (p > 1), 当 p 疡 2 时 均 是 非 自 共 
罗 的 目 肥 空间 ， 

验 . 下 面 我 们 只 对 (71?) 验证 结论 (L? 是 完全 可 以 类 似 地 说 


明 的 )， 首先 ,由 上 节 已 知 , 当 设 4 为 满足 十 二 一 1 的 数 时 , 我 
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们 有 

(C1)** = [17)*1* = (9)* = QF). 
即 知 (C1?)** 与 (1?) 是 等 价 的 ,并 且 , 对 此 等 价 映 象 py, 我 们 有 x 一 
{80} 一 > {ysis 一 px， 故 有 


px (f) > psnfn 之 ， sj 一 2 fd» 一 f(x)， 


Vx 一 人 上 € (17?), 

其 中 ,tj € (9) ,gz 一 4198) 一 人. 由 此 则 知 9 为 (站 到 (0) 
的 自然 映 象 , 即 (?) 是 自 反 空间 。 至 于 p 疡 2 时, (7?) 不 是 自 共 斩 
空间 ,这 是 明显 的 ， 验 毕 ， 
”” 注 3.。 并 非 所 有 赋 范 线性 空间 均 是 自 反 的 。 下面， 我 们 举 出 
两 组 非 自 反 空 间 的 例子 . 

反例 1。 空间 (c) 不 是 自 反 空间 ， 

请 读者 自己 验证 . 

反例 1。 空间 C [a,5] 不 是 自 反 空间 ,- 

验 。 首先 , 让 我 们 考查 闭 变 潍 数 空间 V[a,6] ( 即 C*[a,6]) 
上 定义 的 一 个 泛 阔 下 ， 


F() = >, [f+0)—f (4—0)] 
r €[4,b] 


(函数 1(7) 在 [a，b] 上 “ 跃 度 ” 之 和 )。 我 们 从 轿 变 函数 的 定义 容 
易 看 出 ，F 力 是 空间 V[a,5] 上 的 ( 非 零 ) 有 界线 性 泛 函 。 即 有 
0 x Fe V*[4,5]， 因 此 ,如 果 设 CLa,6b] 为 自 反 空间 ,那么 ,对 上 
述 (Cfa,65])** 中 的 元 Faxrre C[a,5], 使 得 - 
F(f) = f(xr), vf EV[a,6bl. 

注意 到 上 节 关 于 C[a, 6] 上 有 界线 性 泛 函 的 一 般 表达 式 ， 由 上 两 
式 可 得 到 

| zero — 5 


rE€[a,b 


[f(z + 0) — f(z — 0)], 
] 


Vf(¢) € Vla,2jl, (2) 
于 是 ,特别 地 , 当 取 了 [a,5b] 中 的 元 及 为 (参看 图 2.9) 
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和 


f ' 


0 ,a 二- < 二 
ho 一 | (a 过 4 和 6) 


1 和 上 < 和 
时 ,由 式 (2) 有 
sD 一 | sa 一 1 (a<1<6). 
和 xzr(2) 三 1(4 筷 4 达 5), 由 此 导出 
| #0) 一 | A100) = He) — He)s vi) e VLasb]. 
这 样 ,注意 到 式 (2), 最 后 可 得 
2 [1fG + 0 of — 0 = 16) — 1a), vi EV[a,b]. 


r El[a,b} 


但 此 结果 显然 不 能 对 所 有 的 转变 函数 f() 均 成 立 , 故 矛盾 ， 验 毕 . 
反例 2 空间 (7 不 是 自 反 空间 . 
验 ， 首 先 , 我们 考查 在 (m) 空间 的 闭 线性 子 空间 (c) 上 定义 
的 泛 函 
FoCD) 一 im 六 vi {fs} € Ce). G) 


显然 易 见 ，P。 为 空间 (c) 上 的 有 界线 性 证 函 ( 且 有 1 外 Fo 一 1)， 于 
是 ,与 上 节 命 题 4 的 证 明 中 用 过 的 方法 一 样 ,我 们 可 以 将 F,“ 保 范 
扩张 ”为 整个 空间 (m) 上 的 有 界线 性 泛 函 已 (第 三 章 给 出 严格 证 
明 ). 

因此 ,如 果 假 设 空间 (1) 是 自 反 的 ,; 则 有 CD** 一 (m)*==(2)， 
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从 而 ， 对 上 述 元 FE 《mm)* 一 《2D**， 我 们 知道 必 唯 一 对 应 地 有 
一 元 Xk€ 《2) ,使 得 

F(D=1(xr), VIE (m). 
这 样 。 由 上 节 关 于 空间 (21) 的 有 界线 性 泛 沙 的 一 般 表 达 式 及 上 式 
可 导出 


F()) = > fa, Vi={f,} € (m), 


其 中 , xr 一 人 8)}E (21). 于 是 ,注意 到 泛 函 F 力 是 空间 (c) 上 沁 
琢 F。 的 扩张 , 电 式 (3), 可 导出 


Dj fF = FO = FA = lim fv = {fa} € Ce)CCm). (4) 


然而 上 式 显然 是 不 对 的 ， 事 实 上 , 当 我 们 取 空 间 (c) 中 一 元 列 1%， 
f(t) 一 (0,: ,0,1,1,..……) 
【第 大 位 ) 
时 ,我 们 由 式 4 可 得 到 
1 -12 


用 一 大 


但 此 显然 本 元 xzF 一 1 E(0) 了 矛盾 ， 验 毕 . 

有 反例 2. 空间 Li[a,6] 不 是 自 反 空间 . 

验 。 类 似 上 面 例 2, 我 们 首先 考查 在 M[a,6b] 空间 的 于 线性 
子 空间 C [0,11 上 定义 的 泛 痕 

FA(f) 一 大 5)C6- 通 数 ) Vf = f(z)€ C[0,1]， (5) 

其 中 ，4 为 [a,5] 内 的 某 一 圈定 点 。 显然 ，Fo 为 空间 C[0,1] 上 
的 有 界线 性 泛 函 ( 且 有 Fd 趾 二 1)， 于 是 ,与 上 节 命 题 4 证 明 方 
法 一 样 ,我 们 可 以 将 Fe。 保 范 扩张 为 整个 空间 ML[a,5] 上 的 有 昼 
线性 沁 函 F. 

因此 ,如 果 设 空间 LL! 是 自 反 的 , 则 有 (LD** 一 (M)* 一 LL!， 
从 而 ， 对 上 述 元 FE (M)* 一 (人 7， 必 唯 一 对 应 地 有 一 元 x: 
L!, 使 得 

F(D= (xr), viE M[a,6b]. 
这 样 ， 注 意 到 上 节 关 于 空间 [el 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 
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表达 式 , 由 上 式 可 得 
F(f) =— | rsf ds Vi= fe MIa,b]. 
由 于 泛 冰 五 力 是 空间 C [a6] 上 泛 函 Fo 的 扩张 ,因而 由 式 ( 5 ) 可 
导出 
| zs ds — FPO) = Ff = 4), 

Vf = f(7) € c[0,1], (6) 
显然 上 式 是 不 对 的 ， 事 实 上 , 当 在 空间 C[0,1] 中 取 一 元 列 (参看 
图 2.10) 


1 + k(t — £1), :| 一 元 ， | 


fC) 一 1 — k(# — 1), :| oa +t 二 |; 


0， 在 [a，5] 其 它 点 
(一 mzm 十 1，…) 时 ,这 里 ,ms 为 使 | 4 一 十， + Fete 
的 某 一 自然 数 , 由 式 (67) 可 得 到 | 
1 宇 帮 (6) 一 | xp(t) frlt) dt < 全 | xr(a | Gd 


(8 一 2070 十 1 . -… ) . 
显然 ， 其 与 (元 xf(z)6 工 ![ea ,6]) | xz) | 积分 的 绝对 连续 性 矛盾 . 
验 毕 ， 
注 4。 由 上 面 例子 我 们 导出 了 一 -个 在 实际 应 用 中 十 分 有 用 
127， 


的 结果 , 即 “5- 函 数 " 是 不 能 用 上 -积分 的 形式 来 表 出 的 . 


(二 ) 
有 了 $ 2.3 关于 共 斩 空 间 的 概念 ,就 可 引出 共 撤 算 子 的 定义 。 
定义 2. 设 T 是 从 赋 范 线性 空间 E 内 到 E, 内 的 “ 笛 定 ($2.1， 
定义 2) 分配 算 子 ,FY 为 E* 的 一 线性 子 空间 ;如 果 对 每 一 g € FY， 
相应 的 
g(x) = g[T(x)] 

均 为 F(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,那么 ,我 们 可 知 (4 2.2, 习题 4) ,此 
时 g* 将 唯一 确定 互 上 的 一 有 界线 性 泛 函 【《 仍 记 为 g”*), 故 当 定 义 
g* = T*(g), Vg € DW(T*)= FICEY 
时 , 则 T* 是 一 意 确定 的 从 Er? 内 到 E* 内 的 一 分 配 算 子 ， 称 为 工 

的 六 算 子 
注 5.T* 是 本 内 的 分 配 算 子 . 
事实 上 , Vgi,87€ 多 (T*)CEY, 由 定义 一 方面 可 以 得 到 
(gi + g2)[ Tx)] = g{[TC(x)] + ga T(x)] 
= [T*(g)](x) + [T*(g2)]1 (x) 
= [T*(g) + T*(g2)](x), Vxr€ DIT); 
另 一 方面 又 可 以 得 到 
(gp 十 g2) [T(x)] 一 [T*(g 十 g2) ] (xz)， ， Vxr€D (T). 
因此 由 工 是 黎 定 的 假设 ,同样 由 前 面 § 2.2 习题 4 可 知 
T*(g 十 82) 一 T*(g1) 十 T*(g2)， Vgi»82€ DT*). 
也 即 导 出 了 7T* 的 可 加 性 ， 其 次 ,同样 由 共 轿 算 子 的 定义 , 对 于 住 
意 的 元 ge 多 (CT*) 及 数 wE 天 ， 我 们 又 可 得 到 
(ag)[T(xz)] = a: g{T(x)] 一 wa， [T*(g)](x) 
一 [a(T*(g))](x), VxE€ BIT) 
及 
(ag)[TCx)] = [T*(ag)](x), Vr€ BT), 
因 员 同样 可 导出 
T*(ag) — 1 *(g)， VgE VT),aE kK, 
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下 面 给 出 共 斩 算 子 的 两 个 简单 命题 (以 下 均 设 研一 EY?): 

定理 1.。 在 上 面 定 义 2 中， 如果 T 为 整个 已 上 定义 的 有 界线 
性 算 子 ,那么 ,相应 的 泛 函 g* 必 为 BE 上 的 有 界线 性 泛 闷 ,相应 的 共 
轿 算 子 T* 必 为 E* 上 的 有 界线 性 算 子 ,而且 ,TT* 和 | 人 在 后 
面 第 三 章 我 们 还 可 得 到 精确 的 关系 式 目 T*l| = |， 

证 ,前 半 有 段 结论 是 容易 得 到 的 ， 只 要 我 们 注意 到 g* 的 定义 ， 
就 不 难 由 

|g*(x)|= |gCTCx))| < jel TCx))| 
< (lell: TIDIxll, vx € E 

得 出 。 至 于 后 半 段 结论 ,注意 到 共 罗 算 子 T* 的 定义 ,由 于 有 

[T*(g)](x) = g*(x) —g (T(x)), Vx€E, Vg€ Er, 
因而 由 前 式 我 们 可 得 

[I{T*Cg)]Cx)| < Cg): TID Hxll, Vx€E E, Vg€ Er, 
由 此 
上 Te sg Ve Er, 

因而 最 后 导出 上 T* 二 上 TH. 证 毕 . 

定理 2. 如 果 由 定义 2 所 定义 的 共 力 算 子 I, TY, T* 均 存 
在 ;那么 , 当 设 2(T 二 T) 是 EE 的 一 稠 线性 子 空间 时 ， 则 (T 十 
T2)*，(aT)* (a € 民 ) 也 必 存 在 , 且 有 
(CT + TT)* = Tr + TY,(aT)* = aT*(ae K). 
此 外 ,如 果 互 二 El 时 , 则 E 上 的 “单位 算 子 ”8B 必 有 @* 一 ;而且 
当 TEB (E 一 5,)， 且 工 的 逆 算 子 IT 存在 及 TT-'€ B(E, 一 EE) 
时 ,还 有 (IT 一 《TI 和) 

证 明 作 为 习题 留 给 读者 完成 . 

下 面 ,我 们 再 给 出 一 个 关于 全 连续 算 子 的 共 罗 算 子 的 命题 : 

定理 3. 设 A 为 从 冉 范 线性 空间 E 到 E, 内 的 全 连续 线性 算 
子 。 那么 , A* 必 为 空间 EY 到 E* 内 的 全 连续 算 子 . 

证 ， 不 难看 出 ,为 了 证 明 算 子 A* 为 全 连续 算 子 ,只 要 证 朋 它 
能 将 E* 上 的 “单位 球 ”5S* 恋 为 E* 内 的 列 紧 集 就 可 以 了 (参看 
$ 2.2 习题 7)， 下 面 证 明 这 一 事实 . 
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首先 , 由 A 的 全 连续 假设 我 们 可 知 , 对 于 互 中 的 闭 单 位 球 $， 
集 4(5) 为 空间 E, 中 的 列 紧 集 。 于 是 4(5) 就 构成 了 一 个 列 紧 
距离 空间 .因此 ，Vg € 5¥CE*， 当 视 其 为 列 紧 距 离 空间 4 和 45) 上 
的 “水 数 ”时 ,一 -方面 我 们 有 


[gC2)| < ellllzll = llellllACe) | < lelllAlllzll < AD 
Vz € A(S)., 
《注意 : jg 和 1 及 *e3 故 | 科 1，) 另 一 方面 我 们 又 有 
gz) 一 g(z2) | 本 |g(zi 一 z2)| < lgllliz, zl| < je: 一 za|| ， 


Vzi,2€ ACS)., 
内 而 即 知 “水 数 ” 族 党 在 4(8) 上 是 一致 有 界 ” 昌 “等 度 连续 ”的 . 
从 而 由 $ 2.2 的 Ascoli-Arzela 定理 可 知 ，5* 在 4(5) 上 按 “ 一 致 收 
镶 的 意义 下 是 列 紧 集 . 
这 样 ,对 于 集 4* (57) 的 任意 无 穷 元 列 {4*g,|lgs€ St}, 由 上 
面 结 果 ,我 们 从 {gsj CeSr 中 可 以 选 出 一 子 列 {gs}， 使 得 
max lgu(C4GD) 一 goiCL(CD)1 >0 (oj 00). 


由 此 可 导出 


一 supl[A (go)] (一 [4 (gs ) 1) 一 0 (i 0%). 
也 即 得 到 
Ag) 一 4 Goo)， 

从 而 知 14”(gw) 王 瑟 ” 为 一 Cauchy 列 . 最 后 ,由 于 空间 E* 是 
Banach 空间 ， 故 存在 元 加 6 E* 使 得 4Y(gnk) — fo€ E* (R ~> co )., 
因此 ,导出 4*(57) 是 E* 内 的 列 紧 集 . 证 毕 . 

与 白 反 空间 一 样 、 我 们 将 在 后 面 第 三 章 再 讨论 共 轿 算 子 的 另 
一 些 重要 性 质 。 这 里 ,我 们 就 不 再 论述 了 ， 

下 面 ,我 们 再 举 出 几 个 算 子 的 共 罗 算 子 的 例子 . 

例 1。 设 工 为 天 "到 天 ”内 的 有 界线 性 算 子 (如 前 所 说 ,这 财 
TT 由 “m Xz 阶 ” 和 矩阵 T= (a) (过? 和 m1 过 志 7) 确 定 )， 

z = T(x), Vx — (662 °° Er) EK’ 
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好 


(其 中 ， z = (N99 Mm) i 一 > Aajdi (1 三 i 过 mm). 那么 ， 


i 二 1 


此 时 和 工 * 为 一 个 “2 X m 阶 ” 算 阵 T* 二 (56) 且 有 Bi; 二 an(l 万 i 
志 n1 三 j 志 m).《 即 T* 和 矩阵 乃 是 T 答 阵 的 " 转 置 "矩阵 ). 

验 .。 Vg € (K”)*, 由 上 节 可 知 、 必 可 唯一 地 确定 一 有 序数 组 
(gg ,gm) E 民 ”, 使 得 关系 式 


s(T(*)) = g(z) = 之 ， pin 一 2 pi (> Qj} 5;); 
Vr 一 《了 "" ,E21) < 天” 
成 立 。 由 此 可 导出 
[T*(g)](x) 一 > 8 (> ai) 一 3 > aij gi 6 


了 一 上 i 二 1 了 一 


> (> a ) EVx = (816 "6n) EK". 


一 
一 


因而 , 当 令 


mi 


方 一 >) aijgi (j= 1,2,-.* ,7) 


i 二 1 


时 ,我 们 显然 可 以 看 出 元 = (fi»f2,: ”* ,fa) < 天 "一 (K")*, 并 且 
上 式 变 为 


[T*(g)](x) = 2 ft; = fx), VrE K". 


由 此 便 得 出 了 一 个 由 空间 (K")* 到 (K")* 内 的 算 子 T*， 
T*(g)=f, Vg€ (Kk")"™, 
而 且 = (4), bi = a (1 和 ?nl1 7 所 m). 验 毕 ， 
例 2。 设 工 为 赋 范 线性 空间 E 到 E; 内 的 有 限 秩 算 子 , 即 


T(x) = > filx)z4, VrEB 
(其 中 ,fi€ E*, zx€E, Cx 一 1,2,.…,n)). 那么 ,此 时 工 * 确定 为 
T*(g)— Dg Caaf Vg€ Er. 
二 1 
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验 ， 由 设 
T(x) 一 > fx)ars Vr€EE, 
因而 Vg € EY，, 我 们 有 | 
g(T(#)) 一 > CO es) = Do eco 


不 二 
> [g (zr)fr Cx), vr€E, 
k=1 
这 样 ,注意 到 共 斩 算 子 的 定义 ,由 上 式 则 可 得 到 


FT*(Cg)](x) = D>) [gCGei)frlCx), Vx€E. 
R=1 
也 即 导 出 
T*(g) 一 > gCz0)fe veg € Er, 


验 毕 ， 
注 6。 如 果 类 似 于 Hilbert 空间 , 我 们 将 上 面 有 界线 性 泛 函 记 
为 ( 双 线 性 泛 通 ) 
falx) 一 《xz 大， Vx€ EP; 
gz4) 《zrs82 《zi082 一 《g ,zk2《 注 意 此 处 与 内 积 空间 中 
“内 积 ” 的 定义 不 同 ),Vg € EY， 
那么 ,上面 例 2 即 指出 ,如果 


T(x) 一 Drsfizrs Vx€EE. 
k= 1 
那么 
T*(g)= > (oss)fi, Veg€ Et. 
R=1 


也 即 T* 形式 上 仅 为 在 工 的 变换 式 中 将 大 与 z4 相互 交换 而 得 . 
例 3。 设 s, 四 为 [a,5] Xx [a,5] 上 的 可 测 函 数 且 满足 


| | [4(s,1) dsdt < oo (gq 之 1). 
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[K(x) 1(s) 一 | RCss£)rC2) dz ， Vx 二 r(¢) € L?[a,b]. 


容易 验 证 ,K 是 空间 L?[a,6b] 到 Ls[a,5b] 内 的 有 界线 性 算 子 (p 如 
前 定义 )。 这 时 , 共 轧 算 子 K* 由 式 

[K*Cg)1C) 一 | tC) gs, 

Vg 一 g(t) € (L[a,b])* = Lr?[a,o] 

确定 (注意 后 面积 分 算 子 的 “ 核 " 是 原来 “ 核 " 中 “ 自 变量 转 置 ”而 
得 ). ， 

验 。 由 于 Vg €(L [a,6])*， 从 上 车 可 知 必 唯一 地 确定 一 限 
数 g(z) € Lf[a,b] 9 使 得 


g[K(x) ] = | g(s)[ K(x) 1(s)ads = | g(s)ds | RCs,t)x(e) a 


一 | x(i) drt- | kl(sst)gls)ds, vr=x(t)€ Lla,b]. 
从 而 由 共 罗 算 子 的 定义 可 导出 


[K*(g)]1() 一 | k(s,t)g(s)ds, 
也 即 ， 
[K*(g)](s) 一 | R(t,s)g(2)dt, Ve—~g(t)€ Lr[a,6b]. 
验 毕 . | 


习 题 

1. 不 严格 地 说 明 ( 承 认 以 下 命题 :对 赋 范 线性 空间 E 而 言 ，Vx, € E, 3 
€ E*, 使 得 中 二 1, 而 fCx,) 二 |x 小， 在 赋 范 线性 空间 等 价 的 意义 下 必 有 有 
ECE** ( 即 E 与 E** 内 的 一 个 子 空间 等 价 ). 

2. 不 严格 地 说 明 〈 承 认 以 下 命题 : E 自 反 名 E* 自 反 ), 当 E 与 E, 均 
为 自 反 空间 时 ,有 T** 一 工 。 

3. 试 证 明 : 如 果 共 斩 算 子 T* 有 界 , 则 T 也 必 有 界 , 旦 有 1 一 人 

4. 试验 证 本 节 定 理 2 中 关于 共 斩 算 子 的 四 条 人 性质 ， 

5. 设 TIToe BCE 一 E) (2 一 1 2，…) 试 证 明 : 当 1 一 Toll 一 0 时 ， 
必用 IT 一 于 >9 (n>00)， 

6. 设 E 为 赋 示 线性 空间 ， 试 证 明 ; 对 于 E 上 的 线性 算 于 来 说 ,为 了 
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把 互 变 为 "有限 维 > 赋 范 线性 空间 ,必须 且 只 须 开 是“ 有限 秩 ”的 算 子 . 
7. 设 在 5 一 coco) 内 定义 一 个 到 其 内 的 算 子 T (量子 力学 中 的 “ 举 
标 算 子 ”) ， 
TT = 710 0), Vr = (1) € BCT), 
其 中 ,多 (了 )== {x(C2)1x(2) yt， x(1) ez( 一 coyoo)}。 试 求 : [T*(g)](4) 对 于 
g(1) € 多 (T*) 的 表达 式 及 定义 域 2C17*), 并 说 明 T* 二 工 ( 自 共 生 算 子 )， 
8*。 在 L7[0,1] 内 定义 一 个 到 其 内 的 算 子 《量子 力学 中 的 “动量 算 
子 ”)， 
[TO = ,Ve = #(t) € 2(T). 


其 中 ， 多 (IT) == {x(2)|xC2), x (2) EL? [0,1]}, 试 求 : [T*Cg)] (2) 对 于 gC?) 
《多 (TIT 的 表达 式 及 定义 域 多 (T*) 《由 此 可 知 , 数理 方程 里 有 时 所 说 的 “ 自 
共犯 ”只 是 形式 的 。 而 此 处 ， 虽 然 形式 上 1* 与 T 的 “变换 式 ” 相 同 ， 然 而 
多 (1T"”) 与 乡 (T) 是 不 同 的 ). 
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第 三 章 ” 有 界线 性 泛 函 的 存在 定理 


$ 3.1. 线性 泛 函 的 (控制 ) 延 拓 定 理 


在 函数 论 中 ， 我 们 曾经 考虑 过 把 一 些 函数 从 原来 的 定义 域 中 
扩充 出 去 的 问题 。 例 如， 定义 在 度量 空间 内 某 一 闭 集 的 连续 函数 
可 以 保持 其 上 \ 下 界 延 托 成 整个 空间 的 连续 函数 :又 如 解析 函数 的 
解析 开拓 等 等 。 同 样 在 测度 论 中 有 测度 的 扩张 ， 在 代数 上 有 域 的 
扩张 等 等 . 

此 外 ,在 上 一 章 中 ,对 于 任意 赋 范 线性 空间 互 ， 我 们 曾经 引信 
其 上 定义 的 有 界线 性 泛 函 全 体 构成 的 共 e 空 间 E* 的 概念， 虽然 
对 于 某 些 具体 的 空间 找 了 其 共 施 空间 ， 但 是 对 于 任意 的 赋 范 线性 
空间 五 ,我 们 并 不 知道 除了 零 泛 函 之 外 , 它 是 否 还 有 其 它 非 零 的 有 
界线 性 泛 函 存在 ， 

为 了 使 得 对 于 任意 的 线性 空间 已 ， 其 上 存在 非 零 的 有 界线 性 
泛 函 ,其 简化 的 方法 自然 使 我 们 想到 了 前 面 所 说 的 “ 延 拓 ”的 方法 ， 
即 如 果 能 在 下 内 某 一 子 空间 上 定义 一 个 有 界线 性 泛 函 。 而 且 还 能 
够 使 其 延 拓 为 整个 E 上 的 有 界线 性 泛 函 ,那么 问题 就 解决 了 . 


(—) 

本 段 下 面 的 两 个 定理 ， 就 是 来 解决 延 拓 的 可 能 性 的 问题 的 ， 
为 此 ,我 们 首先 引出 一 个 与 Zermelo 公理 等 价 的 Zorn 引 理 , 它 在 定 
理 的 证 明 中 是 需要 的 。 我 们 先 给 出 下 面 关 于 序 的 一 些 定义 : 

”定义 1， 集 G 称 为 有 序 集 ， 是 指 对 其 中 某 些 元 之 间 定义 了 一 

个 序 关 系 二 ,关系 到 满足 下 面 三 个 条 件 : 

Qi) 如 果 x<y 且 yz, 那么 x 以 z (传递 性 ); 

(ii) 如 果 xe G, 那 么 x 人 <x( 自 反 性 ); 
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(iii) 如 果 x+<y 且 y<x, 那么 + 二 y (反对 称 性 ). 

定义 2. 集 C 称 为 是 全 序 集 ,是 指 它 是 一 个 有 序 集 , 并 且 对 于 
G 中 任意 两 个 元 *,y， 关 系 zx 一 和 ytx 至 少 有 一 个 成 立 . 

定义 3 设 G 为 一 有 序 集 , 集 8CG, 元 y€G 称 为 集 8 的 上 
界 ,是 指 Yx€ B， 均 有 zx 飞 》 成 立 ; G 中 元 %% 称 为 是 极 大 元 ， 是 指 
G 中 无 “~xo。 之 元 存在 . 

由 于 上 面 的 定义 ,我们 就 可 以 引信 下 面 的 公理 : 

引 理 1(CZorn 引 理 )。 如 果 集 G 是 非 空 的 有 序 集 ， 且 其 内 每 
个 全 序 子 集 都 有 上 界 , 那 么 G 至 少 有 一 个 极 大 元 . 

有 了 上 面 的 引 理 1, 我 们 将 给 出 一 般 (不 限于 赋 范 的 ) 线 性 空 
间 上 分 配 泛 范 在 某 种 特定 泛 函 "控制 下 ”的 延 拓 定理 。 首先 ， 我们 
选择 ”控制 泛 国 -为 "次 加 正 齐 性 " 泛 函 ,其 定义 如 下 : 

定义 4 线性 空间 互 上 的 泛 函 p(x) 称 为 次 可 加 的 ,是 指 

p(x + yp(x) + ply), Vrsy€E 五 ; 
线性 空间 E 上 的 汉 了 水, p(x) 称 为 正 齐 性 的 ,是 指 Va 实 0, 均 有 
plax) 一 ap(x). 

注 1.。 这 里 所 给 出 的 “次 加 正 齐 性 ” 泛 半 ， 对 于 我 们 来 说 并 不 
是 隔 生 的 .实际 上 ,在 赋 范 线性 空间 中 ,元 的 范 数 lrl| 就 是 这 种 泛 
国 ， 一般 说 来 , 它 未 必 是 加 法 ”的 或 齐 性 ”的 . 

下 面 ,我 们 给 出 在 泛 函 分 析 中 起 着 重大 作用 的 著名 定理 : 

定理 1 (Hahn-Banach 定理 ). 假设 

1”E 是 实 " 线 性 空间 , BCE 是 “ 实 "线性 子 空间 ; 
2”plx) 是 E 上 的 次 加 法 正 齐 性 泛 冰 ，fo(x) 是 定义 在 子 空 
间 BE。 上 的 ( 实 ) 线 性 泛 画 ,并 且 满 足 
jz) p(s), Vr€ Eo, 
那么 ,必定 存在 定义 在 整个 空间 E 上 的 ( 实 ) 线 性 泛 浪 f(x) ,其 满足 
(i) f(x) = f(x), YrE€ Eo;s 
(i3) f(x) p(x), Vr€E,. 
(并 且 , 称 f(x) 为 f(x) 在 全 空间 E 上 的 “ 延 本 ”.) 
证 .。 下 面 我 们 分 三 步 证 明 : 
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1) 设 任意 一 元 me BENE,， 下 面 ， 我 们 把 泛 函 为 从 已, 保持 
这 困 p(x) 控制 地 延 拓 到 实 线性 子 空间 E, 上 去 ,其 中 E, 定义 为 
E,= {y 十 arily € EaE€ (—00,00)}, 
我 们 考察 E。 中 的 任意 两 元 yy ，,y”, 从 定理 假设 条 件 2° 可 知 
hoy) 一 jy 一 ja ~—y) py my) 
p(y tx) + p(y — *), 
由 此 有 
p(y —x)— f(y") ply' + x) 一 加 (7 7， 
从 而 得 出 
一 oo 一 7 = ,sup {—p(—y— x) 一 大 CO) 
py 十 zx) 一 jy， Vy €E,; 
因此 导出 
一 200 二 mn 三 nf {ply Tx) hnW =M< om. 


对 于 上 面 的 有 限 常 数 msM, 我 们 任 取 一 数 $,, 使 得 mw 志 志 M 
并 且 ,我 们 在 子 空间 E, 上 定义 泛 函 f， 

hly + az 一 fh(y) Tabs, Vy Eraé (~—o0,00). (1) 
于 是 ,由 于 空间 EE 中 的 每 个 元 是 一 意 表 为 y 十 wz 形式 的 ,因此 ， 
式 (1) 一 意 确 定 了 E, 上 的 一 个 线性 泛 函 此 外 ， 又 由 当 在 EE, 时 
( 即 E, 中 一 0 所 成 子 空间 ), 由 定义 , 显然 有 Cy) = f(y) 
Vy € E。, 因此 ,可 以 看 出 泛 函 f 是 在 E, 上 的 延 拓 ， 所 以 , 余下 
来 的 只 要 证 明 仍 有 关系 式 

fly 十 ax) < ply 十 axi)， Vy € Eo,a€ (—o00,c0) (2) 
成 立 就 可 以 了 . 当 w 一 0 时 ， 由 式 (1) 及 假设 条 件 2° 显然 已 经 得 
到 上 式 (2)。 因此, 下面 我 们 假设 a 闪 0, 并 分 两 种 情况 来 讨论 : 

i。 如 采 “> 0, 注 意 到 所 的 取 法 , 故 知 Yye E,, 有 


EM <p(2 十 吉 ) 一色 的 a € (0,00), 
从 而 有 
ten) 
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再 注意 到 所 的 分 配 性 以 及 泛 孙 ?的 正 齐 性 假设 , 便 得 到 
z foCy) 十 ce < ply 十 axis 
最 后 ,由 (1) 及 上 述 过 程 得 
fiCy +axr) py 十 ax Vy€ Ea€ (0,00)., 
i， 如 果 @ 二 0, 那 么 ,类 似 地 ,Vy€ E。 有 


pp (一 之 一 ) 一 的 
从 而 有 
ap (- > 一 aa > aé, + af, 的 ) 


由 于 一 :a >> 0, 上 式 得 
ply 十 axi) 之 foly) 十 asl., 
也 即 证 得 
fily 十 at) ply 十 arn), Vy€ Eo auEc( 一 oo， 0), 
综合 上 述 , iii, 便 证 得 泛 函 太 即 大 在 五, 空间 上 的 保持 “控制 ” 
下 的 延 拓 ， 
2) 设 多 ， 表 示 广 的 一 切 满足 条 件 
f(x) Splx), Vxre DO) 
的 延 拓 线 性 泛 浮 的 全 体 , 即 有 
EoCD(); fx) —=fh(lx), Vx€ E. 
对 于 多。， 定 义 序 关系 < 如 下 : Vf, 1"€ Fs, 我 们 称 “f 人 <1”， 
是 指 
z DOICDBFIN Ce fr), Vr€ DB). 
于 是 , 多， 就 构成 了 一 个 有 序 集 . 此外， 对 于 多 中 的 任 一 全 序 
子 集 M ，, 令 
B= \) BO), 


了 EM 
g(z) 一 fo， Vee BEM. 
由 于 M 是 全 序 的 ,因而 可 知 g(x) 在 2D 上 是 一 意 确定 的 ,并 且 它 是 
以 多 为 定义 域 的 分 配 泛 函 ， 当 然 仍 有 gCx) 志 p(x)，Vx€ 多 ,从 
而 导出 
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g = suplflfE Me HF,. 

此 也 即 知 ，. 久 ,中 的 任 一 全 序 集 M 必 有 上 界 。 所 以 由 引 理 1 可 知 
.Fo 必 存 在 一 角 大 元 ,不 妨 记 为 

3) 极 大 元 即 为 有 在 E 上 的 延 拓 ， 为 了 验证 这 一 结论 ， 由 
f 的 求法 可 知 仅 需 证 有 明 多 x(f) = EE 就 可 以 了 .事实 上 , 如 此 结论 
不 成 立 , 即 有 多 (1) 折 EE, 那么 ;由 上 面 证 明 中 的 1) 可 知 , 此 时 必 有 
泛 冰 f 的 一 个 保持 “控制 ”的 线性 延 拓 泛 沿 , 使 得 f*€ .多 以 及 

DED P(x) = f(x), vr€ DD. 

显然 ,这 与 了 是 集 多 。 中 的 极 大 元 假设 了 矛盾 .证 比 . 

注 2. 以 上 定理 证 明 中 的 1) 是 关键 。 初 看 起 来 ,其 证 明 思 路 
有 些 难 理解 ,然而 、 如 果 我 们 注意 式 (1)( 泛 芳和 的 “形式 扩张 ”)， 
然后 倒 推 出 数 5 所 需 满 足 的 条 件 , 其 证 朋 技 巧 就 不 难 掌握 了 ， 

为 了 将 定理 1 推广 到 ” 凸 泛 函 ” 控制 下 的 情况 ， 我 们 下 面 给 出 
止 认 罗 的 定义 . 

定义 5。 线性 空间 E 上 的 泛 沙 c(x) 称 为 凸 泛 函 ， 是 指 Vyxy 
EF, 均 有 

cx tt (lm 1)y) Siw) + (4)cCy), vie [00,1], 

注 3.。 前 面 定 义 的 次 加 正 齐 性 泛 函 显然 是 凸 泛 函 ， 但 反之 未 
必 . 其 反例 见 实 轴 上 定义 的 函数 y = x? 即 可 . 

完全 与 上 面 定 开 1 的 证 明 方 法 类 似 ， 当 注意 到 凸 泛 函 的 定义 
时 ,我 们 不 难 导出 下 面 的 推广 命题 : 

定理 于 (Weston) 在 上 面 的 定理 1 中, 当 把 那里 的 “控制 泛 
了 国 ”P(x) 换 为 凸 泛 函 c(x) 时 ， 其 相应 结论 仍 是 正确 的 . 

证 。 与 证 明定 理 1 的 方法 类 似 ,我 们 只 1 要 能 证 明 对 于 任 一 元 
reE E\Eo， 将 Bo 上 定义 的 实 线性 泛 函 太保 持 凸 泛 函 控制 地 线性 
下 折 到 实 线 性 了 人 x 间 

— {y+ arly€ Ea€ (—o0,00)} 
上 去 ， 由 可 

由 本 节 定 理 1 假设 条 件 2° 可知 ,Ya;6 之 0,Vy'， 7 局 我 

们 有 (注意 到 凸 泛 函 c(x) 的 性 质 )， 
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rey) 
< 2 (+ my ‘(2 ); 
注意 到 天 的 分 配 性 ,可 推 得 
fy) 一 fa < ac (壮士 二) + pe (二 一生) 
也 即 导 出 
-be (0 es) 9). 


而 当 注 意 到 数 a, 6; E。 中 元 yy” 的 任意 性 时 ,我 们 知 , 必 存 在 一 
数 5, 使 得 


sup 一 dc (过 一 访 0)| 6 
< a (ta) | G3) 
fiCy 十 cxXl ) 一 foly) 十 aél，, Vy € Eo, aE€ 《一 co ,00). 
下 面 证 明 户 即 为 九 保 持 泛 函 clx) 控制 下 在 E, 上 的 线性 延 拓 . 
事实 上 ,首先 从 定义 可 以 看 出 


hx) = f(x), Vx€ E,. 
并 且 f 在 E, 上 是 线性 泛 也 . 其 次 ， 对 于 Ei 中 任 一 元 x 二 y 十 


xz 当 w> 0 时 ,由 式 (3) 的 右 端 ,我 们 有 (注意 工 > 0, 之 EE) 


y 
ts 2 ]- (>), 


\ a 


上 十 (过 ) < 工 cly 十 ax1), 
G / a 


再 注意 到 的 分 配 性 ,由 上 式 可 导出 

fiCy 十 ax) 一 Qs 十 fo(y) < c(y 十 cxi) 。 
类 似 地 , 当 a < 天 0 时 ， 由 式 (3) 的 左 端 同样 可 导出 上 式 ， 综合 以 上 
结果 即 知 天 为 保持 凸 泛 水 <(x) 控制 下 的 在 E, 上 的 线性 延 据 ， 
证 毕 . 

上 面 的 定理 我 们 感到 不 足 的 是 它 仅 只 在 “ 实 的 ”线性 空间 中 
《在 一 定 的 条 件 下 ) 保 证 分 配 泛 昧 的 可 延 拓 性 .当然 我 们 希望 把 它 
推广 到 一 般 “ 复 的 ”线性 空间 中 去 . 把 上 面 的 定理 形式 地 搬 来 是 不 
行 的 ,因为 在 复线 性 空间 中 ,上 面 的 条 件 和 结论 中 相应 的 不 等 式 就 
没有 意义 了 【一般 的 复数 是 不 能 比较 大 小 的 )。 因此 ,我 们 必须 作 
某 些 修 改 . 首先 把 "控制 泛 消 " 作 其 些 修 改 , 我 们 给 出 下 面 的 定义 、 

定义 6， 线性 空间 E 上 的 次 加 法 泛 函 p(x) 称 为 对 称 (或 绝对 
齐 性 ) 的 ,是 指 

plax) = |alplx), Vx EE, a€E kK. 

注 4.。 设 p(x) 为 EE 上 的 对 称 次 加 法 泛 函 ,那么 ,在 E 上 必 便 
有 p(x) 之 0. 

事实 上 ，Vxze 开 ,由 沁 国 px) 的 假设 ,我 们 有 

p(x) = p(2x — x) Ep(2x) + pl—x) = 2p(x) + p(x) 

一 3p(x), vx€FE. 
从 而 导出 2p(%) 之 0， 即 pkx) 之 0， Vx€ FE. 

注 5。 显然 易 见 ， 范 数 jxl(Yx € E) 是 赋 范 线性 空间 E 上 
的 一 个 对 称 次 加 法 泛 函 .此 外 ， 凡 对 称 (次 加 ) 泛 函 一 定 也 是 正章 
性 (次 加 ) 泛 六， 但 反之 却 未 必 成 立 。 其 反例 可 在 通常 实数 空间 R 
上 上， 取 上 函数 p(x) 一 |x| 十 x，Vz6E 民 .那么 , p(x) 显然 是 正 齐 次 
次 加 通 数 ,但 却 不 是 对 称 次 加 水 数 ， 

有 了 上 面 的 定义 ,借助 于 上 面 实 空 间 上 泛 函 的 延 拓 定理 ,我 们 
就 可 以 引出 在 一 般 “ 复 ”线性 空间 中 的 分 配 泛 泥 的 延 拓 定理 . 

定理 2 (Bohnenblust-Sobczyk 定理 )， 假设 
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1*. E 是 “复线 性 空间 , E。 是 E 内 一 " 复 " 线 性子 空间 ; 

2°. p(x) 是 上 的 “对 称 、 次 加 泛 孙 ,fo(x) 是 定义 在 E。 上 
的 线性 泛 函 ,并 且 满 足 条 件 

[folx)| p(x), Vx6 Eo. 
那么 , 必 存 在 一 个 定义 在 全 空间 互 上 的 线性 泛 函 f(x) , 其 满足 

(Gi) f(x) = fo(x), Vr € E,; 

(iD [f(x)| < p(x), Vr€E. 

证 . 对 f(x) 的- 实 部 Refo(x) (或 “ 虚 部 ”Imjo 《x)) 用 上 面 
定理 1 的 结果 线性 延 拓 ,这 就 是 证 明 本 定理 的 思路 . 这 里 ,与 $1.1 
讲述 赋 范 线性 空间 具有 “内 积 ”的 充 要 条 件 时 的 证 明 类 似 ， 我 们 要 
熟悉 一 个 复数 的 实 部 与 虞 部 的 关系 . 

首先 ,我 们 令 

folx) = Ro(x) + zIo(%x), Yrx€ E,, 
这 里 ， 对 任意 x € Eo, Ro(x) 一 Refo(x), 10(x) 一 Imfo(x)。 从 而 由 
folx) 的 “ 复 齐 性 ”， 可 知 ToCx) 一 一 Ro(ix). 由 E。 是 复线 性 子 空 
间 , 故 根据 泛 函 R(x) ，Io《x) 的 定义 不 难 由 f(x) 在 E。 上 的 分 配 
性 推出 它们 也 均 为 Bo 上 的 实 线性 泛 男 ， 当 然 , Bo EB 也 是 “ 实 ” 
的 线性 空间 . 此 外 从 假设 条 件 还 可 推出 
R(x) < [R(x)| = |Refolx)| 和 |folx)| < p(x), Vxr€ Eo, 
这 样 , 由 上 面 的 定理 1, 我 们 可 知 , 泛 函 Ro(x) 可 以 保持 p(x)“ 控 
制 " 地 延 拓 为 整个 空间 E 上 的 " 实 ”线性 泛 函 R(x). 令 
f(x) = R(x) — iR(ix), Vx € FE. 
下 面 证 明 此 f(x) 即 为 定理 所 求 之 也 了 天. 我们 分 三 步 来 验证 : 
1) f(x) 一 jx)，VYxe Eso， 事实 上 ,由 f(x) 的 构造 可 知 ， 
WxE€ E,, 有 
f(x) = R(x) — iRGr) = Rx) — iRo(ix)., 
这 里 ,由 于 E。 为 " 复 线性 子 空间 的 假设 , 故 由 x€ Eo 可知 ix€ E. 
另外 ,注意 到 f(x) 的 实 部 Rolx) 与 虚 部 1o(x) 的 关系 , 即 得 到 
f(x) = Ro(x) 十 zz) = fx), Vx € EE,, 
2) f(x) 是 E 上 的 ( 复 ) 线 性 泛 函 其实, 由 f(x) 的 定义 以 及 
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R(x) 的 实 分 配 性 ， 我 们 显然 可 知 Kx) 是 实 齐 性 的 可 加 泛 函 . 下 
面 证 明 它 的 复 齐 性 . 为 此 ， 我们 只 要 对 数 i 的 乘法 验证 其 是 齐 性 
的 就 行 了 . 然而 ,由 Fr*) 的 定义 以 及 关系 式 
f(x) = R(ix) — iRG(x)) = RGx) — iR(—x) 
= R(ix) + iR(x) = i[R(x) — iRGx)] 
= f(x), YrEE 
可 知 这 是 明显 的 . 
3) |f(x)| 过 p(x), Vx 《EE. 注意 到 ,Vx€ ,如果 f(x) 一 
0， 那 么 ,由 注 4 可 知 上 式 已 成 立 ; 今 设 1(x) 志 0, 4 一 argf(x)( 复 
数 fx) 的“ 主 幅 角 ”), 那 么 ,注意 到 f(x) 的 复 齐 性 ,可 导出 
[f(x) | = eT f(x) 一 大 cz) 
— R(e- x)+i:.0 
= R(e™'r), 
再 注意 到 R(x) 是 Rolx) 保持 px) 控制 的 延 拓 , 因此， 从 上 式 则 
可 导出 |fGx) | 一 Re-xz) 生 ple rx) 二 |e-*|p(x) 二 p(x), 证 毕 . 
由 上 面 的 定理 ,我 们 不 难 导 出 下 面 关 于 有 界线 性 泛 沙 的 “ 保 范 
延 拓 的 命题 : 
推理 . 设 E 为 复 ( 实 ) 峰 范 线性 空间 , E, 为 其 一 复 ( 实 ) 线性 
子 空间 , fo 为 E。 上 定义 的 有 界线 性 泛 函 。 那 么 ,在 E 上 必 存 在 一 
有 界线 性 所 函 f, 使 得 
Hzx) =—=flx), vx€ Eo; J = lplls.. 
(这 里 , jjolls, 为 远 函 态 在 Bo 上 的 范 数 .) 
证 .只 要 在 上 面 定 理 1,、2 中 , 令 控 制 泛 函 p(x) 二 | 上 flls,: jjx|， 
Vx&€ EE， 就 可 直接 导出 本 推理 的 结论 . 证 毕 . 
注 6。 在 定理 2 关于 复线 性 空间 上 线性 泛 孙 的 延 拓 定理 中 ， 
E。, 必须 是 复 ”的 线性 子 空间 ,至 于 实 线性 子 空间 , 命题 则 未 必 仍 
成 立 ,并且 ，Bohnenblust 和 Sobczyk 已 经 指出 : “在 任何 无 穷 维 的 复 
《3)- 空 间 中 , 总 存在 其 内 一 实 线性 子 空间 ， 使 在 其 上 有 一 有 界 复 
线性 沁 函 不 能 保 范 延 拓 到 全 空间 中 去 ”( 参 看 文献 [31] )， 
注 7. 从 定理 1 的 证 明 中 的 几 次 “ 任 取 ”( 例 如 , 任 取 数 握 、 在 
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多， 中 任 取 极 大 元 上 等 等 ) 可 知 ， 上 述 分 配 泛 函 的 延 拓 未 必 是 唯 
一 和 的。 下面 我 们 举 出 一 简单 例子 : 
例 . 在 二 维 复 欧 氏 空 间 CC 中 , 与 $1.1 节 的 例子 一 样 引 入 范 
数 
lx = | 十 1， Vx = (6.,8,)€ CC’, 
那么 ， 在 此 赋 范 线性 空间 C%, 的 一 个 一 维 线性 子 空间 Be 一 
{(&，0)|5.E€C} 上 定义 泛 函 思 ， 
foC(é,,0)) 一 上， Vr 一 (&1,0) € BE. 
于 是 易 验 fe E#, lfo| == 1, 并且, 对 于 C& 上 的 如 下 形式 的 泛 函 
fA(E158)) 一 总 十 号 (vaeC)， 
显然 均 为 {在 全 空间 上 的 “分 配 延 拓 ” 泛 沼 ， 此 外 ,再 从 前 面 $2.3 
习题 1 可 知 
lf = suPp 二 十 ot,| 一 max(1,|c|) (va€ OC). 


(él +18 =1 
于 是 ,我们 可 看 出 ,上 面 对 于 1a| 志 1 时 的 泛 函 所 ,它们 均 为 E。 上 
.定义 的 泛 了 水 f 在 全 空间 上 的 “ 保 范 延 拓 ” 线 性 有 界 泛 函 . 所 以 , 控 
制 线性 延 拓 未 必 是 唯一 的 . 

注 8.。 对 于 有 界线 性 算 子 而 言 ， 相 应 的 保 范 线性 延 拓 定理 一 
般 是 不 成 立 的 .而 在 1939 年 ， 角 谷 静 夫 得 到 了 下 面 的 结果 : “ 设 
To 为 从 (B)- 空 间 E 的 任意 闭 线 性 子 空间 Bo 到 (8B)- 空 间 El 内 
的 任 一 有 界线 性 算 子 , 那么 , 为 了 TT 可 保 范 延 拓 为 由 整个 E 空 间 
到 EE, 内 的 有 界线 性 算 子 ， 必 须 且 只 须 E 是 内 积 空 间 ”( 参 阅 文献 
[83]). 

(二 ) 

上 面 定 理 的 应 用 是 非常 广泛 的 . 这里， 我 们 利用 上 面 的 定理 
导出 (在 第 二 章 已 经 用 到 过 的 ) 关 于 赋 ( 拟 ) 范 线性 空间 上 必 有 足够 
多 的 有 界线 性 泛 函 存 在 的 命题 . 

定理 3. 设 ||xl 为 赋 ( 拟 ) 范 线性 空间 E 上 的 《 拟 ) 范 数 ， 那 

么 ,Vxo€ E, lwol| 关 0, 3f,€ E*, 使 得 
fiCxo) = [|xoll ， | 二 1, 
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证 . 由 于 所 需 的 泛 函 要 满足 条 件 f(xo) 一 |xol ,因此 我 们 自 
然 想到 ,在 互 的 线性 子 空 间 
下 一 {axolaE 大 } 
上 定义 的 沁 范 fj, 如 果 其 延 拓 成 为 所 需 的 泛 函 f, 则 必须 定义 为 


fo Coro) 一 ofol xo) 一 allxol|, vaé€ kK. 
下 是 , 当 我 们 定义 E 上 的 泛 水 p(x) = jz, Vx EE 时 ,容易 看 出 有 
[jx 一 有 和 pz， vx€ E,. 


这 样 一 来 , 注意 到 p(x) 的 性 质 , 我 们 就 可 由 上 面 定 理 1 和 定理 2 
把 控制 延 拓 为 全 空间 E 上 的 线性 泛 函 f, 即 
f(x*) = folx), Vx€ Eo 
及 
[六 志 上 zi， (E 为 “ 实 " 线 性 空间 时 ); 
|f(x)| 声 上 x，(E 为 “复线 性 空间 时 ); 
然而 : 当 五 为 实 空 间 时 ,还 可 以 导 得 
一 请 (xz) 一 f(x) |—xl=|xl, vxeE. 
因 和 而, 无论 E 为 实 、 复 空间 均 有 
[hx lxll, vre€E. 


vre€ErE, 


但 由 延 拓 性 还 有 
f(x0) 一 folxo) 一 ||xoll ~ 0. 

最 后 ,综合 以 上 最 后 两 关系 式 便 可 得 到 上 ,== 1， 证 毕 . 

注 9.。 我 们 必须 注意 的 是 ,如 果 互 不 是 赋 范 线性 空间 , 则 其 非 
零 的 连续 线性 泛 冰 未 必 存 在 .例如 ,在 $ 2.3 习题 (2) 中 ,我 们 已 经 
知道 空间 (;) 上 的 连续 线性 泛 函 是 存在 的 ， 它 们 由 有 限 项 非 零 的 
数列 的 全 体 所 组 成 . 然而 也 有 非 零 连 续 线 性 泛 函 不 存在 的 反例 . 

反例 . 在 [ae:2] 上 所 有 ”“ 概 “有 穷 的 可 测 函 数 全 体 (“ 概 相等 ” 
视 为 同一 元 ), 在 按 通 常 加 法 、 数 乘 运 算 所 成 的 线性 空间 中 引入 “ 准 


-人 (Ho 
人 一 | 区 Ti， 


风 其 构成 一 个 Fréchet 空间 (可 以 证 明 -~>xo (2 一 co) 等 价 于 
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ra(z) 当 nn 一 co 时 ,，“ 依 测度 ”收敛 于 mm()， 记 为 5S[a,5], 那么 ， 
S[a,6] 上 的 非 零 连续 线性 泛 函 是 不 存在 的 ， 

验 ， 反 之 , 若 S[a,5] 上 有 一 非 零 连续 线性 泛 函 f, 那么 ,注意 
到 函数 论 中 的 “平均 收敛 ”蕴涵 着 “测度 收 伍 ”, 因而 也 是 S[4 ,6] 
内 子 空间 Li[a,5] 上 的 连续 线性 泛 函 ， 且 由 Li[a,6] 按 “ 测 度 收 
伍 ” 也 是 稠 于 S[a,6] 的 , 从 而 知 轧 亦 为 Za, 5] 上 的 非 零 泛 函 . 
从 而 由 $2.3 节 (Li[a,5])* = M [a,65] 的 结论 可 知 ， 必 有 一 玉 数 
6 过 fo(z)E MTa;p]， 使 得 


fo(x) 一 | x(t)folt)dt, Vrx= x(t)€ Lila,b]. 


我 们 取 一 正 数 se 使 得 集 4。, 二 {z||folx)| 宇 eo, ti€E[a,5]}， 有 


、 AKC ) AKCLe ) 
uC4d。)>0, 并 且 用 cs(z) 表示 4。, 内 一 测度 在 一 一 一 与 


之 间 的 子 集 的 特征 函数 ,这 样 , 当 令 


fo Ce) 
Xalt) =—= nn， [hoy) | * cn(t) (n= 1,2,...) 


时 ,由 Vo 二 0, 有 
p(t| lr)| oo, 1€ [4,56]) = plzt||nesle)| 0,sE Lab]) 


p(As) 
< 0 (n 一 oo ). 


由 xa《) 当 wn 一 00 时 “测度 收 化 "于 0, 也 即 上 xsC01| 一 0(> 一 co)， 
但 另 一 方面 , 却 有 


hr) 一 | x Da = | lf es a 


uA = ) 


no—1l 


之 nnéE0 一 50 A > 0， 


从 而 f(xs) 了 >1(9) 一 0 (n> 0)， 此 显然 与 有 的 连续 性 假设 矛 
盾 . 验 毕 . 

(注意 : 由 以 上 反例 还 可 以 得 出 ,对 于 一 个 赋 准 范 的 线性 空 
闻 而 言 , 连 续 线 性 泛 函 的 延 折 定理 已 经 失效 了 )， 类 似 的 反例 还 可 
在 空间 (0 二 p 二 1) 上 找到 (人 参阅 文献 [40])， 
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由 上 面 定理 3 我 们 不 难得 到 下 面 的 推理 : 

推理 . 设 互 为 赋 范 线性 空间 ， zs5yE 已, 那 妈 , 为 了 元 x 一 y， 
必须 且 只 须 Vfe E*, 均 有 f(x) = f(y). 

证 . 命题 的 必要 性 是 显然 的 ,充分 性 可 用 归 廖 法 导出 ,事实 
上 , 如 末 * 疡 y, 则 取 元 xo 二 x 一 y 六 9, 由 范 数 定义 我 们 有 ||z| 
关 0， 故 从 定理 3 则 知 3f.€ 一 ， 使 得 请 (xzo) 一 ||xol] 碾 0 也 有 刚 
有 h(x) 一 户 (y) 二 h(x 一 y) 声 0, 此 显然 与 假设 矛盾 . 证 毕 . 

注 10. 上 面 的 定理 1 一 定理 3 及 其 推理 , 常常 统称 为 “Hahn- 
Banach “定理 ". 它 是 泛 水 分 析 中 最 基本 的 定理 之 一 , 在 本 书 中 我 
们 要 不 断 地 用 到 它 ， 

注 11. 由 定理 3 的 推理 ,显然 可 以 看 出 ， 对 于 一 个 “ 弱 收 敛 ” 
的 元 列 来 说 ,其 弱 收 化 的 极限 必定 是 唯一 确定 的 .并 且 , 借 助 于 它 ， 
当 我 们 要 证 明峰 范 线 性 空间 中 的 两 元 x,，y 相等 时 ,只 需 验 证 ， 
f(x) 一 f(y)，V1E E* 就 行 了 . 

注 12. 满足 定理 3 条 件 的 泛 函 记 ( 即 以 上 一 1,f.Cxo) 一 |xo) 
称 为 非 零 元 z 的 极 大 泛 函 .因为 注意 到 $ 2.4 习题 1, 我 们 可 知 
||xol| zo sup{ [fCx0) | #1,f€ E*} < f(xo) 
[其 中 , ze E**, 是 按 “ 自 然 映 象 ”(X6Cf) 一 人 xo), VfE E*) x, 所 对 
应 于 E** 空间 中 的 元 ] ,也 即 在 E* 的 单位 球 上 定义 的 泛 冰 |f(x0)| 

在 点 达到 了 “ 极 大 值 ”. 

为 了 理解 定理 3 的 几何 意义 ,我 们 先 介 绍 一 个 定义 . 

定义 7. 实 线性 空 间 内 的 超 平面 f(x) 一 < 称 为 凸 集 了 的 
1)1(x)—c 当 xE€ 立时 具有 相同 的 符号 (0 或 <0); 2) 存在 
一 元 xo€ 了 VV, 使 得 xo) 一 c]. 

” 注 13。 对 于 实 的 赋 ( 拟 ) 范 线性 空间 E 内 的 任 一 元 x。 《|x 
关 0), 必 可 作 E 的 “ 原 心 球 ”5(8,||xol) = {x|llz| < ||xoll, x€ E} 
的 一 个 闭 承 托 超 平面 x; fi(x) 一 由 zx， 这 就 是 定理 3 的 几何 意义 
(参看 图 3.1). 

事实 上 ,对 上 述 x。, 从 定理 3 所 得 的 证 函 轧 6 E*, 我 们 作 超 平 
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面 xz:filx) 一 | xo||. 那 乡 ? 首先 由 h 的 连续 性 可 知 上 超 平 面 是 闭 
的 . 其次, vx € 5C6, ||xol|), 由 上 二 1 的 性 质 ,我 们 可 以 导出 


图 3.1 


fCx) — lx < xl — lxoll < 0. 
即 以 上 闭 超 平面 在 球 8$(6, |xol|) 的 一 侧 ， 最后， 由 户 (Cxo) = ||xol 
的 性 质 ， 以 及 x。€ 5 (0, 上 xo) .从 而 可 知 该 闭 超 平面 = 与 球 $ (9， 
xoll)》 有 公共 点 .综合 上 述 结果 , 即 得 出 注 13 的 结论 . 

注 14. 不 难看 出 ,在 定理 3 中 ,如 果 对 于 实 空间 的 情形 , 换 那 
里 的 jz| 为 任意 一 个 “ 非 负 的 正 齐 性 次 加 " 泛 沙 p(x), 而 对 于 复 空 
间 的 情形 , 换 为 任意 一 个 "对称 次 加 泛 水 p(x)，, 那么 ,相应 的 定理 
也 成 立 。 由 此 类 似 地 可 以 得 到 下 面 的 几何 解释 : 对 于 实 的 赋 ( 拟 ) 
范 线 性 空间 E 内 的 任 一 元 x。《|lxol| 考 0), 必 可 作 E 内 任 一 凸 集 
V = {x|pCx) < p(xo), Vx 《EE}) 的 一 个 闭 承 托 超 平面 f(x) 一 
p(xo)， 此 结论 的 验证 作为 习题 留 给 读者 完成 . 

(=) / 

本 节 的 最 后 ,我 们 先 举 出 一 个 Hahn-Banach 定理 应 用 的 简单 例 

子 , 即 关于 “广义 极限 ”的 概念 . 为 此 ,我 们 先 给 出 "定向 集 ” 与 “还 


极限 ”的 定义 . 
定义 8， 一 个 有 序 集 4 称 为 定向 的 ,是 指 Va, p€ 4,37r€ 4， 
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使 得 wa 一 >, 8 一 >. 设 (ze|ake 4) 是 定义 在 定向 集 4 上 的 实数 集 
(简称 实数 定向 列 ). 我 们 称 数 和 为 (xs)， (a€ 4) 的 泛 极 限 〈 或 
Moore-Smith 极限 )， 是 指 Ve >0，3uc4， 使 得 当 wm 一时， 有 
| x。 本 xo| < 5， 记 为 lim Ta 一 X0。 

注 15。 显然 , 上 面 定向 集 是 自然 数 集 {x} 的 推广 , 实数 定向 
列 (xo)， (aec4) 是 通常 实数 列 {x,} 的 推广 . 

例 . 在 求 [a,651 上 可 积 辫 数 f(z) 的 Riemann 积分 时 ， 对 于 
fa,5b] 区 间 上 的 所 有 ”分 法 ”的 全 体 组 成 一 个 “定向 集 “， 而 对 应 各 
分 法 的 ”积分 和 则 为 实数 定向 列 ， 其 “ 泛 极 限 ” 为 此 可 积 限 数 的 
(R)- 积 分 | f(adz. 

下 面 ,我 们 给 出 关于 “广义 极限 ”存在 人 性 的 一 个 定理 . 

定理 4 (Banach 定理 ). 假设 {(x。)，(a€ 4)} 是 有 界 实数 
定向 列 的 全 体 所 组 成 的 集合 ,那么 , 当 它 们 之 间 加 法 与 数 乘 运算 定 
义 为 

rt y= (rot ye), x= (ro); Vr = (x0) y= (yo0), 
(a € A4), 16 尽 时 ;它们 构成 一 个 实 线性 空间 E.。 并 且 必 存在 一 个 
定义 在 BB 上 的 线性 泛 沙 

f(x) = LIM x,, Vx = (x,.) €E, 
使 其 满足 
lim x。 < LIM x, < lim r,s» Vx = (+,)E€E, 
其 中 ,下 极限 lim x。 一 sup inf xp; 上 极限 tm xu 一 inf sup xp. 显 
Ee a axB ae4 aa<B 
然 , 如 果 泛 极限 lim x 存在 ， 则 必 有 LIM *o 一 lim *o. 

证 . 首先, 上述 空间 E 是 一 实 线性 空间 是 明显 的 .其 次 ， 我 

们 在 E 上 定义 泛 遂 
、 p(x) 一 lim xz， Vx — (xo) €E,. 


容易 验证 ，p(x) 是 上 的 “ 正 齐 性 次 加 ” 泛 函 ， 并 且 , 如 果 互 的 一 
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线性 子 空间 EE， 
Eo= {4t0)—00 < < +%, = (5)), 
其 中 , 56 为 某 一 给 定 实数 , 即 x 一 (x) ,而 2 二 5 (a€ 4)， 在 其 
上 定义 一 分 配 沁 函 f， 
fo(x) 一 lim ro» Vx 一 (xo) € E,, 


显然 可 以 看 出 
f(x) < p(x), Vr € E,. 
从 而 由 Hahn-Banach 定理 可 知 ， 必 存在 互 上 的 一 线性 泛 函 f(x) 一 
LIM xu， 使 其 满足 
LIM ts p(x) 一 lim xo» Vx=(x,.) EE, 


注意 到 上 ,下 极限 的 关系 ,由 上 式 可 导出 
p(x)=— lim (一 ze) = lim ro, Vx 一 (+) € BE. 


CE 


根据 LIM xu 的 分 配 性 及 上 两 式 又 可 导出 

LIM xu 之 一 具 一 zx) = im xo, Vr = (x,)€ EE, 
证 毕 . 

注 16。 由 定理 4 显然 可 知 , “LIM x。” 具 有 通常 “极限 ”的 一 般 
运算 法 则 (和 、 差 \ 数 乘 ), 且 当 泛 极限 lim xu 不 存在 时 ， 它 却 仍 是 存 
在 的 ,基于 这 点 ,我 们 常 把 它 称 为 广义 极限 或 称 Banach 极限 .这 


种 极限 在 证 明 Haar 测度 的 存在 性 的 时 候 是 有 用 的 (参阅 文献 
L129 ] 中 Banach 写 的 一 个 附录 )， 


附 录 


， 由 本 节 所 论述 结果 ,我 们 得 知 ， 在 赋 范 线性 空间 上 均 存 在 着 连续 线性 泛 
臣 . 回 时 ,我 们 必须 指出 ,在 无 穷 维 赋 范 线性 空间 中 ,也 存在 着 不 连续 的 线性 
泛 沙 。 下 面 给 出 一 个 有 趣 命 题 . 

命题 . 在 任何 无 穷 维 的 赋 范 线性 空间 E 中 , 必 存 在 不 连续 的 线性 泛 函 。 
证 。 首先, 我 们 设 和 集 4CE 满足 : 4 中 的 任意 “有 限 元 ” 均 是 线性 无 关 的 
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(显然 4 是 存在 的 , 且 由 非 零 元 组 成 )、 并 设 这 样 的 集合 的 全 体 所 组 成 的 集 类 
为 多 二 {4}, 然后 ,我 们 以 集 间 的 “包含 关系 建立 “ 序 "的 关系 。 我 们 不 难看 
出 ,如 人 4 所 9 为 一 全 序 集 , 即 如 果 有 

ACACSCArCArtC', 


那么 , 集 ， 4 = 【4 就 是 {4,} 的 一 个 “上 界 ”. 从 而 我 们 可 知 乡 是 满足 


二 1 


Zorn 引 理 的 , 故 必 存 在 一 个 “ 极 大 元 ”B( 常 称 为 空间 的 一 组 “Hamel 基 ””). 

其 次 ， 我 们 证 明 上 面 的 集 B 的 线性 组 合 [B] 就 是 整个 空间 E。 事实 上 ， 
反之 ,如 果 有 ze E, 使 其 不 能 由 3 中 的 任意 “有 限 元 ”的 线性 组 合 表 出 ， 那 
么 ,由 于 集 站 一 {xo, B} EF, 且 有 BK， 其 与 上 面 B 为 极 大 元 的 取 法 疮 盾 ; 
此 即 导 出 5 = [B]. 

最 后 ,注意 到 EF 是 无 穷 维 的 假设 ,由 5 = [8] 可 知 集 3 也 必 是 无 穷 维 的 ， 
因而 , 我们 必 可 从 中 取出 一 列 ( 非 零 ) 线性 无 关 元 {y}cB。 这 样 , 当 我 们 在 
E 上 定义 一 泛 函 : Vx € EE， 如 果 x= 了 > 入 名 十 > piyis 其 中 ,YY 8B 


是 mI i 


(K 一 1 2 923 一 1 2，…9 m), 我 们 令 
Kz) = 之 2。 大 18。 


由 二 1 


那么 ,根据 集 B 的 性 质 我 们 不 难看 出 上 面 的 1 是 E 上 确定 的 线性 泛 淆 ， 然 而 
由 云 

f(y%) = Klly (& 一 132…)， 
又 知 泛 函 f 必 为 无 界 的 ， 由 此 导出 它 在 5 上 是 一 个 不 连续 的 线性 泛 函 ， 证 
毕 . 


习 题 


. 试 证 明 : 定义 在 线性 空间 E 的 一 个 线性 子 空间 E。 上 的 分 配 泛 函 
Cs), 六 可 分 配 迁 拓 于 全 空间 忆 
”2. 设 屯 为 一 赋 范 线性 空间 ，Fo 为 E 的 任 一 闭 线 性 子 空间 ，T。 为 由 EE。 
到 “任意 ” 赋 范 线性 空间 5, 内 的 任 一 有 界线 性 算 子 。 试 证 明 ; 为 了 T。 均 可 
“ 保 范 延 扼 ”于 ,必须 且 只 须 存 在 由 到 E。 上 的 “投影 算 子 ”( 即 p ‘=P> ll= 
1). 
3， 如 果 已 知 ECE** ($3.5 将 严格 证 明 它 ) 试 证 明 : 为 了 (8)- 空 间 E 
是 自 反 的 ,必须 且 只 须 E* 是 日 反 的 ， 


ss 1S51 ， 


4. 设 已 知 ECEY**， 试 证 明 : 如果 (8)- 空 间 E 不 是 自 有 反 的 , 则 空间 E，、 
EY EE 同样 地 ，E*， EEG EC 。… 均 为 在 “ 典 则 
映 象 ” 下 不 等 价 的 空间 . 而 当 mm 奇偶 不 同时 ,如 果 E(*”)* 互 不 等 价 (> 一 
1,2,…)s 则 EW* 与 E(wW* 也 均 为 互 不 等 价 的 空间 (这里, E'”* 表示 EE 取 # 
次 共 轿 后 所 成 的 空间 ). 
5。. 设 EE 为 赋 范 线性 空间 、E 为 其 一 线性 子 空间 、 并 设 元 x*。€ Eo， 试 证 
明 ， 
(i) Ye E*, 如 果 令 E。 上 的 泛 阔 记 为 
folx) = f(x), Vx&€ Eo 
则 必 有 je 于. 
(ii) 如 果 又 设 癌 € E83*, 且 有 
to(fo) = fx0), ViEE* 
《其 中 定义 同 (1)), 那 么 必 有 
to(go) 一 golxo), Veo€ Er. 
6. 设 r 为 赋 范 线性 空间 互 中 的 任 一 元 ，p 为 一 正 数 ， 试 证 朋 ; 
3f, e E*, 使 得 
l= 6 Cxo) = Nllxoli, 
7， 试 证 明 : 赋 范 线性 空间 中 弱 收 敛 元 列 的 极限 是 唯一 确定 的 . 
8。 试 证 明 本 节 注 14. 


§ 3.2. 线性 簇 . 凸 集 、 次 凸 泛 函 与 Minkowski 泛 画 
这 一 节 介 绍 线性 簇 、 出 集 与 凸 泛 函 的 一 些 基本 性 质 ， 
(—) 

在 $2.3《 一 ) 段 中 , 当 论 及 赋 范 线性 空间 上 有 界线 性 泛 函 了 范 
数 首 中 的 几何 意义 时 ， 我 们 曾经 指出 : 对 于 一 个 由 非 零 分 配 泛 函 
f 所 定义 的 超 平面 Hj 一 {x1f(x) 一 co x€ EE 而 言 ; 总 有 

H;, -一 Ns 十 Tos 
其 中 ， roEE 满足 做 xo) 一 C03 看 Ny -一 {x|fCx) ~— 0,x€ E} 是 
E 的 一 个 线性 子 空间 .并且 当 co 关 0 时 使 得 E = Nj 十 {axo}). 
上 述 的 超 平面 就 是 一 种 特殊 的 “线性 簇 ( 流 形 〉， 它 比 空间 5 的 维 
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于 


数 仅 只 少 1. 下 面 给 出 一 般 的 线性 簇 的 定义 : 
定义 1。 线性 空间 E 中 的 集 M。 称 为 线性 繁 ( 流 形 ), 是 指 
Mo 一 Eo 十 ro= {y+ xoly € Eo}, 
其 中 ,元 xo。€ EE, Eo。 是 E 上 的 一 线性 子 空间 . 
注 1.。 从 几何 上 看 , 线性 簇 M ,为 E 内 某 一 线性 子 空间 Bo 按 
向量”x。 “平移 ”而 得 到 的 集合 (参看 图 3.2). 特别 地 ,该 线性 子 
空间 Eo 本身 也 是 E 内 的 一 个 线性 簇 ( 当 x。€ E, 时 ). 


3.2 


注 2. 由 定义 1 不 难看 出 , 与 $2.3( 一 ) 段 的 引 理 类 似 ， 也 有 
下 面 的 结果 : 如 果 5 是 赋 范 线性 空间 E 的 闭 线 性 子 空间 ， 则 Mo 
为 闭 线性 簇 ; 反 之 亦 成 立 ， 

下 面 ， 我 们 给 出 一 个 关于 超 平面 与 线性 艇 相互 间 关 系 的 一 个 
定理 . 

定理 1。 为 了 集 玉 是 空间 E 的 超 平面 ， 必 须 且 只 须 昌 是 EE 内 
的 线性 繁 ， 并 和 且 对 于 任何 一 个 以 互 为 真子 集 的 线性 笃 人 MM， 必 有 
M=E. 

证 . 1) ”二 >” 由 是 超 平面 的 假设 , 首先 ,我 们 可 知 互 为 E 
内 的 一 线性 簇 ,其 次 ,我 们 可 知 必 有 EE 上 的 一 下 要 分 慧光 末 九 及 数 
co， 使 得 
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H= 已/ 一 {x|fi(x) = co, x € E}, 
并 且 有 肪 = Ny, 十 xo( 其 中 xo€ E, 使 得 f(xo) = 二 co). 于 是 , 当 设 
M 为 E 内 的 一 线性 簇 , 并 有 五 挟 M 时 , 邢 么 ， 由 线性 簇 的 定义 可 知 
M = E+ wo, (1) 
其 中 ,元 +o€ ,Eo 为 E 的 一 线性 子 空间 ， 下面 证 明 E。 一 EE. 
事实 上 ， 由 于 xoE HCM 一 Eo 十 X05 因而 有 (xo 一 x0) € Eo, 
当 注 意 到 E。 是 线性 集 时 , 便 可 得 到 
x0 一 Xo 一 一 (xu 一 zxo)6 五， 
因而 有 
(xo 一 xo) 十 Eo 一 {zo 一 xzo + yly € Eo} = Eo, 
也 妈 有 
M=x tt Eo= {xot+ yly€E Eo}= {xo + yly€ Eo} = wo Eo, 
于 是 ,根据 旷 挟 MM 的 假设 ,由 上 式 知 ， 
Ny 十 to Eo + Yo. 
由 此 导出 Ny 宇 E。。 最 后 ， 注 意 到 上 面 所 谈 Nj 与 空间 互 的 关系， 
我 们 可 知 Vy。€ EWNN:, 必 有 E 一 Ni 十 {ayo}. 
综合 性 质 Nj CE。 及 {ayo} CEo, 并 注意 到 下 ,为 线性 集 , 由 上 式 便 
可 导出 E, 一 EB。 回 到 式 (1), 我 们 得 到 M 一 E. 
2) “< 一 ” 首先 ， 由 五 是 E 内 一 线性 簇 并 且 不 是 整个 空间 ， 
故 由 定义 应 有 
H= Er, xoK Eo, 
其 中 , Eo 为 E 的 一 线性 真子 空间 .其 次 , 设 [及 ] 为 由 已 所 张 成 的 
线性 子 空间 ,由 于 [HH] 显然 亦 为 E 内 的 线性 簇 ， 且 有 瑟 冬 [ 吾 ], 因 
此 由 定理 假设 条 件 可 知 [H] 一 E. 这 样 ,Vx € E,( 注 意 到 xo& Eo) 
存在 唯一 确定 的 数 @ ,使 得 x = axr。 十 y (其 中 y€ Eo)， 我 们 定义 
王 上 的 证 函 轧 ， 
x) = f(axo ty)=a, V+=ar+y€E[lHl=E. 
显然 有 是 E 上 的 线性 泛 孙 ,并 且 有 
H= {x|lf(x)=1, x€E} 
即 玉 是 空间 E 的 超 平 面 .证 毕 . 
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(二 ) 

在 $1.1 中 ,为 了 讲述 赋 范 线性 空间 中 元 的 范 数 的 特性 ， 我 们 
曾经 引出 过 线性 空间 中 的 “线段 ”和 “ 凸 集 ” 的 概念 。 那里 曾经 指 
出 ，Vx,y€ EEE， 集 {4x 十 (1 一 1)710 委 2 委 1 称 为 由 x，》 组 成 
的 “线段 ”, 记 为 [x*,y]。 类 似 地 , 当 以 上 线段 不 含 * 元 ， 不 含 7 元 
或 不 含 * 与 元 时 , 则 分 别 记 为 “ 半 开 线段 ”: 《x,y],[x,y) 或 开 
线段 "(x,y). 这 时 ,对 于 空间 互 中 一 个 集合 ,如果 Vz，y 6 了, 均 
有 [x, y]CV, 我 们 则 称 V 为“ 凸 集 ”. 

下 面 介绍 凸 集 的 一 些 简单 性 质 . 
定理 2， 设 王 为 线性 空间 ,那么 ,对 于 互 内 的 凸 集 有 以 下 性 质 
成 立 : 

(i) 如 果 T,P: 为 凸 集 , 则 va, BEC,aV, + pV; 一 {ax 十 
pylxE€ Vi,y € V,} 亦 为 凸 集 ; 


(ii) 如 果 ,ee 7) 为 凸 集 , 则 当 [Vi 关 4$ 时 , 其 也 为 是 
IiEerl 


集 ; 
(iii)》 对 于 任何 子 集 M CE, 必 存在 一 包含 它 的 “最 小 凸 集 ”( 吓 
包 络 ) 记 为 covM , 并 有 


wv — {> A xa [NMP 0xiE M (RK=1,2,...,n) 
太 二 1 
DM 1, 4 — 1,2,.…-] 
中 二 1 


及 
covM 一 {1 V，《V,(z EB) 为 包含 M 的 所 有 山 集 ); 
(iv) 为 了 是 止 集 ， 必须 且 只 须 有 (a 十 6) V=aV 十 pV 


(Va, 8 之 0); 此 外 ， 在 实 线 性 空间 中 为 了 TV 含 原点 9 且 按 6“ 对 
称 ,《 刀 有 Vxze 7 之 一 xET), 必 须 用 只 须 一 六 一 了 


1) 在 复线 性 空间 中 ,我 们 称 凸 集 是 (关于 98 点) 对称 ”的 ,是 指 其 潢 足 Vr € F,V1 
EC |4| = 1=>AxeEV., 
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定理 3. 设 互 为 典范 线性 空间 ;那么 ,对 于 凸 集 了 的 任何 一 后 
x € VV, 及 其 任何 一 个 内 点 y ( 记 为 y* ET 了 ), 半 开 线段 (x, y?] 必 
定 均 为 了 的 内 点 , 即 有 (x, y?]CrY. 
证 。 Vs?e(xr，y2]; 由 定义 可 知 , 习 6 汪 0,0 达 加 二 1, 使 得 
2° = hx 十 (1 CN)y°, 
由 于 假设 y? E 廊 ， 故 知 36 这 0 ,使 得 E 中 以 y° 为 中 心 ,5 为 半径 
的 开 球 S(y” ,86)CV (参看 图 3.3). 我 们 令 8 一 〈1 一 40)6， 


图 3.3 
那么 , Vz € EF, 只 要 lz 一 sj 二 566, 则 当 取 元 


yt (2) 
时 ,由 


上 一 川 一 | 


天 几 » 
十 . 0 _ ) 一 心 
€ 1 *) 4 


一 1 上 (1 一)zs' 十 加 Cz' 一 x*+) 一 (1 一 和)y°| 


1 一 ho 
1 ， / 
1 一 1 [C20)z 十 oz] 一 [hoxz + (1— 0)y 
no 
=- < 
1 一 4o 1 C— ho 


获知 y€ SCy*,86)CV。 从 而 由 前 面 y 的 取 法 , 可 以 将 * 解 出 来 ， 
(1 一 Mo)y” = (1 一 oz 十 Ms x)， 民 ] 
2 == 1ox 十 (1 一 00 
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并 由 定理 假设 Ye 了， 及 结果 多 ez ， 注 意 到 了 是 卫 集 ， 便 导出 
z € VV, 即 球 S(z°,6,)CV, 了 Bs" € V. :证 毕 ， 

注 3. 上 上面 定 再 的 证 明 方 法 是 根据 几何 直观 的 启发 而 得 的 ， 
由 于 这 种 “思路 ” 当 在 第 四 章 讲 述 “ 共 鸣 定 理 ” 时 ,也 要 用 到 它 , 所 以 
提请 读者 特别 注意 . 

由 上 面 定 理 3 我 们 不 难 直 接 导 出 下 面 的 两 个 推理 : 

推理 1 如 果 了 为 赋 范 线性 空间 中 的 一 个 有 内 点 的 凸 集 ， 那 
么 ,VV 的 “ 开 核 ”(TV 的 内 点 所 成 的 集 )V 也 是 凸 集 ;并 且 才 的 “ 闭 
包 ”V = V5, 

推理 2.。 如 果 G 为 赋 范 线性 空间 中 的 一 个 开 集 ， 那 么 ，G 的 
“ 凸 包 ”covG 亦 为 开 集 . 

注 4. 推理 1 的 后 一 个 命题 是 非常 有 用 的 ， 它 即 指出 对 于 一 
个 有 内 点 的 凸 集 了 而 言 ,其 内 点 的 闭 包 即 为 了 的 闭 包 ， 从 而 可 知 ， 
7 的 “边界 点 " 均 为 其 内 点 的 极限 点 。 
定理 4， 设 六, 7: 为 赋 范 线性 空间 具有 内 点 的 两 个 凸 集 , 那 
么 ; 当 了 af 让 一 上 时 ,也 必 有 TI 太一 由 (此 即 说 明 , 两 凸 集中 ， 
如 果 有 一 个 不 含有 另 一 个 的 内 点 时 , 则 它们 仅 可 能 在 “边界 点 ” 相 
交 ). | 
证 。 事实 上 , 如 果 NV 8， 那么 ， 当 设 x? €E VN 
时 ,由 于 x? 为 V, 的 内 点 ， 故 知 必 有 开 球 5(x?, 6o)CV,( 参 看 图 
3.4). 此 外 , 又 由 x?€ 7, 且 访 关 由 当 取 一 元 x*? € VV 时， 由 假 
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设 V; MV 一 由， 故 知 x? 外 5 (x?, 86)、 并 且 由 定理 3 可 知 , 半 开 
线段 (x?, x?]CCV,, 特别 地 , 当 取 元 (注意 ||x? 一 zx? 三 58) 


部 60 Gu OO 
yi 一 (1— 本) 好 十 一 一 一 YY 
2|lx? 一 xz? ”二 — x2| 


时 ,可 以 导出 yr 《 (xz2?， x?] 忆 V,; 男 一 方面 ,由 


do (zx o 
— 一 一 (xl 一 zx 
2jzz 一 x2| 


jy? — x2|| 一 < 一 5 
又 可 导出 yf ES (x89, 60)CV,。 从 而 yf? EV 由 PV， 与 定理 原 假设 
矛盾 . 证 毕 . 

定理 5。 如 果 太 ,7: 为 赋 范 线性 空间 的 两 个 凸 集 , 并 且 仿 关 
几 ，P 访 一 由 ,那么 ，( 凸 ) 集 了 一 了 一 也 ， 且 必 有 区 关 册 及 
OV. 

证 。 首先 ， 由 定理 2 可 知 ,V 显然 是 一 个 凸 集 .又 由 开 集 的 
a 当 元 +? EV 时 ，VYxrs€ Vi, 元 x9 一 x 也 必 为 ( 凸 ) 集 

; 一 x 的 内 点 《 即 邻 域 的 “平移 ”, 参看 图 3.5)。 于 是 由 念 半 $ 

的 假设 ,显然 可 知 攻关 $， 

下 面 证 明 零 元 6&V， 事实 
上 ,如 果 9ezy, 则 知 35。 汪 > 0, 使 
得 " 原 心 球 ”5(6 ,6,6)CV， 此 外， 
由 9€ VV = 二 V, 一 V1, 故我 们 又 知 
必 有 一 元 *, 使 得 ET, ZE， 
这 样 , 注意 到 假设 访 , 关 $, 由 定 
理 3 的 推理 1, 则 可 导出 ,对 于 了 
的 元 *， 必 存在 元 y? EV,, 使 得 
ly? 一 xl| 二 5。, 从 而 导出 

*— yy? ES (0,8)CECV. 

根据 V 的 假设 ,由 以 上 讨论 知 存在 元 y,€ 7， y;, EV,, 使 得 x 一 y? 
YT 到 有 


e。 SS 。 


最 后 ,由 VV,，V; 出 性 的 假设 及 上 面 的 定理 3, 我们 还 可 导出 
区 十 Yi € V y2 十 》; € y 
2 13 2 le. 


将 上 面 两 式 综合 起 来 可 知 VV 着。 显然 这 与 定理 假设 矛盾 。 
证 毕 ， 

注 5， 在 上 面 定理 的 证 明 中 ， 我 们 不 难得 到 下 面 的 结论 : 对 
于 两 个 凸 集 V,,V， 《至 少 有 一 含 内 点 ) 而 言 ， 为 了 出 集 V, 一 Vi 以 
0 为 内 点 ， 必须 且 只 须 存 在 V, 和 V, 这 样 的 一 个 公共 元 ， 使 其 为 
Vi 或 者 2 的 一 个 内 点 . 


(三 ) 

下 面 ， 我 们 讨论 凸 泛 函 . 上 节 已 经 介绍 过 在 线性 空间 上 凸 泛 
函 的 定义 ,类 似 地 ，, 我 们 可 以 定义 在 E 内 一 个 凸 集 V 上 的 唔 泛 函 . 
而 县, 更 一 般 地 ,我 们 在 了 上 定义 一 个 较 广 的 次 凸 泛 函 ”: 

定义 2. 在 线性 空间 E 内 唔 集 VV 上 的 泛 水 clx) 称 为 次 号 
的 ,是 指 


6 (< 了) < 二 [eCx) + ely)], Vx,y€EV, 


有 了 上 面 的 定义 ,我 们 可 以 给 出 下 面 的 引 理 : 
引 理 1.。 设 c(x) 为 线性 空间 互 内 巴 集 了 上 的 次 凸 泛 函 ， 那 


么 ， 对 任意 ”个 正 有 理 数 812 723 ”337 19 只 要 >， 7 一 1, 则 有 
此 二 1 


及 
‘(> ret) < > raC (xk), Vxioxai xzoc 亚 ， 
X=1 


k=1 
证 。 下 面 ,分 四 步 证 明 . 
1) 首先 ,从 次 凸 泛 函 的 定义 ,我 们 不 难看 出 


Gm Ge) 
2’ 2 2 2 


<z 1 2) + (2) 
2 2 2 
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< 广 [eCx) FeCx) -ter) te Cr)], Vr, x2, Xs Xt EV, 


因而 由 归纳 法 我 们 不 难 推出 Yn (自然 数 ), 均 有 


pad 


2 有 

>) Xt 1 >) 

ec 人 | < c(xr), xi X29""* "9 X24 € V, 
k=1 2 k=l1 


2) 其 次 , 当 已 知 < ( > 全) 过 二 > ceo 时 ,我 们 有 
‘k=1 天 2 k=1 


(Di ) < -2 3) 


事实 上 ,由 已 知 条 件 可 导出 ,对 任意 自然 数 ”之 2， 均 有 
人 


ki 一 k=1 
Bess 
-| 所 7 一 1 
< 站 cot 人 (总 井 放 
即 
(1 放 二 ) < 六 0 


一 好 一 上 7 一 站 
3) 综合 1), 2) 我 们 可 看 出 ，Yn (自然数), 均 有 
， (| < Li[e(x) FcCx) + -+ crx)]. 


4) 对 于 任意 2 个 正 有 理 数 ris F323"""s rn， 当 > rg 一 1 
友 二 1 


时 ， 可 得 其 公分 母 m, 而 每 个 有 理 数 , 一“ 人， 使 得 m4 一 芒 
r=1 
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这 样 ,由 3) 可 导出 


Eid 


Cc ( > rat) 
i 
#1 个 mz 个 mr 个 
oe ‘(2 十 XX 十 :十 XxX; 十 “*” Hn 
2 


< Li[ mcr) 十 m2c (x2) 十 "十 mac (xs)] 
n2 


一 2 re). 
证 毕 .。 t=1 


注 6.。 当 c(x) 在 了 连续 时 ,次 巴 泛 毅 为 凸 泛 辆 . 
事实 上 ,由 以 上 引 理 结论 可 知 , 当 c(x) 连续 时 ,可 导出 对 于 任 


意 7 个 正 实数 1,， Nhs Ns 只 朗 >， hk 一 1 ， 则 有 
k=1 


c (> hat) 一 >) Agc(xR), VrisX2s""* ,Xn € V. 
炎 一 1 大 一 1 


为 了 给 出 有 关 次 凸 泛 函 的 连续 性 的 定理 ， 我 们 还 须 给 出 下 面 
的 引 理 

引 理 2， 设 c(x) 为 赋 范 线性 空间 EE 内 (具有 内 点 的 ) 凸 集 了 
上 定义 的 次 凸 泛 函 。 那 么 ,只 要 c(x) 在 VV 内 的 一 个 闭 球 5(x。,66) 
的 数值 有 上 界 , 则 c(x) 在 了 的 任何 一 个 内 点 的 某 一 闭 球 域 的 数值 
也 有 上 界 . 

证 。 设 次 凸 泛 函 c(x) 在 下 内 某 一 闭 球 5(xo,6o) 上 的 数值 有 
上 和 项, 且 不 妨 设 其 一 上 界 为 po， 那么 ，VxiE V， 由 x 是 V 的 内 点 ， 
故 可 找到 一 自然 数 110» 使 得 元 


xl 一 Xo 
Xx2 一 Xi 十 一! ~ E 
Ho 


(注意 ， 型 一 各 一 9(n 一 co) ), 由 此 可 得 xz 一 一 xx 十 0 __xa 
.1 ， no 1 nm 十 1 


(参看 图 3.6)， 于 是 ， 当 取 正 数 2, 一 一 ,对 于 闭 球 3(x,,8,) 


no 
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上 任意 一 点 y,, 取 元 
yo = x + (no + 1)(ys — x2) 
时 ,由 于 
yo 一 xol| 一 | [x 十 (oz 十 1)(y, 一 xz2) ] 一 xol| 
一 《no 十 1) yi 一 Xx2 十 i 
1 120 
Cm + Dy (+ 


= (no 十 lly 一 | < (no 十 D6 = 06,， 
因而 可 知 yo € S (xo， 5,) 这 样 ,我 们 由 yo 的 取 法 解 出 yis 有 Y=™ 


1 _7i0 gE §(x 
一 让 加 十 一 一, 利用 引 理工 的 结论 ,并 注意 cx) 在 3xos85) 


上 数值 有 上 界 p 的 假设 ,可 导出 
~c(_ it. A 1 20 x 
Cy) ‘(= 二 t+ 一 ) < 二 700+ 一 各 Gx) 


1 120 
一 i p 十 i c(x2) = |Bo| 十 |cGCxa)1|。 


最 后 注意 到 y, 在 5 (x1, 61) 上 的 任意 取 法 ， 上 面 即 导出 泛 函 c (x) 
在 xi 的 闭 球 S (x, 5,) 上 是 数值 有 上 界 的 . 证 毕 . 

有 了 上 面 的 两 个 引 理 ， 我 们 可 导出 关于 次 凸 泛 辫 连 续 性 的 一 
个 命题 . 
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定理 6. 设 c(*) 为 定义 在 赋 范 线性 空间 互 肉 《具有 内 点 的 ) 
凸 集 了 上 的 次 凸 泛 函 ;, 那 么 , 只 要 c(x) 在 了 内 某 一 闭 球 S (zxo，5o) 
的 数值 有 上 界 , 则 c(x) 必 在 了 的 开 核 Y 上 连续 . 

证 。 VzreY ,首先 ,由 引 理 2 
可 知 , 必 存在 V 中 一 闭 球 Sx ,01) ， 
使 得 放电 c(%) 在 其 上 的 数值 是 有 
上 稻 的 ， 不 妨 设 其 一 上 弄 为 .其 


次 ,Vx € E, lxl < 2, 取 两 个 自 
然 数 min; 2 盖 角 ， 使 得 xi 土 nx E€ 


S(x1,61) (参看 图 3.7). 于 是 ,由 引 
理 1 以 及 cl(x) 的 次 凸 性 可 导出 


en + mr) = (Trt nx) + 二) 


7 


图 3.7 


1 -一 
< 之 ~ c(xi 十 nx) 十 一 一 全 cCxzl)， 
1 


由 此 有 z 
c(xii mr) — cr) < cz + nr)— clr) (3) 


mm 2 


同样 地 ,由 c(x) 的 次 凸 性 又 可 导 得 关系 式 


cx)=e ( (zi 二 mx) 和 (xi 一 mxr) ) 


才 二 [c(x +t mx) + cri — mx)], 


也 即 
cr) 一 cx 一 Mt) SE er + mx) — cr). (4) 


注意 到 在 式 (3) 中 当 换 z 为 一 x 时 仍 是 成 立 的 , 即 有 
cx 一 mx ) 一 上 (x1) < 一 [ c (x 一 nx) 一 cCxz)]， 


也 即 
fc(x) 一 c(Cxi — nx)] < 二 < t1) — cxi CO— mx) . (5) 
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因而 , 结合 (3)，(4)，《5), 我 们 可 导出 
ecx) 一 cx — nx) 二 cz 十 12xt) 一 czi) 
二 cxi 十 txt) 一 cz) 
特别 , 令 m 一 1, 并 注意 到 c(x) 在 § (xi,61) 数值 有 一 上 界 为 B， 
由 上 式 可 导出 
eh 1 cri 二 + x) — clr) 声 A Da 一 , 

最 后 ,根据 # 的 取 法 我 们 知道 , 当 x 一 9 时 , 必 有 nn 一品, 因 
而 由 上 式 直 接 可 得 , 当 x 一 9 时 ,有 clxi 十 x) 一 cxi) 一 0, 也 有 即 
c(x) 在 x 点 是 连续 的 .证 毕 . 

注 7. 由 定理 6 可 知 ,如果 次 凸 泛 函 clx) 在 E 的 某 一 内 点 不 
连续 ， 那 么 , c(x) 必 在 的 任何 闭 球 5(x, 5) 的 数值 均 无 上 界 . 

由 定理 6 我 们 不 难 直接 导出 下 面 的 推理 : 

推理 . 设 了 为 赋 范 线性 空间 内 的 一 具有 内 点 的 有 界 闭 凸 集 ， 
clx) 为 了 上 定义 的 “ 凸 泛 函 ” ,那么 ,只 要 c(x) 在 V 的 “边界 ”V\V 
上 数值 有 上 界 , 则 <(x) 必 在 站 的 开 核 上 连续 ， 

证 。 事实 上 , 我 们 首先 不 难 证 明 凸 集 了 的 闭 包 下 也 是 凸 集 ， 
此 外 ,由 子 的 有 界 性 可 知 , Yxze V, 均 存 在 VV 的 “边界 点 ”y,,y;，, 使 
得 zx 一 Mj 十 (1 一 XW)yz, 其 中 , 0 万 4 过 1。 这样 ,由 c(x) 在 的 
趾 性 可 知 

c(x) 一 chy 十 (1 一 1)y2) < hic(y1) 十 (1 一 4) c(y2). 
注意 到 c(x) 在 了 的 边界 是 数值 有 上 界 的 , 当 设 其 一 上 界 为 pn 时， 
由 上 式 可 导出 

c(x) < 委 hpo 十 (1 一 4)pBo = fo, 
即 c(x) 在 V 上 的 数值 是 有 上 界 BP, 的 . 因而 直接 可 从 定理 6 中 导 
出 本 推理 结论 . 证 毕 . 
” 注 8 由 上 面 的 推理 我 们 特别 可 以 推出 , 如 果 f(x) 为 实 轴 凸 
集 了 上 定义 的 一 个 西 函 数 〈 按 jx 十 (1 一 2)7) 委 Me) 十 
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(1 一 2) f(y) 定义 )， 则 其 在 V 的 任何 内 点 均 是 连续 的 .事实 上 ， 
因为 对 于 实 轴 上 的 任何 一 个 内 点 而 言 , 它 的 “ 球 域 ”是 区 间 ， 而 
“边界 "为 两 个 端点 ,因而 ,其 边界 值 永远 是 有 上 弄 的 。 


(四 ) 
这 里 ， 介 绍 一 个 由 凸 集 构造 的 次 加 法 正 齐 性 泛 函 〈 通 常 称 为 
Minkowski 泛 国 ) 的 性 质 ， 
定理 7. 设 Y 为 实 赋 范 线性 空间 五 内 的 一 个 凸 集 , 且 有 0 
户 , 那么 , 当 在 互 上 定义 泛 函 p(x) 为 


p(x) — inf {pl >0, = ev 


时, p(x) 必 为 互 上 的 次 加 法 正 齐 性 连续 泛 函 :并且 有 
V = {rp(x) <1,xE€E}, 7 一 ftzlp(xz) = 1,x€E}. 
证 。 下 面 我 们 逐条 验证 所 需 结论 . 
1) p(x) 是 次 加 的 . 事实 上 ，vx，yEE,vs>>0， 由 沁 逻 
p\*) 的 定义 知 , 3x,P 盖 0 使 得 
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二 ET， ax 一 二 一 pz); 
CC 2 

二 EPF，8 一 二 < p(y) 
8 3 2 PYJ 


但 又 由 V 是 吓 集 , 故 对 数 二 二 所 《C0,1), 有 


cz+y_ (x 8 (9 
cx 十 有 二 人 (ep 
于 是 ,注意 到 沁 函 px) 的 定义 以 及 上 面 的 两 个 不 等 式 , 可 得 到 
8 > 
plx +y) <at p< (PCo) 十 三) + (p09) 十 三 


一 p(x) + p(y) + e; Vr,y EE E, Ve > 0. 
因而 令 s 一 0 时 ,可 导出 
p(x+ + y) pl) + py), Vr,y EE. 
2) p(x) 是 正 齐 性 的 .首先 , 当 4 = 二 0 时 , 易 见 p(9) = 0. 而 
当 4 > 0 时 ,我们 有 z 


p(Ax) 一 nf {p11 > 0, 2 好 € v| 


一 inf 1 . 全 > "5 


4 


4 


~— 7. inf {pl >0,S ev} = pC), Vxr€EFE. 
- 

3) p(x) 是 连续 的 ， 首先, 由 9 EP 可 以 导出 p(x) 是 有 界 泛 
函 , 由 6 是 了 的 内 点 ， 可 知 存在 一 闭 球 5(6, 8)Cy， 注 意 到 当 元 
x € 时 , 即 于 EV， 故 由 p(x) 的 定义 可 知 , 必 有 p(x) 过 1. 这 


样 ，Yx EE, 由 于 加 e5(9, 5) 以 及 上 面 2) 的 结果 , 便 可 得 到 


< 
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-一 一 一 一 一 一 一 一 


也 郧 导出 
p(x*) < x 4 ， vre€epb. 


其 次 :注意 到 p(x) 的 次 加 性 ,由 其 有 界 性 便 可 导出 下 面 的 关系 式 
px) 一 plxo) 委 px — xo) < =, Vx, roEE 


及 
p(xo) 一 p(x) < p(xro -< 攻 = 开 ， Vx, ro€E FE. 


也 即 
|p(%) 一 p(xo) | <= |x 一 xzoj|， Vr+, xe EE. 


从 而 直接 可 以 导出 泛 阔 p(x) 在 E 上 是 连续 的 . 

4) VV 一 {x| p(x) 三 1, x€ EE}, 首先 , 证 明 VC{x|p(x) 
委 1,x《 EE}， 由 上 面 3) 的 证 明 已 知 ，Yx EV, 均 有 plx) 1， 
当 YyEVNV 时 , 则 可 由 y€ 了 了 知 习 {xn}CV, 使 得 x 一 y(n 一 
co). 利用 上 面 3) 的 结果 ， 直 接 就 可 导出 p(y) 二 limp(lx») <1. 


其 次 ， 我 们 证 明 集 {x|p(x) 夺 1，x€ E}CV。 事实 上 ， 如 果 有 
元 y 六 KV 那么 的) 使 5(y, 5)NV 一 $8.。 由 


7 一 7》 一 2 TT (由 y&V, 显然 知 y 关 9) 满足 
,ls | 
中 下 


故 知 "ES (7，5) 从 而 导 得 *&F， 也 即 有 


| 
’/ 上 一 2 4- BI)? 
这 样 ,注意 到 p(y) 的 定义 ， 便 可 知 p(y) > 下 a 站 -1 此 即 
证 得 {x1p(x) 过 1, x€ EB}CY. 全 以 上 的 结果 , 即 导 由 4) 的 结 
论 ， 
5) 区 一 {xlp(x) 二 1,xE€E}. 首先 ,证 明 VC{xip(x) 达 1， 
xE FE}， 当 x? 一 0 时 ,显然 从 上 面 2) 可知 p(0) 一 0 二 1 成 
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7 当 x ”六 9 了 时 ,由 x 2, 故 必 有 一 财 球 S 《x”, 80) 


CV 这样, 对 于 元 ww ”一 x” 十 666i I T 言 ,由 于 


| 一 au 


le — x = ls 


故 知 w* ES (x°,6o)CV, 也 即 有 
x ° /ed 一 VE 


jz 十 6 


注意 到 p(x) 的 定义 ， 可 导出 p(x*) < 二 二 1， 其 次 ,证 


明 集 {x |p(x) 二 1, x€E E}CV. 由 4) 的 结果 可 知 ， 如 果 有 元 
x < 五 ,使 得 plx’) 二 1, 那么 ,由 p(X) 的 定义 可 知 必 有 x ET ( 否 
则 , 当 x 六 了 时 ,注意 到 7 为 含 8 之 凸 集 , 则 Yrn:0 一 天 < 一 1， 贝 


工 一 >> lz, 必 可 导出 去 & 六 ， 从 而 有 (xz 1) ,由 


3) 的 结论 及 p(x) 的 连续 性 可 知 ， 必 有 x 的 球 S(x',8') 使 得 有 
p(x) 二 1，YVx € 5S (x ,8 ). 注意 到 p(x) 的 定义 则 可 导出 SCxz ,6') 
Cy， 也 即 x' EY。 综合 以 上 的 论述 ， 即 导出 了 5) 的 结论 .证 
毕 . 

上 面 定理 的 证 明 启 发 我 们 引出 两 个 以 后 需要 用 到 的 结 

推理 1.。 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 , 那 2 ,对 于 上 的 次 加 ， 
泛 国 而 言 , 由 其 强 有 挤 ` 性 可 以 导出 其 连续 性 ; 对 于 E 上 一 个 正 
齐 性 ?证 函 而 言 ,由 其 在 “原点 ”6 的 连续 性 可 以 导出 其 强 有 界 性 . 

证 . 1) 设 p(x) 在 巨 上 是 强 有 界 " 泛 函 ($2.1 定义 2), 即 有 
pCx)| 志 Bllxj〗，Yx € E (其 中 8 为 一 固定 正 数 ). 那么 ， 由 上 面 
定理 7 的 证 明 3) 的 方法 ， 我 们 不 难 直 接 由 p(x) 的 次 加 性 及 以 上 
条 件 导 出 其 连续 性 . 

2) 设 正 齐 性 泛 隙 p(x) 在 EE 上 对 9 是 连续 的 ， 那么 ,对 于 正 
数 1 而 言 ， 必 有 内 的 闭 球 5 (96，85), 使 得 |p (x)| 二 1，VxE€ 
S《9 ,86)《 注 意 p(9) 一 0). 这 样 ,由 上 面 定 理 7 证 明 3) 的 方法 ,我 
们 不 难 由 p(x) 的 正 齐 性 及 上 面 结果 直接 导出 p(x) 在 E£ 上 的 强 有 
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界 性 . 证 毕 . 

推理 2， 设 p(x) 为 赋 范 线性 空间 E 上 定义 的 “次 加 正章 性 ” 
沁 图 ,那么 ,为 了 p(x) 在 EE 上 是 强 有 界 泛 函 ， 必 须 且 只 须 p(x) 在 
E 中 某 一 点 Xo 是 连续 的 . 

证 . 定理 的 必要 性 显然 可 由 推理 1 直接 导出 .下面 证 明 其 
充分 性 . 事实 上 ,如果 p(x) 在 x 点 是 连续 的 , 那么 , 注意 到 p(x) 
必 在 E 中 某 一 闭 球 的 数值 是 有 上 界 的 ;此 外 由 假设 可 知 ，p(x) 亦 
是 凸 泛 水 。 因 此 ,直接 利用 前 面 的 定理 6 则 可 导出 p(x) 在 .上 是 
连续 的 ， 最后， 再 由 上 面 的 推理 1 便 可 导 得 本 命题 结论 。 证 毕 ， 

注 9。 对 于 上 面孔 上 的 次 加 泛 函 ,由 于 

P(X) 一 p(xo) ES p(x — %0) 
及 
p(x0) 一 p(x) < p(xo — x);: Yr,xo€ E, 
因此, 当 lim p(x) 一 0 时 ,p(x) 必 为 E 上 的 连续 泛 函 ; 因此 , 当 


p(x) 还 是 正 齐 性 时 ,此 条 件 亦 为 p(x) 强 有 界 的 充 要 条 件 . 
关于 次 加 性 与 凸 泛 函 的 其 它 结 果 可 以 参看 文献 [16, 17]. 


习 题 
1. 试 证 明 : 为 了 线性 簇 Me 二 5。+ x。 是 闭 集 , 必须 且 只 须 5 是 的 
闭 线性 子 空间 (£ 为 任 一 距离 (线性 ) 空 间 ). 
2. 证 明 本 节 定 理 2 关于 凸 集 的 四 个 基本 命题 . 
3. 试 证 明 ;， 如 果 赋 范 线性 空间 E 中 有 一 线段 [x,, xs] CZ (E 内 的 音 
位 球面 , 即 ,二 {x*| 上 x = 1, x€ EE}), 则 必 有 
(i) Mr 二 (1 一 4)xaz| 之 1， vAER. 
(ii) lex, + Bxsll>|e + BI, Va, BER. 
4. 试 证 明 本 节 定 理 3 的 两 个 推理 . 
5- 设 E 为 一 实 线性 空间 ，*o 为 E 内 任 一 给 定点 ，c(x) 为 E 上 定义 的 
沁 丫 , 试 证 朋 ; 
(i) 如 果 <(z) 是 次 凸 泛 函 ， 那 么 ，YyE E, 单 边 部 分 极限 limCe(xo 十 1+y) 
一 c(xo))/ + 其中， + 为 有 理 数 ) 必 存 在 ， ~ 
(ii) 如 果 “(*) 是 凸 泛 函 ， 那 么 ，Yy 6 E， 单 边 极限 lim Ce(xo 十 和) 一 
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c(xo)]/ 2 必 存 在 . (通常 记 为 de (xo,y), 称 为 “ 单 边 Gateaux 微分 .”) 

6. 设 V 为 线性 空间 E 内 的 一 个 号 集 , c(x) 为 VY 上 定义 的 同 泛 阔 , 当 元 
yisyiE (ysyz) 元 xo 二 Ny, TI 一 4)yze(Cysyz) 时 ， 试 证 明 : 对 于 开 
线段 (xo，y;) 内 任意 一 点 xz 一 4 十 《1 一 4)7， 均 成 立 下 面 关 系 式 : 


GD 全 二 5 [C0) — ey)] Eels) 一 “ma)3 


(ii) e (x) — « (#,) < 


“ [eys) — lx)];s 


(iii)e (x) — ¢ (x0) 名 一 = [ely,) 一 “(xo)]。 


7。 当 ,ce(*)s yi， yz， Xo 假设 如 习题 6 时 ， 斌 证明: 对 于 开 线 段 (y,， 
x0) 内 任意 一 点 * 一 4y, 十 (1 一 4)y, 均 成 并 下面 关 系 式 : 


(i) <(Kx) 一 : (zxo)<- 一 和 [<(7 7) 一 <(Cxzo)ji 


(iD = 元、 [cm) — ey)] Es) ~ eb). 

8. 设 V 是 冉 范 线性 空间 内 的 一 个 有 界 闭 凸 集 ; 并 设 “一 ,pe | 一 ?2 
那么 ，Vroe ，36o> 0， 使 得 对 于 如 的 任何 经 过 x。 的 两 边界 点 名、y:。 如 
果 设 xz 一 47 十 (1 一 4)y:， 则 一 致 地 有 1> 卫 《1 一 人 > 

9. 利用 上 面 习题 5, 6, 7 的 结果 ， 次 证 朋 本 忆 定 理 。 所 机 

10. 利用 赋 准 范 线 性 空间 E 上 的 连续 线性 泛 函 1 必 使 VV = {x||1(x)| < 


1, x & EE} 为 一 个 含 9 点 的 开 凸 集 的 性 质 ,， 试 证 明 : 在 空间 5[0, 1] 上 的 非 零 
连续 线性 泛 国 是 不 健在 的 . 


$ 3.3. 分 隔 性 定理 


这 一 节 , 作 为 Hahn-Banach 定理 的 应 用 , 我 们 讨论 用 闭 超 平面 
来 分 隔 赋 范 线性 空间 中 两 个 集 的 问题 .由 于 在 $2.3 节 定 理 1 中 
我 们 曾经 论述 过 ， 空间 互 中 团 超 平面 H: = {x| f(x) 一 Co XE E} 
的 存在 性 与 f€ E* 的 存在 性 是 等 价 的 ,因而 ,本 节 也 可 以 说 是 邯 虑 
上 述 的 有 界线 性 沁 函 ff€ E* 的 存在 性 问题 的 . 首先， 我 们 从 一 个 
简单 定理 讲 起 ， 
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一 一 一 一 一 


定理 1， 设 五 为 一 赋 范 线性 空间 ，Eu 为 其 一 线性 子 空间 ， 那 
入 ，YVxi€ EE,， 如果 有 
d(x1, Eo) = inf lx 一 放 一 4 > 0， 
则 3he E*, 使 得 
IAA 一 人 当 * 一 为 采 ; 
0 ， 当 x6E 匹 时. 
证 . ”我们 先 做 E 内 一 线性 子 空间 6,， 
E,= {axri+ ylaé K,y € E}, 
并 在 ,上 定义 泛 函 记 ， 
站 (ax 十 人 一 wa， VaE€E kK,y Ee BE 
易 见 , f。 为 上。 上 一 确定 的 线性 泛 函 , 且 有 


1 ， 当 > 一 加 时 ， 
po = { 当 x€ Bo 时 . 
由 当 wc 关 0 时 ,有 llcx 十 yl 疡 0(YVy€ Eo), 改 得 
[a| 
oor 二 一 OO + lor 十 
| fo y)| a, + | ol 
i ar + yl, vae K, ye E. 


全 
Xr 一 ”一 
人 


并 注意 到 一 一 6 E。， 故 有 


x 一 (- 之 ) | >inf la 一 州 一 > 0， 
从 而 由 上 式 推 得 
[fCox 十 y)| < = ax 十 诈 ， Vaxi 十 y€ 上， 


(上 式 当 上 一 0 时 亦 对 )， 由 此 导出 
fll, 二 . 
d 
但 另 一 方面 ， 由 d 的 定义 可 知 ， 3{y,} € Eo，、 使 得 ||x, 加 yall 一 4 
(zx 一 0)。 由 此 当 注 意 到 省 孔 f 的 作 靶 时 , 则 导出 
1/71。 


] 一 |foCx1) | 一 fol x 一 yn) | 
< jolla, “liz 一 yo 一 外 大 中。 -dd (2 一 oo)。 
也 即 得 到 


| 天， 之 了 


因此 有 lhlls, 一 二 


最 后 ,直接 利用 $3.1 定理 3 的 结果 ， 则 可 将 在 线性 子 空间 。 
上 定义 的 有 界线 性 泛 函 " 保 范 延 拓 ” 为 全 空间 互 上 的 有 界线 性 泛 图 
,由 4 的 性 质 我 们 可 看 出 此 所 便 是 本 定理 所 要 求 的 泛 孙 .证 毕 . 
注 1。 定理 1 的 几何 意义 : 在 空间 中 存在 一 闭 超 平面 ， 把 一 
个 点 及 与 其 有 正 距 离 的 一 个 线性 子 空间 分 隅 开 . 
由 定理 1 可 直接 导出 一 个 与 逼近 论 有 关 的 推理 . 
推理 。 设 M 为 赋 范 线性 空间 互 内 的 任 一 子 集 ，xo 关 0 为 下 
中 任 一 给 定 元 ,那么 ,为 了 元 xo€ [M1] ,必须 且 只 须 Vfe E*， 如果 
有 f(x) 三 0 (x€E M), 则 有 f(xo) = 0 (这里, [M ] 表示 由 M 张 成 
的 闭 线 性 子 空间 ). 
注 2. 推理 给 出 了 一 元 ze 可 由 另 一 元 列 {xs} 的 线性 组 合 到 
近 的 充 要 条 件 . 
定理 2 (Mazur). 设 VV 为 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 E 中 一 含有 内 
点 的 凸 集 , M 为 E 中 一 线性 徐 , 并 有 M NV 一 由 那么, 必定 存在 
一 泛 函 用 € E* 和 一 实数 c,, 使 得 
C1 rEM; 
f(x)= 4e, rEV,; 
< 过 Cc XE V, 
证 . 首先， 由 假设 凸 集 了 具有 内 点 ， 因 此 不 妨 设 9e 攻 (和 否 
则 ,我 们 可 以 通过 平移 ?来 实现 ， 而 平移 后 线性 簇 仍 为 线性 徐 ， 其 
相应 泛 函 值 仅 差 一 常数 , 所 以 不 妨碍 本 定理 的 结论 ). 然后 , 我 们 
做 M 的 线性 扩张 , [M ] 一 E。, 显然 刀 o 为 互 内 一 线性 子 空间 ,并且 
由 上 节 定 理 1 可知， 线性 艇 MM 必 为 子 空间 5。 一 [MM 内 的 一 个 超 
平面 ,因而 必 有 BE 上 的 一 个 分 配 泛 函 fo, 使 得 
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”一 全 ， ， eo ee 


M = {x|folx) = 1,x*€ Eo}. 

其 次 ,我 们 令 p(x) 为 E 中 《满足 9 了) 的 凸 集 V 上 所 决定 的 
Minkowski 泛 函 . 那么 , 由 假设 M 不 含 了 的 内 点 及 上 节 定 理 7 的 结 
果 VC{x|ip(lx) 过 1, xEE},V= {rip(x) < 天 1x6 瑟 1}， 可 导出 
Vx€ M， 必 有 p(x) 之 1， 也 即 有 

fx) = 1 p(x), VrEM. 

此 外 ,注意 到 在 E。 上 的 齐 性 以 及 p(x) 的 正章 性 还 可 导出 

foztx) = tAip(r) = p(tr), Vit 守 0, x€EM,， 
由 于 p(x) 的 非 负 性 ,还 有 

ftx) = #0 RQ pltr), Vi<=0, x€M. 
于 是 再 注意 到 M 为 E。 上 超 平面 的 性 质 ， 当 令 Nj, = {x| f(x) 一 
0，YxrEE)}, 元 XEM 了 时 ,有 Eo= {aro} 十 Nj = {ax |aé€ RR， 
xc M}UNj,。， 因 而 由 上 面 的 两 个 结果 可 导出 

fol(x) p(x), Vx € Eo,. 

最 后 ,利用 Hahn-Banach 定理 ,可 将 上 述 线 性 泛 闲 fo 保持 p(x) 
控制 地 延 拓 为 E 上 的 线性 泛 孙 有. 这 样 ,根据 Minkowski 泛 函 p(x) 
的 性 质 , 我 们 可 导出 

fx) Splx) SEI, VrEVh(x) Spx) 1, YrEV. 
也 即 线 性 泛 函 C(x) 将 E 中 一 有 界 集 变 为 一 有 上 界 的 实数 集 , 从 而 
由 $2.1 定理 2 后 的 推理 2 则 知 三 为 互 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 凤 
he€ E*, 并 且 由 上 两 式 以 及 的 形成 得 

h(x) = fo(x) 一 1， vr€EM. 
即 知 此 f 为 本 定理 所 要 求 的 泛 妆 .证 毕 . 

注 3。 定理 2 的 几何 意义 : 在 定理 的 假设 条 件 下 ， 必 定 存在 
包含 着 线性 徐 导 的 闭 超 平面 H, H= {xr|f(x) 一 Cir € E}, 使 其 
不 含有 凸 集 了 的 内 点 . 

由 定理 2 我 们 可 以 直接 得 到 下 面 的 推理 ( 取 M 一 {x,} ( 单 点 
集 )): 

推理 1， 如果 7 为 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 互 中 一 具有 内 点 的 凸 
集 , 那 么 ， Vxi&V, 3f, € pe C1 € k, 使 得 
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f(x) = 4 Se, xEV; 
cs XE V. 

注 4. 上 面 推理 1 的 几何 意义 : 在 推理 的 条 件 下 ， 必 有 一 经 
过 所 x 的 团 超 平面 吾 , 使 得 山 集 VV 在 映 的 一 侧 ， 特别 地 ， 如 果 在 
以 上 推理 中 有 元 me IN 区， 那么 推理 的 结论 表明 ， 过 具有 内 点 的 
凸 集 上 上 的 任 一 边界 点 +:/， 必 定 存在 着 VV 的 一 个 闭 的 “ 承 托 超 乎 
面 ( 参 阅 $3.1 的 定义 )， 

由 上 面 的 推理 1, 还 可 以 得 到 下 面 关 于 “同体 ”( 含 内 点 的 闭 凸 
集 ) 的 构造 的 一 个 推理 ， 为 此 , 作为 平面 的 几何 推广 , 我 们 先 给 出 
关于 闭 的 “半空 间 ” 集 的 定义 . - 

定义 1 ， 设 互 为 一 实 赋 范 线性 空间 ，, 已 ; 为 由 泛 函 f€ E* 所 确 
定 的 闭 超 平面 , Hj 一 {x |f(x) 一 cj，x E EE} (ci 为 某 一 实数 )， 那 
么 ,我 们 称 集 

Wi= {x|f(x) < c, x€E E} 
为 由 闭 超 平 面 Hj 所 确定 的 闭 的 半空 间 集 . 

有 了 上 面 的 定义 我 们 就 可 以 给 出 下 面 的 推理 : 

推理 2. 如 果 T 为 实 " 赋 范 线性 空间 五 中 一 具有 内 点 的 闭 凸 
集 ,那么 ,TV 必 为 一 些 闭 的 “半空 间 ” 集 之 交集 . 

证 . 由 推理 1 及 注 4 可 知 , 对 于 ( 凸 体 ) 了 的 任意 边界 点 6 
认 \ 攻 一 V\V, 均 存 在 着 V 的 一 个 闭 的 承 托 超 平面 (参看 图 3.9 ) 

Hj; = {x|fCx) 一 Cj»> XE E}, 
这 里 , f(x) 守 cj, Vx EV; f(x) < ej, VrE€ 六， 
于 是 , 当 设 这 样 的 滋 萎 了 的 集 为 G* 时 (显然 G*CE*), 由 这 些 闲 
超 平面 Hj 所 确定 的 闭 的 半空 间 的 集 类 
Wi= {xlf(x) ec, rEE}, Vi€G* 

的 交集 [ Wj, 必 为 集 卫 。 事 实 上 ， 一 方面 从 上 面 闭 超 平面 局 


(je G*) 的 形成 ,显然 ,可 知 


FC 门 于 
JEGk 
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而 另 一 方面 , 如 果 有 一 元 y € 人 使 得 7 关 了 ,那么 ， 当 任 取 T 
f€ 


中 一 内 点 Tos 并 做 闭 线段 [xosy] ”一 {xo 十 (1 2)y10 < 1 和 二 1} 
时 ， 用 熟知 的 “区 间 套 ”定理 来 对 上 面 4 的 “抽象 ”函数 ( 值 域 是 
空间 E) p(2) 一 1xo 十 《1 一 4)7 (0 委 1 和 1 讨论 时 (注意 p(1) 
在 10,1] 两 端 分 别 为 内 点 与 外 所 7) 我们 可 找到 一 点 如 E(0，1)， 使 
得 p(h) 一 xo 十 (1 一 1)y 一 Xl 为 了 的 边界 点 。 从 而 注意 到 了 
是 闭 集 的 假设 ,我 们 可 得 到 x, € YNY. 同 理 可 知 , 对 也 的 边界 点 和 
而 言 ，3h 6 五 ， 使 得 Hi = {x|fi(x) 一 Cj YE 五 为 了 的 一 财 的 
承 托 超 平 面 , 且 有 fCx1) ™ ef 以 及 
hx) cn, Vx€EV (flxo) < cf)。 

了 he G*。 然 而 ,根据 元 ye 站 ,WiCWi, 的 假设 ， 我们 又 可 导 册 


f(x1) 一 fi[hxo 十 (1 一 A1)y] hf Cxo) 十 《1 一 Lf Cy) 

< cj 十 《1 一 A cr 一 Cf. 
此 显然 与 的 取 法 矛 慎 ， 证 毕 ， 

注 5。 推理 2 同样 也 是 可 以 由 下 面 的 定理 3 导出 的 . 然而 ， 
作为 介绍 一 种 证 明 方 法 ,现在 把 它 放 在 这 里 讨论 .由 本 市 的 习题 ， 
我 们 可 以 看 到 当 同 集 V 不 含 内 点 时 结论 也 是 正确 的 . 

定理 3 (Eidelheit 定理 ). 设 V1, Vs 为 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 
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E 中 的 两 个 古 集 ， 并 且 V， 关中， VNV, = 中 。 那儿 > 必定 存在 一 
记 衣 有 € E*, 使 得 
sup f(x) < inf f(y) » sup ACPEIACGIDE Vy° €V,. 


证 . 首先 , 由 上 市 关于 山 集 的 定理 5 可 知 , 当 设 了 = 一声 一 
V 时 ,了 亦 为 具有 内 点 的 凸 集 , 并 有 909&V. 于是， 当 对 于 元 8 及 
凹 集 了 直接 应 用 定理 2 的 推理 1 时 (注意 这 里 的 泛 函 取 了 一 个 负 
号 ) ,我们 可 得 到 一 个 非 零 泛 函 姑 6 E*, 使 得 

f(z) 守 0,。 VzE€V., 
于 是 ,由 f ,的 分 配 性 及 集 V 的 定义 , 便 导 出 
f(x) < f(y), Vx EV, y€ VD,, 
由 此 可 得 
sup f(x) < inf f(y). 

最 后 , 注意 到 $2.1 习题 6 的 结论 (一 个 非 零 分 配 泛 函 在 BE 中 
任何 一 点 都 不 是 局 部 极 小 的) 可知， Yy” 6 六 由 于 必 有 一 一 闭 球 
SC7y2” ? 60) CV,, 故 有 

inf f(y) 到 f(y"). 


YESty?, 60) 
由 此 导出 
Seb f(x) 一 f(y"). 

注 6， 定 理 3 的 几何 意义 : 对 于 实 喷 范 线性 空间 内 的 两 个 凸 
含 . 那么 ,必定 存在 一 个 闭 超 平 面 将 此 两 凸 集 相 分 离 . 

事实 上 ， 只 要 在 以 上 定理 结论 中 的 沁 消 万 E 五 取 sup fCx) 
inf fi(x) 之 加 的 任 一 个 数 C19 然后 做 闭 超 平面 H= {x|f.Cx) 
一 Cl3?X《 E}, 则 这 就 是 所 要 求 的 ,并 且 可 知 P 在 h(x) < ci 的 一 
侧 ,V， 在 fi(x) 之 C1 的 一 侧 ,特别 当 ye€ 六 时 , 均 有 fi(y) > cl。 

注 7. 定理 3 是 可 以 推广 到 所 谓 “拓扑 线 性 空间 ”中 去 的 , 结 
合 该 空间 上 的 另 一 定理 (为 了 定义 在 线性 拓扑 空间 EE 上 的 分 配 泛 
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六 1 是 连续 的 必须 且 只 人 须 存在 一 个 与 Nj = {xlf(x) 二 0,x€ EF] 
不 交 的 非 空 凸 开 集 ) ,我 们 可 直接 导出 ， 和 
范 与 赋 准 范 空间 ) 中 非 零 连 续 线 性 泛 卫 存在 的 充分 必要 条 件 是 
内 具有 一 开 的 凸 真子 集 ( 参 看 文献 [95] 或 其 它 二 竹 江 并 室 间 放下 
的 书 ). 

定理 4(Ascoli-Mazur 定理 ). 设 7 是 实 赋 范 线性 空 
闻 互 中 的 一 个 闭 凸 集 ,那么 , Vr,&V ,3j€ E*, 使 得 

sup fCx) < fr). 


证 . ”由 假设 VV 是 E 中 的 闭 集 , 故 从 x 则 必 有 x 的 一 球 
S《x4， 61) 使 得 SCxi, 56.) 站 V 一 $5. 于是， 对 于 同 集 V 以 及 具有 内 
点 的 凸 集 SCxi, 6,) 直接 应 用 定 强 3 的 结论 ,我 们 可 导出 3 6 E*， 
使 得 

sob 户 (x ) < fx). 
证 毕 . 

为 了 引出 一 个 推理 ,下 面 先 介绍 一 个 定义 . 

定义 2 贼 范 线性 空间 E 内 的 集 F 称 为 弱 列 闭 的 ?， 是 指 Vx, 
€ E, 对 于 集 F 中 的 任 一 元 列 {x,}, 只 要 有 式 

人 xn) f(xo) (n—>00), VIE E* 
成 立 , 就 必 可 导出 me F. : 

注 8.。 EE 中 的 弱 列 闭 集 必然 也 为 ( 强 ) 闭 集 . 反之 不 一 定 成 
立 . 

事实 上 ， 前 一 结论 是 明显 的 只 要 注意 到 泛 函 je E* 的 连续 性 
就 不 难 导出 至 于 后 一 结论 ,我 们 可 举 一 反 例 如 下 : 

反例 . 设 E=(c),F 一 {es}( 其 中 ,e, 一 《0,.……， 0,1,0, 
“…),4 一 1,2,"-…). 显然 集 F 是 空间 (ec) 中 的 闭 集 ( 由 “孤立 
点 组 成 )。 但 另 一 方面 , 由 $2.3 可 知 《(c)* 二 《1), 故 Vie (ec)*， 
3 及 } € (7'), 使 得 ( 仿 e, 一 {8}) 


1) 在 这 里 , 我 们 不 准备 介绍 弱 拓 扑 的 知识 ， 因 此 不 涉及 “ 弱 闭 集 ”的 概念 ， 要 进 
一 步 了 解 这 方面 的 内 容 ; 请 参看 文献 [4 ， [68] 等 . 


ea 177% 


i = 一。 一 


/ce,) 一 Si fi =f, C=1,2,..), 
< 


于 是 ,注意 到 2 |f| < co, 便 可 导出 


f(en) 一 0 一 帮 0) (2 一 co)， vie (cec)™. 

然而 ,由 元 6 F, 故 知 F 不 是 弱 列 闭 集 . 

推理 1。 设 V 是 峰 范 线性 空间 E 内 的 一 个 上 吓 集 .那么 ,为 了 V 
是 “ 弱 列 闭 集 , 必 须 且 只 须 了 是 一 个 闭 集 . 

证 . 本 命题 的 必要 性 是 显然 的 下面， 我 们 仅 证 其 充分 性 ， 
反之 ,如 果 有 {xs} CV, xo€ ,使 得 均 有 

f(xn) —> f(x0), viE€EE*; (1) 
然而 x, 切 人, 那么 , 如 果 五 为 复 的 空间 ,由 $3.1 定理 2 的 证 明 中 的 
说 明 , 则 可 “ 视 ”E 为 “ 实 ” 的 赋 范 线性 空间 .而 由 定理 4 可知, 存在 
一 个 E 上 的 实 ” 有 界线 性 泛 限 Ki， 使 得 sup R(x) < kK, (xo) . 由 
此 , 当 令 . 
f(x) =— R(X) — iR(ix), YrxEFE 

时 ,显然 可 知 fj € E*《 当 E 为 复 空间 时 ， hh 即 为 E_ 上 的 复 有 界线 和 性 


” 泛 了 削 ); 且 有 


lim Re fi (x,) < sup Re f(x») SE sup Re f(x) 
一 sup R(x) < Ri(xo) = Re fi (x0) 
《上 面 的 结论 当 E 为 实 空间 时 亦 对 )， 此 式 显 然 与 (1) 式 矛 盾 . 证 
了 注 9， 必须 注意 ， 对 于 EE 中 的 非 吓 集 ， 推理 1 的 结论 未 必 正 
确 ， 事 实 上 , 反例 可 举 空间 (1?) 《1 二 p 二 00) 内 的 单位 球面 ， 
由 (1)* = C19)( 二 十 十 一 1), 而 (1) (9> 1D 的 元 的 第 ”个 
“坐标 ” 当 a 一 co 时 是 趋 于 0 的 ， 从 而 可 知 零 元 9 为 上 一 元 列 


的 一 个 “ 弱 ” 极 限 点 , 却 又 不 属于 3. : 
推理 2。” 设 为 赋 范 线性 空间 ，M 为 任 一 子 集 ; x。 和 0 为 
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中 任 一 元 ,那么 ,为 了 xo€ covM ， 必须 且 只 须 ,Vfe E*, 如 果 /(x) 演 
0 (ze M) , 则 f(xo) 一 0,( 这 里 , covM 表示 由 MM 张 成 的 闭 凸 集 ). 

注 10. 以 上 结果 给 出 了 一 元 zx 可 由 一 元 列 {xs} 的 “ 凸 组 合 - 
带 近 的 充 要 条 件 ， 

作为 定理 1 的 推理 或 者 作为 定理 4 的 推理 1 的 直接 结果 ， 我 
们 还 可 以 得 到 下 面 结论 : 

推理 3. 对 于 赋 范 线性 空间 互 内 的 一 个 线性 子 空间 E。 来 说 ， 
其 强 闭 与 弱 列 闭 是 等 价 的 . 


习 题 


。 利 用 本 节 定 理 2 的 结果 导出 定理 !。 
利用 本 节 的 定理 3 的 结果 导出 定理 2. 
.证明 本 节 最 后 的 推理 2.， 
. 设 M 为 实 虐 范 线 性 空间 E 内 的 非 空 子 集 。 那 么 ，MMY 的 闭 凸 包 covM 
必 为 含 WM 的 所 有 闭 的 “半空 间 ” 的 交 ( 也 即 应 有 covM = 和 {zl f(x) < 
sup 1(y),*€ 2}). 人 
5. 《首先 ， 我 们 把 E* ee 是 指 Yi 多 (fj,€ E*), 
1s。 当 f= 
3x，E E, 使 得 10) = ge ”) 试 证 朋 : 
(i) 多 CE 如果 为 正则 闭 的 , 则 它 也 必 为 E* 中 的 闭 集 ; 
《ii 如 果 设 MN 为 下 中 任 一 子 集 ,又 G。 = {i|1(x)==0Cx € M); Fe E*}, 则 
区 。 是 正则 上 的。 
6. 设 五 为 自 反 空间 ， 试 证 明 : 如 果 多 CBE* 是 E* 中 的 一 闭 线 性 于 空 
同 , 则 它 必 为 正则 团 的 ， 
7. 试 举 一 反例 ,说 明 当 习题 6 中 外 不 是 “ 闭 ” 的 时 , 结论 未 必 成 立 。 
8. 设 x,€E,f,€E*, 六 CE* 是 正则 闭 的 , 且 集 
Mo 一 {zjfCx)==f(xo) (f E 久 )，* EE} (在 史上 与 x“ 弱 相等 ” 之 元 的 
全 体 ), 超 平面 
H, = {x li.{x) = f(x0), x € E} (在 fi 上 与 xo “ 弱 相 等 "之 元 的 全 体 ) 
试 证 朋 : 如果 有 MoCH,， 则 有 1,《 久 、 
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5 3.4 最 佳 逼近 的 存在 性 


作为 Hahn-Banach 定理 在 逼近 论 方面 的 应 用 ， 本 节 我 们 楼 介 
绍 关 于 空间 中 一 个 集合 与 另 一 元 之 间 的 最 佳 近似 值 的 存在 问题 以 
及 未 知 数 是 泛 函 或 元 的 无 穷 维 线性 方程 组 解 的 存在 问题 . 


(一 ) 
首先 我 们 从 距离 空间 五 中 一 元 xo 与 互 的 一 个 有 限 维 “ 子 空间 
E, 元 间 的 最 佳 近似 元 的 存在 性 问题 谈 起 。 即 当 设 E, 二 {hei 十 
hzez2 十 "十 4,en| NkE K(k 一 上 ,<， -… ,2)} 时 (其 中 ，ei，e;， 
…, en 是 EB 中 的 线性 无 关 元 ). 试问 ,是 否 存 在 一 yo 一 > NR ek 


E E,, 使 得 
a (xo， yo) = inf d (xo, y)? 


对 于 赋 范 线性 空间 而 言 . 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 下 面 就 
来 验证 它 .。 首先 ,我 们 给 出 一 个 引 理 : 
引 理 。 如 果 我 们 令 寺 元 图 数 1 丰 (0 1， ，] 0) 一 ae; 十 


42c2 十 十 lrcezj| ， 那么 > 当 > [44| > co 时, 必 有 ,4;，* "3 
二 1 


1,) 一 > oo . 


证 。 首先, 由 $1.1 引 理 2 的 证 明 ， 可 知 ”元 连续 函数 /2 ， 
4，… ,14s) 在 7# 维 空间 闭 曲 面 3' |44| = 1 上 具有 正 的 下 界 , 不 
二 1 
防 设 其 为 wm m，, 这 样 可 导出 
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I Da 


>m%>0, Ful 0Vh, ,AEK. 
大 一 1 


1(2 hs, ds) a > V1， 14), ***, a..€ kK. 
k= 1 


由 此 显然 但 接 可 以 得 出 引 理 结论 。 证 毕 . 
有 了 上 面 的 引 理 ， 我 们 可 得 到 下 面 一 个 关于 最 佳 还 近 存 在 性 
的 命题 : 
定理 1。 设 E, 为 赋 范 线性 空间 E 内 的 一 * 维 线性 子 空 间 ， 
那么 ，Vxo EE，3yo€ Es, 使 yo 为 Es, 中 对 xo 的 最 佳 近似 元 〈 即 
[xo yol| — nf lx, 一 yl|). 
证 。 由 于 当 xo€ E, 时 定理 结论 已 成 立 ， 所 以 不 妨 设 xo& EE， 
( 申 此 当然 必 有 xo 六 0). 令 
g (hs hs -20) 一 | 一 (Me 十 lc 十 -十 21ocen)|， 
V1 71， .*.*., 4%,.€ kK, 
于 是 ,注意 到 
g (Udzs a) aie + hzez 二 :二 tren — ixoll, 
因而 由 上 面 的 引 理 可 知 , 对 2||xol| 这 0，37 > 0， 


使 得 当 》' |24| > ;+ 时， 就 有 
兢 二 革 


he Xzez + :十 1,enl > 2|xoll, 
由 此 有 
gi, 2， 14) > 2 中 zol 一 lxoll = | 由 zl. (1) 
另外 ,注意 到 


|g (2 ， 42， “4,) — g (ps /2 pn)| 


一 | 一 之 4AeK xo 一 之 ， HRCR | < | 2 (4k 一 Wk) ex 
本 二 1 太一 上 


一 一 Amy 一 1 1 一 An)， 
V4,, 1,， "A His U2 ‘'.,Kr€E Kk, 


则 由 f 是 # 元 连续 正 齐 性 函数 , 可 直接 推出 g (4, 1, -……, 41,) 也 
是 # 元 连续 函数 ,所 以 在 7 维 有 界 闭 域 >, |44| 三 + 上 必 有 一 点 
k=1 


| 
| -一 
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《22 ， 12 ， ”” ”请 12 )， 使 得 g (1? ， 19， ”“” 9 19 ) 取 到 该 闭 域 上 的 最 
小 值 。 这样 当 令 yo 二 > er 时 , 便 可 得 到 
大 一 1 


||xo — 3 一 x 一 (XP es 十 43e; 十"…* 十 19e,)| 
— g (4?, 42, “49) pg (4, 0- , 1,), 


v 人 > [44| ,A 4 ***, ii:€ kK, (2) 
R=1 


特别 地 有 
xo — yoll < g (0,0, +**, 0) = lxoll. 


最 后 由 式 (1),(2), 可 导出 ,对 E, 中 元 y。 一 >》 28er， 有 
不 二 1 


[xo 一 yol < 二 8 (41, 12，……， 41,) 
= lxo—(hies thezt thc) , Yash ,4 EK. 
即 
jx。 一 yd 一 ,人 xzo yll, 

证 毕 ， 

注 1.。 定理 1 中 BE 对 于 xz 的 最 佳 近似 元 只 有 在 某 种 类 型 的 
赋 范 线性 空间 中 才能 保证 其 唯一 性 《这 将 在 $3.6 详细 讨论 )。 对 
于 一 般 的 赋 范 线性 空间 而 言 , 最 佳 近 似 元 则 未 必 是 唯一 的 . 

反例 . 设 E=( 实 )C [0,1]，E, 为 一 维 闭 线性 子 空间 {az| 
a€ R}; 元 x 二 x (2) 三 1，(z€10,1]). 那么 满足 jx 一 yo = 
inf | xz; 四 y| 的 元 yo€ Eo 存在 ,但 不 唯一 。 


验 . 事实 上 ， Vy 一 CE Eo, 由 于 


>1, «<=0; 
xyl= max lli—al=4>1, «>2; 
0&r 1 
一 1，0 和 ww 和 2 


因此 :; 当 kferlo 委 wa 委 2)CEo 时 , 均 有 中 za 一 yo 一 ,if x 一 yj 
一 1。 验 毕 。 
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(二 ) 
下 面 我 们 讨论 对 于 一 般 赋 范 线性 子 空间 Be 内， 关于 元 妈 之 
最 佳 近似 元 的 存在 问题 。 为 此 我 们 先 给 出 一 个 一 般 性 定义 . 
定义 。 设 瑟 为 一 距离 空间 ， 集 GE， 元 ne E， 我 们 称 元 


nt d Cz, y), < ， yo 是 G 中 与 元 加 的 距离 最 近 者 - 上 述 元 yj 的 


全 体 我 们 记 为 yc(x1)， 
27 G(X1) -一 {yold (xi， yo) 一 nf d(x1, y), yo € G}，, 


注 2。 从 上 面 的 定义 不 难看 出 , 当 元 xm ECG 时 ,有 ,azxc(Gxzo) 一 
{x1}《 单 点 集 ); 当 元 me CNG (不 在 G 上 之 G 的 边界 点 ) 时 , 则 有 
.ezrctxi) 一 %《 空 集 )， 因 而 ,为 了 下 面 的 讨论 有 意义 ,我 们 总 是 约 
定 元 xe ENC ( 即 避 开 上 述 两 种 平凡 的 情况 )， 

定理 2。 设 E 是 一 赋 范 线性 空间 ，Eo 为 其 一 线性 子 空间 ,元 
Xi1E E\E,. 那 尹 》 对 于 E。 内 的 任 一 元 yo， 为 了 yo € ot EX1)， 必 
须 且 只 须 存在 一 个 泛 函 fi€ E*, 使 得 

WAL 一 Ti) = 0, Vy€ Eo; fi(xi— yo) 一 | 2 一 yo|. 

证 .1 六 一 >” 由 设 元 yo€ .exe (xD)CEo, 而 元 me ENEB。 
(参看 图 3.10) , 故 知 

||x, yol| 一 dx) 一 jaf dx, 7 二 0 


于 是 由 上 节 的 定理 1 多 3f€ E*, 使 得 
上 一 让 二 一 人 
Xi = 0， 当 x€ EE, 时 . 
这 样 ,我 们 取 泛 冰 有 二 jx, 一 yollf, 其 即 为 所 要 求 的 泛 函 . 
2)“ < 一 ” 如 果 泛 疯 hh€ E* 满足 定理 条 件 , 那么 , 对 于 这 
样 的 任意 元 yo€ E。, 由 所 的 性 质 有 
x — yo = [fxs — y0)| = 1x) — fy0)| = [fCx) | 
一 | 请 ea 一 3 El: lx — 区 
= lx — yl, Vy€ Eo 
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一 =- 一 一 一 一 一 


f(t) = 0 


图 3,10 


成 立 , 由 此 导出 
六 一 ?一 jaf x, — yll, 

也 即 yo € ey, (x1)。 证 毕 . 

注 3. 定理 2 的 几何 意义 : 为 了 元 me .srg 《zi1), 必须 且 只 
须 存 在 一 个 包含 着 Bo 对 于 闭 球 5 (xz jx 一 yo) 的 承 托 闭 超 平面 
《参看 图 3.11). 

事实 上 , 注意 到 ， 由 定理 2 中 的 泛 函 有 EE* 所 成 的 闭 超 平面 
Hi 二 {x|f.Cx) 一 0，x《 E} 由 为 所 需 的 ， 因 为 (i) 由 fi(y) 一 0， 


图 3.11 
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Hi Oh whi 产生 


Vy € E。, 可 知 EoC Hy; Gi) Vx € S (Cx, jz 一 yol])， 由 于 |z—xl| 
< lx 一 yo ,注意 到 沁 孙 有 的 三 条 性 质 ,我 们 则 有 
fiCx) = f(r) 十 太一 2 一 用 一 yo) + f(x — xX) 
> x — yoll — Nfllllz ~ x = lx — yoll ~— lx — x 0, 
也 即 球 S (xi， jz; yoll) 在 超 平 面 Hr 的 一 侧 ; (iii) 由 元 yo€ 
SCxri, lx 一 yoll) > 且 yo€ Eo, 因此 必 有 所 (yo) 一 0， 综 上 所 述 , 即 
知 Hi, 为 球 S (xz jz 一 yo) 的 财 承 托 超 平面 . 
由 定理 2 我 们 不 难 导 出 下 面 的 推理 : 
推理 . EE, E, 如 定理 2 所 设 ，x 6 E\E。 那么 ， 对 于 Eo 内 的 
集 Mo 为 了 MiC.era (xD， 必 须 且 只 须 存 在 一 泛 男 访 E E* ,使 得 
jal = 1;fi(y) = 0,VyE€ Eofi(xi 一 yo0) 一 一? , Vyo€ Mo., 
证 。 事实 上 ， 我 们 只 要 注意 到 ,srg, (x1) 的 定义 则 可 导 得 
Vyos yo € eyE,《X1)， 均 有 xi 一 yo = jx 一 yo, 因而， 类 似 定 
理 2 的 证 明 方 法 不 难 导 出 本 推理 的 结论 。 证 第 
注 4. 由 推理 我 们 可 知 ， 即 使 线性 子 空间 E。 对 于 元 #1 的 最 
佳 近似 元 的 集合 .era (x1) 不 止 包含 一 个 元 素 , 但 满足 定理 2 条 件 
的 相应 有 界线 性 泛 函 却 可 以 是 同一 个 
下 面 我 们 举 两 个 求 ,sza (xu 的 例子 . 
例 1。 从 (一 ) 段 的 反例 中 显然 可 以 看 出 那里 的 .are (xz 
= {al0<<a 人 2}. 
例 2. 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 ，E。 是 E 内 一 闭 线性 子 空间 . 
由 $1.4 可 知 , 商 空间 E/E。 亦 为 一 赋 范 线性 空间 .并 且 , 对 Vr € EE， 
其 在 E。 内 的 最 佳 近 似 元 的 集合 xv 's,(x1) 有 去 
erE (zi) 一 {yoll 一 yoll = int lx 一 yyoe Eo} 


一 {yol EE 一 yol| 一 [zx], yo€ E,}. 
特别 地 由 $1.4 习题 1 我 们 还 知 ， 当 E, 为 有 限 维 子 空间 时 ,对 于 空 
间 E 中 的 任意 元 +1 均 有 .ere (xz 关 由 


(=) 
下 面 把 (二 ) 段 中 瑟 内 的 线性 子 空间 E。 推 广 到 内 的 是 集 V 
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寺 来 讨论 , 即 讨论 巴 集 了 内 对 于 元 x 之 最 佳 近似 元 的 存在 疝 题 . 
为 此 ,我 们 先 给 出 下 面 的 引 理 : 

引 理 . 设 VV 为 “ 实 ” 贼 范 线性 空间 5 内 的 一 个 吓 集 .元 x1€ E\V 
那么 , 当 令 泛 函 集 


Vr = {flf(x:—y) 之 1， VET; fe E*}, 
Vi = {flfCxi — y) 之 0， vy€EV; f€ EE*} 
时 ,我 们 有 
| 一 - 一 Max = x 1 一 
inf lx, — yl a 厅 me inf fx 一 »). 


上 用 1 三 1 
证 ， 1) 我 们 先 证 明 命题 的 前 一 个 等 式 ， 设 
d — inf lx, 一 十， 
注意 到 zi 天 的 假设 , 知 上 述 数 4 > 0. 其次, V1 € 至 由] 营 的 
定义 有 
帮 xz 一 77) 之 1， Vy€EV 
从 而 导出 
: 1< /lx —yl, VYyEF 
注意 到 开始 的 假设 ,又 可 得 a 到 
lL A 
BD < 最 后 ,由 fe V* 的 任意 性 ,由 此 即 可 导出 
wp, BT < (3) 
其 三 ， 在 E 中 以 x 为 中 心 以 上 面 数 4 为 半径 做 球 $ (x,, 4) (参看 
图 3.12)， 显 然 了 站 $ (x,4d) 一 $B. 于 是 ， 对 于 山 集 TV 及 有 内 点 的 
凸 集 SCx1, d) 应 用 上 市 的 Eidetheit 定理 (定理 3), 可 知 3f € EB*， 
使 得 由 其 所 定 的 茶 一 闭 超 平面 Hi = {x|lf(x) 二 cc ,xEE} 将 上 
两 凸 集 分 离 , 且 有 
之 c， 当 xEV 肝 ;: 
f(r) 一 4 宇 c， 当 x€E5S(r,，,d) 肝 ; 
>>c， 当 xES(x,d) 时, 
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由 3.12 
(参看 上 节 注 6. ) 这 样 ,我 们 由 
fu ff) = 了) >0 vreH,. 
可 得 到 一 有 界线 性 泛 函 广 一 -一 7， 使 得 


Hi= Hr= {rf Co —r)—=1, rEE} 
及 
产 (z y) 守 1， VyE€ V., 
(Cr 一 x) 过 1，VYx€ SCx454),) 从 而 可 知 f*E V*， 根 据 $2.3 关 
于 沁 国 产 范 数 首 站 | 的 几何 意义 ,可 得 到 
Tp nk {lllf* Ce) — 1, x€E}. 
注意 到 上 面 闭 超 平面 Hx 的 定义 ,由 上 式 便 有 
i = inf{le 一 zxe Rn] 
12] 
一 d(x1, Hi*). 
最 后 ， 根 据 起 隔离 作用 的 闭 超 平面 Hx 不 能 包含 凸 集 5 (x,, 4) 的 
内 点 tt， 因而 Ha 只 能 包含 球 $ (x, 4) 的 边界 点 或 者 全 部 在 球 的 
外 面 ,由 此 则 有 
一 一 一 dx 万 Pr) 之 过 人 
人 4) 
由 式 (3) 及 (4) 我们 可 导出 
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m 一 4 一 inf jx — yl. 

1EV* 上 YEV 

2) 现在 证 明 命题 的 后 一 个 等 式 . 假设 
m= inf Kn—y), vev. 


那么 ,由 泛 函 集 V¥ 的 定义 显然 可 知 m(7) 之 1， ViE Vf。 申 此 ,可 
导出 


fOr 一休 关 1，VyET3 fEE* 
re 证 ~ 省 呵 | 
— max {3 人 fn Da 之 1，VYyeTi 1€ v2 
— ma { prem Vy€V; tev 
= max (21 f(x —y) 守 0, vy€EV; fe E*| 
一 一 max{ in inf P| fCx1—y) 之 10， Vy EV; fe E*| 
一 max nf f(xi — y). 
JEV* Y 
if =] 
证 毕 ， 


有 了 上 面 的 引 理 ， 我 们 就 可 以 导出 关于 凸 集 内 最 佳 近似 元 的 
存在 定理 . 
定理 3. 设 V 为 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 E 内 的 一 个 凸 集 ， 元 
XI CE E\V ,和 B22 > Vyo€ V，, 为 了 yo6 ey V(X1) 必须 且 只 须 3 E E*, 
使 得 | 
|| = 1; f(y 一 y) 之 0，VyE 三; fx 一 yo0) | zs 一 yol| . 
和 证 。1)》 一 > ” 由 上 面 引 理 中 等 式 的 前 后 两 端 我 们 可 知 
3 六 人 《 E*, 满足 WA = 1 和 下 (xi 一 y) 之 0， Vy € V， 并 且 使 该 式 
”的 后 端 取 到 最 大 值 、 即 (注意 到 yo€ -or 的 假设 ) 
I yo = inf lr — yl = ink fbx — $9) < fxs — y0) 


< | jz 一 yaj 一 | 一 yj 3 (5) 
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便 导 出 
f(x 一 yoj 一 (ix, yol|. 


此 外 ,注意 到 五 的 性 质 ， 当 我 们 令 泛 函 广 一 一 上 一 时 (由 于 


[x yol| 
xi&V, 夏 上 |x 一 yol| >0) 由 式 (5) 可 得 到 
inf fiCx: 一 y) 
f* (x 一 ~ Ar y) ~ yer = J 中 一 1， 
DT I ly) 
Vvy EV. 
因而 有 
所 yo 一 一 六 (a 一 力 一 rn 一 >1 一 此 和 一 ?9 
| zx: 一 yol| 
一 1 一 1 一 0， VyéV. 、 
也 则 导 出 


f(yo—y)0, Vyé€V. 
综合 六 的 三 条 性 质 便 证 得 定理 的 必要 性 . 
2) “< 一 ” 这 时 ,由 泛 函 站 6 E* 的 假设 可 导 得 
||x, 一 yo = f(xi — yo) f(r 一 yo) 十 九 (y 一 y) 一 hm 一 y) 
< | x — yl = |x, — yl， Vy€V 
即 
lx 一 yol| inf |x: 一 y| 
由 此 得 到 元 yo€ .wv《x1), 证 毕 . 

注 3。 定理 3 的 几何 意义 : 为 了 元 ye .ev(x1)， 必须 且 只 
须 存 在 一 个 闭 超 平面 ,将 凸 集 了 与 闭 球 5 (xz jz 一 ?ol 相隔 离 ， 
并 且 其 为 此 闭 球 的 承 托 超 平 面 (此 结论 的 说 明 请 读者 完成 ). 

与 定理 2 一 样 ,我 们 也 可 以 得 到 下 面 的 推理 ( 它 同 样 说 明 : 即 
使 凸 集 了 对 于 元 x 的 最 佳 近似 元 的 集合 wy v(xi) 不止 包含 一 个 
元 素 ， 但 满足 上 面 定 理 3 条 件 的 相应 有 界线 性 泛 函 也 能 够 是 同一 
个 ): 

推理 。 EE,V 如 定理 3 所 设 , me E\V .那么 , 对 于 了 内 的 集 
Mos 为 了 MoC .ef v(t)，, 必须 且 只 须 3f,€ E*, 使 得 
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一 一 ~ 一 一- -一 一 一 


上 = 1; fi(yo — y) 之 0， Vy EV, yo€ Mo; 
fiCx 一 yo) 一 [xs yol > Vyo€ Mo 
《证 明 留 给 读者 完成 ). 

注 6. 上 面 的 命题 并 不 难 推广 到 复 的 赋 范 线性 空间 中 去 ,这 
时 只 要 把 相应 的 命题 中 的 关系 式 思 (yo YY y) 之 0, f(ri 一 yo) 一 
x 一 yo 换 为 Refi(yo 一 y) 这 0 与 Refi(xi 一 yo) 一 xi 一 yo 就 
可 以 了 . 这些 我 们 都 不 详细 讨论 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 文献 
[47，156] 等 ， 

注 7. 在 本 段 以 及 上 面 ( 二 ) 中 ,我 们 只 考虑 了 最 佳 近 似 元 的 
存在 性 问题 .当然 ,我 们 也 可 以 提出 它们 的 唯一 性 等 深入 的 问题 . 
这 里 也 不 详细 介绍 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [54]，[127] 及 
[139 ]. 


(四 ) 


最 后 ， 我 们 讨论 关于 未 知 数 是 泛 函 或 元 的 无 穷 维 线性 方 
程 的 解 的 存在 问题 ( 亦 有 称 为 “ 矩 量 问 题 "), 在 $2.3 的 定理 3 中 ， 
我 们 曾 通过 泛 函 的 范 数 定义 介绍 过 一 个 最 简单 的 例子 下 面 我 们 
将 利用 Hahn-Banach 定理 及 其 推论 来 解决 几 个 较 复 杂 的 问题 . 

定理 4 (Riesz-Heliy-Hahn 定理 ). 设 E 为 一 赋 范 线性 空 
间 , {xi|i€ 1T}CE, {Nie 1}CC, 8 为 某 一 正 数 ,那么 ,为 了 存在 
一 泛 函 16 E*, 使 其 满足 条 件 

G) fr) =%, Ver GD Hg, 
必须 且 只 须 对 于 任意 a 个 “下 标 ” 集 (4, ZL22““”“ ”3? Lan | 及 72 个 复 
数 《51， 2，*** ， 均 成 立 天 系 云 


| Ei 天 
DA SD 
r=1 k=1 


和 证。1)“ 一 >” 由 假设 条 件 (i),(ii), 可 导出 


| > Shr | 一 > Sr | — (> sur 
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2) “二 设 {x?j4i& 1o) 为 {rl v€ 1} 内 的 线性 无 天 元 ， 
ee 间 为 Bo。 那 么 ,我 们 显然 可 知 ，{xi| cE 7} 

并且，Vy € Eo， 由 7 了 必 为 集 4x? 14€ 1o} 中 某 有 限 个 元 的 
及 泪 朋 全 ,大 该 集 中 任意 有 限 个 元 均 是 线性 无 关 的 ,因而 y 的 表示 
法 是 唯一 的 如 果 在 E。 上 定义 沁 水 ， 


hy) = (Psix?) ~ Ss Ps Vy 一 SrPte Eo 
下 一 工 站 一 人 R=1 


那么 , 大 显然 是 分 配 沁 函 ， 并 且 注 意 到 定理 的 假设 条 件 还 知 , fo 是 
E。 上 的 有 界线 性 这 级 。 这样, 直接 利用 $3.1 中 有 界线 性 沁 函 的 保 
范 延 拓 定 理 , 我们 就 可 导出 定理 所 需 的 条 件 (1),(i)， 证 毕 . 

注 8. 作为 定理 4 的 应 用 , 我 们 可 以 (在 理论 上 ) 解 决 下 面 关 
于 Fourier 展开 系数 的 问题 ， 对 任 给 定 的 两 数列 a,)}，{8,}, 在 什 
么 条 件 下 , 能 够 保证 存在 一 个 [0, 2x] 上 的 有 界 可 测 函数 x(z)， 
使 得 其 相应 Fourier 系数 为 
一 x(t)cosnidt = op 二 | rzt)sinntdt = p(n = 1,2,..:)°? 
此 结论 请 读者 完成 . 

作为 上 面 定理 在 “ 实 ”空间 的 菜 种 推广 ， 我 们 给 出 下 面 的 命题 
《 它 是 由 Mazur 和 Orlicz 得 到 的 , 我 们 下 面 用 的 是 Ptak 的 简单 证 
明 方 法 ) 2 

定理 5 (Mazur-Oriicz 定理 )。 设 E 为 一 “ 实 ” 线 性 空间 ， 
p(x) 为 E 上 一 个 次 加 正 齐 性 所 国 , {ri ee 1} 为 E 内 某 一 元 素 集 ， 
{px 1c€7) 为 一 相应 的 实数 集 。 那 么 ， 为 了 存在 一 个 互 上 的 分 配 
沁 毅 户 使 其 满足 条 件 : 

(Qi) f (x) pr VE TL; 

(i) f (x) p(x), Vr EE, 
必须 且 只 须 对 于 任意 # 个 “下 标 " 集 (4 64"… tm)CIT 及 7 个 “ 非 
负 实数 (W972 »1)n)， 均 成 立 关 系 式 


" 19y1。 


之 ， nk Sp (和 DEXIR ). 
k=1 


证 . 定理 的 必要 性 是 明显 的 。 下面 证 明定 理 的 充分 性 。 和 首 

先 ;, 我 们 做 一 辅助 泛 本 (Ptaik 证 明 的 技巧 就 在 于 此 ) 
* 一 in[ (> 十 Si NaXik 一 s npget z 
p (x) n | 区 | A ik 4 >, jk | 


太一 1 


(aa， 23”“ cn)CT， 


之 0 一 1 ， 2 ， “n= 1,2,.…|， 


vxrE€EkE. 
下 面 证 明 p*(x) 具有 以 下 三 个 性 质 : 
1) p*(x) 在 互 上 不 取 一 co， 事 实 上 , 由 定理 后 面 的 假设 条 件 
及 plx) 的 次 加 性 ,可 导 得 ，V (ay oo)C7， 过 >0(《 一 
1,2，.….，,z2) 均 有 


2 NANIRSSp (2 Wart ) pp (* 十 >， DRXTLER 一 *) 
二 1 中 一 上 太一 1 


< pl 十 之 ， ett) +p(—x), Vx€E, 
k=1 
由 此 可 导出 
—p(—x) 二 Pp 6 十 2， mac) 一 >, NDRELES Vr€EE. 
二 1 玉 二 工 


也 即 
p(x) 之 一 太一 xz) > 一 2 ， vxr€FE., 
2) p*(x) 是 次 加 证 函 。 只 要 注意 到 p*(x) 的 定义 以 及 p(x) 
的 次 加 性 假设 便 可 导出 ，V (ay 2 5 ta)CTl, nt 之 0; (co 
1 nk 0 (二 1,2，'"*,w)， 均 有 


椰 


p*(x 十 x ) 过 p (* 十 x 十 >》 nrXk 十 Bp meek) —》, 7 大 有 
k=1 R=1 一 了 


从 


十 E (* 十 >, xk) 一 人 >》 Wat| ? 
故 一 芋 


RR 二 1 
vr, x+ €E. 
民 [ 
bx(x 十 xz) p(x) + pr), Vr, x €E, 

3) p*(x) 是 正 齐 性 泛 函 。 这 是 明显 的 。 其 次 ， 当 六 (x) 二 
0 (xzeE) 时 ， 必 有 原 所 设 的 实数 集 {jji€ 1} 均 由 非 正 数组 成 ， 
友之, 如果 有 pg, 盖 0, 则 由 定理 的 假设 可 知 

zp (x 十 之 nk ) 一 2, NkELLR 


太 二 
全 (mw 十 > ap ) 2, JR 一 Lio > 0， 
二 1 = 1 


MAO 
六 0 (一 1 2 212 一 1]，2，…) 
因而 由 p*(x) 的 定义 可 导出 ，p* (x1) 它 pr 全 0 与 六 (xz) 为 零 泛 
只 予 慎 。 于 是 ,由 泛泛 p*(x) 的 定义 可 得 出 ( 当 在 该 定义 中 取 系 数 
nk 三 0(R=1,2,.…., 7)) 
p(X) p(x)=0, Vr€E, 
故此 时 只 要 取 f 二 0( 去 泛 芳 ) 就 可 满足 定理 条 件 G)，Gii), 从 而 
充分 性 在 这 种 情况 下 证 得 . 
最 后 ,如 朱 p*(x) 羡 0《x€ EE) 则 知 , 3xo€ EE, 使 得 p*(xo) 关 
9。 这 时 ,我 们 在 的 子 空间 Eo。 一 faxo|l ae R} 上 定义 一 个 分 配 泛 
4 
fx) = jaxo) 一 ap*(x0o), Vx = axo € Fo. 
显然 易 见 , f(x) 和 p*(x) ,VxE€ Eo 故 由 Hahn-Banach 定理 ,可 得 
定义 在 E 上 的 一 个 f。 的 控制 延 拓 分 配 沁 沙 f(x) , 其 满足 条 件 
f(x) p(x) Ep(r), VrEE 
和 
大 一 xD < p*(—xi) < pl—x! 十 zx) 一 p= Rl, 
中 
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fx) 全 ww， YeE1. 

从 而 在 此 情况 下 ,充分 性 也 可 证 得 .证 毕 . 

下 面 ,我 们 讨论 未 知 数 是 空间 “元 秦 ” 的 无 穷 线性 方程 组 的 对 
偶 问 题 。 一 般 说 来 ， 当空 间 不 是 自 反 宅 问 时 ， 解 是 不 存在 的 . 这 方 
面 最 好 的 结 玉 由 Helly 给 出 (我 们 采用 Mimura, Y 的 证 朋 方 法 9. 

定理 6 (Helly 定理 ). 设 E 为 一 赋 汇 线性 空间 ， 有 ,有 ，***， 
访 为 互 上 某 ? 个 有 办 线性 泛 朋 1， Ah， ,4 为 某 2 个 复数 ，8 
为 某 一 正 数 。 那 么 ,对 于 任意 正 数 s, 为 了 存在 一 元 xx E, 使 其 
满足 条 件 

Qi) 大 (ze 一 AR 一 1，2， 7); (Ci) lxell p+ 
必须 且 只 须 对 于 任意 ”个 复数 总， 后， ,$4， 均 成 立 天 系 式 


2 Eala| <p | 2 Saf . 
=1 | R=1 

和 证。 1)“ 二 >” 从 定理 假设 条 件 (), (ii), 显然 可 以 导出 
VEé,, 29 ‘EE,.EC 及 Ye 0, 3xe€ 了， 使 得 


Den = | -| 全 seo 


二 b> SA 大 | xell < (8 + €) > sk 大 |， 
由 此 (注意 到 的 任意 性 ) 则 可 导出 
> SAXk| < 0 |p3 SA | 


2) “<e= 首先 ， 我 们 不 妨 设 A 作 一 1 2，…，2) 线性 

无 关 ( 因 为 ， 当 其 前 120 个 线性 无 关 ， 而 下 or ju "…… 均 为 

其 线性 组 合 时 ， 我 们 只 要 对 泛 沙 及 (% 二 1，2，*…, 10) 推出 上 面 

定理 条 件 (iD (ii)， 则 后 (x 一 zo) 个 必然 也 是 满足 的 ， 因 而 只 要 
对 天 (% 一 1，2，*…* ,10) 来 讨论 就 可 以 了 ). 

其 次 ,我 们 考虑 从 空间 E 到 #* 维 复 欧 氏 空间 C"” 的 一 个 映 象 T， 

x >y = T(x) = (f(r), fx) , fax)), VrE€EE. (6) 

不 难看 出 ,是 将 E 映 射 到 "整个 空间 C” 上 的 分 配 算 子 , 事 实 上 ， 
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分 配 性 是 很 显然 的 ,并 且 , 如果 T(x) 的 值 域 (TT) 构成 了 C"” 上 
的 一 个 m 维 (m 二 2) 子 空间 的 话 , 那么 ， 由 代数 知识 可 知 必 有 ? 
个 不 同时 为 0 的 复数 ax (R 一 1， 2， “9 1 ) ， 使 其 恒 有 


(> eft jc 一 >, Qk * f(x) = 一 0 ， VxXE€ E. 
及 一 下 R=1 


从 而 导出 >， arf 一 0 〈 零 泛 函 )， 与 (一 1，2，…，2) 之 间 
玉 一 工 


是 线性 无 天 的 假设 矛盾 . 

甚 三， 我 们 证 明 当 s 为 任意 正 数 时 ， 对 于 E 中 的 “ 原 心 球 ” 
Sts 一 S$ 《0,B 十 8) 而 言 ,T(Spr+s) 必定 包含 着 C"” 中 的 一 个 “ 原 
心 球 , 事实 上 , 从 工 (ZE) 一 C"”， 因 此， 我 们 可 以 取出 互 中 的 二 个 
元 ( 必 为 非 零 元 ) xi, ra，'……，xtrn， 使 其 满足 

T(Cxz) 一 《0， “0,1,0， 0) (k=1,2,.*..,1). 


这 样 , 当 复数 5 满足 条 件 13| < 全 min, (二 六) 时 ,由 于 


< 之 olllz#l 一 6 二 e。 
故 知 均 有 元 >，8xk6 Sp+e， 从 而 可 知 C" 中 的 相应 元 
==1 
(630371730) — D8 (0, ere 0 1s 0 ee, 0) 
R= 1 (位 


— >,6T(x)=T (> EAE T (Sp+e). 
不 二 1 r=1 


此 即 说 明 工 (Sp+s) 包含 着 C* 内 以 原点 为 中 心 ， 以 215| .为 长 的 
“ 维 ( 开 ) 方 体 ，、 从 而 当然 也 必 合 有 * 维 复 欧 氏 空 间 C? 的 一 个 
“ 原 心 球 ”. 

最 后 ,我们 用 归 廖 法 来 推出 结论 ， 反之 ,如 果 原 命题 的 结论 不 
对 ， 那 么 ， 必 存在 某 一 正 数 eu, 使 中 不 存在 满足 定理 条 件 (i)， 
(ii) 的 元 Xe,. 此 即 C*" 中 的 太 5 一 (%,， tis sda) ET (Sgre,). 
注意 到 {6} 与 工 (Seo+e) 为 两 不 交 凸 集 ， 由 上 段 结 论 还 知 ， 
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IT? (Sp+s,) 关 书 , 这 样 , 当 把 C" 视 为 " 实 ”” 维 线性 空间 时 , 则 外 上 
节 的 Eidelheit 定理 并 注意 到 9 € T° (So+e)，( 我 们 亦 用 8 表示 C” 
中 的 “ 零 元 ” ) 便 可 得 到 上 的 一 “ 实 ” 有 界线 性 泛 了 g(x)，, 使 得 

gCy) Eg(b), Vy ET(Sg+e,)s 0 = 8(0) < 8(2), (7) 
令 泛 函 

f(y) = gy) Figliy), vyEQC", 
显然 f€E(C”")*, 并 上 且 式 (7) 为 
Ref(y) < Ref(6)(>0), Vy € T(Sp+e,). 

由 $2.3 中 关于 (C*)* = C* 的 结论 , 必 存在 不 均 为 0 的 二 个 复数 
Cp, HMH23 “"*» Hen)» 使 得 


fy) 一 D> pvr Vy = (yi, 和 2， Yn) E CC"。 
k=1 
由 式 (6) 中 的 元 >》 以 及 上 面 元 5 的 假设 ,可 得 到 
Re bp3 pk 。 fC | < Re [> pa | (>0), Vx€ Spte,. 
k=1 Kx=1 


注意 到 So+re 是 球 域 ， fx 均 为 线性 沁 4 《及 ™™ I， 2， “” ”3 2 )， 故 出 
复数 的 特点 及 以 上 论述 可 得 到 


之 ， Laf r(x) 


< ] >) pean| (二 0) 9 VxKE Sp+e,e 
大 = 1 


天 


(> ij 


k=1 


最 后 ， 由 沁 函 范 数 的 定义 
(> paft ) Ce) 
k=1 


天 
< | Dy pra 凶 YYx CE So+re 。 
k= 二 1 


sup = 《8 十 80) 


+ 人 58 二 el 


了 | 
可 得 到 
(8 + 60) 险 nj < 2D) pa |. 


由 于 ft (4 一 1， 2，-…， 线性 无 关 ， 因 此 上 >) pf | 闪 0, 有 从 而 
k=1 
上 式 可 导出 
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= -mr 一 一 一 


他 


| < | 
p | Dp) < 1 pl. 
k=l [k=1 


此 显然 与 定理 假设 矛盾 。 证 毕 ， 
注 9.。 上 述 定理 6 中 方程 组 的 解 一 般 说 来 是 不 唯一 的 ,事实 
上 ,只 要 当空 间 E 的 维 数 比 * 大 时 ， 由 在 大 于 7# 维 的 线性 空间 中 ， 
2 个 齐 次 方程 组 
fx(x) 一 10 (Kk=1,2,..., 71) 
必 有 一 个 非 零 解 ,可 说 明 本 结论 ， 


习 题 
， 试 证 明 本 节 注 2。 
. 讨论 本 节 定 理 2， 当 E 为 E 中 一 “线性 簇 ” 的 情况 时 的 相应 命题 ， 
， 试 验证 本 节 注 5。 
。 试验 证 本 节 定 理 3 之 推理 。 
回答 往 8 中 关于 Fourier 展开 系数 的 问题 。 
试验 证 本 节 注 9。 
， 试 证 明 : 对 任意 的 元 名 6 BE ， 泛 国 广 大 上 EE” 及 任意 的 正 
数 5， 必 存在 一 元 xee E, 使 其 满足 条 件 


xtislltl + s 


A 


及 
jC xe) = to(f) (有 一 1，2，…， 7 ) 。 


$3.5. 目 反 空间 的 一 些 特性 


借助 于 前 面 的 Hahn-Banach 定理 及 其 推理 ， 我 们 可 以 对 于 自 
反 空间 作 某 些 深入 的 讨论 。 首 先 , 作为 $2.4 的 补充 ， 我 们 可 以 得 
到 关于 赋 范 线性 空间 E 与 其 二 次 共 力 空间 E** 有 关 的 一 个 定理 . 

定理 1。 设 E 是 一 赋 范 线性 空间 , 那么 巨 必 在 “自然 映 象 ”下 
等 价 于 E** 的 一 个 线性 子 空间 ( 常 记 为 ECE**); 而 且 , 如 果 E 是 
完备 的 ,那么 , E 必 等 价 于 E** 中 的 一 个 闭 线 性 子 空间 . 

证 。 Vx € ,定义 E* 上 的 一 个 泛 函 x* 为 
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xz(f 门 一 /xc))， vieE*. 
易 见 、 
raf) = (of)(x) 一 aa fx) — a tf), Yat K, EE". 
t(j + g) = (f+ gx) = f(x) + gx) = x(f) + rx(g), 


| Vi, g€E” 
及 
ED 一 1) lx vie E*, 
从 而 知 xE E**, 且 有 
zl < 和 zx. 
记 上 面 人 队 E 到 E** 内 的 映 象 xF>* 为 p， 下 面 我 们 来 证 明 P 即 


为 所 求 的 “等 价 ” 映 象 ， 
1) Pp 是 一 对 一 的 映 象 .事实 上 ,如 果 x,y€E E**, 使 得 
x(f) = y(f)， VFE 五 ， 
那么 , 由 Pp 的 定义 3+,y EE， 使 得 #(f) = (x) ,3(f) = f(y) ,得 
到 f(x) = f(y), VIE E*. 
因而 由 $3.1 中 的 Hahn-Banach 定理 的 推理 立即 导出 x 一 y. 
2) 9 是 分 配 的 映 象 ， 事 实 上 ,我 们 有 
x 十 (人 一 Kxz 十 7) 一 xz) 十 帮 y) 一 zh + yO; 
ox(f) = fax) — a fx) = a Ef) = (oO vieEE*. 
3) 9 是 保 范 的 。 实际 上 ,由 前 面 ”的 定义 ,已 经 得 到 
上 lp) = lxl, vxreE. 
注意 到 $3.1 的 Hahn-Banach 定理 我 们 可 知 ”Vx EE ,3f € E*, 使 
得 1 站 一 1, 县 了 (x) 一 下 zx。 因而 又 可 得 到 
lolx)) = zl 一 中 2， 下 6 一 sup [He | 之 f(x) 
= ||xil， YrxEE. 
即 证 得 PF 是 一 等 价 映 象 。 这样 ,空间 EE 必 定 与 B** 内 的 一 个 线性 
子 空间 等 价 . 也 即 得 出 ECE**。 从 而 证 得 定理 的 前 半 段 命题 . 
”“ 下面 ， 证 明定 理 的 后 半 段 命题 。 为 此 ,我 们 只 要 证 明 , 当 EE 是 
Banach 空间 时 在 9 的 作用 下 ， 五 的 里 象 p(E) 在 E** 内 是 闭 集 就 
可 以 了 。 今 设 《xz CepCED)， 且 有 Xn 一 Xo€E EY** (a 一 co)。 那 
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么 ， 由 PF 是 一 对 一 的 保 范 映 象 ， 故 引 {xs}CE， 使 得 p(xs) 一 加 

(n 一 1,2,.……), 并 有 加 
xs 一 zx 一 有 (xz — pra) 一 人 — Tall >0 
(n,m 一 > oo )， 

由 此 可 知 {x,} 是 五 中 的 -- Cauchy 列 ， 和 由 三 的 完备 性 可 得 一 元 
Xxo€ 忆 ,使 得 x 一 xzo(2 -> 00). 再 一 次 利用 9 的 保 范 性 ,我 们 还 有 
[x 一 toll = prs) 一 (xzo = xs — zo — 0 (4 — 00). 
最 后 ， 由 元 列 收 敛 的 一 意 性 可 导出 Xs 一 6 一 p(x,)€ p(E)， 姬 

p(BE) 在 E** 中 是 闭 的 .证 毕 . 

同样 ,作为 32.4 的 补充 ,由 上 面 的 定理 , 可 以 得 到 关于 共 思 算 
子 的 一 个 推理 ， 

推理 。 设 T 为 赋 范 空间 E 到 EE, 内 的 有 界线 性 算 子 , T* 为 其 
共 厚 算 子 . 那么 , 必 有 | = 二 | 

证 . 首先 ,由 $2.4 的 定理 1, 已 知 此 时 T* 必 为 Ex¥ 到 B* 内 
的 有 界线 性 算 子 ,并 有 -7 

Hr < IT (1) 

这 样 , 当 与 原来 的 工 一 样 讨论 T* 时 ， 由 有 界线 性 算 子 T* 又 

可 导出 一 个 由 E** 到 EY?* 内 的 有 界线 性 算 子 T*《 即 T* 的 共 应 


算 子 ), 并 且 类 似 地 还 有 
一人 Ts 人 (2) 
其 次 ,由 算 子 T** 的 定义 ,可 知 VXE E**， 均 有 
[TIT™*(X)1(g) = XIT*(g)], Vg € Er. 


根据 定理 1 关于 ECE** 的 结论 , Vr+ € ,可 由 上 式 导 出 
[TT**(C4)](g) = X{[T*(g)] = [T*Cg)](«) 
= g[T(x)], Vg € Ex*, 
同样 ,注意 到 E,CE?*, 由 以 上 的 讨论 ,可 得 到 
|T**Cx) = |TCx)), vre€E. 
由 = lxl|，Yx € EE 及 上 式 , 可 导出 
ss To se YO SS, se OO 


1 
XEE* 
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一 |T**|! (3) 
最 后 ,综合 式 (3),(2),(1) 立即 得 出 上 Tj = iiF*， 证 毕 . 
注 1。 从 定理 证 明 中 不 难看 出 ,，T** 可 以 视 为 空间 互 上 的 算 
子 于 在 E*” 上 的 保 范 延 拓 算 子 . 
下 面 ， 我 们 给 出 一 个 关于 自 反 空间 的 闭 线 性 子 空间 的 特性 的 
定理 . 
定理 2 (Pettis) 如 果 空 间 互 是 目 反 的 ,那么 ,五 网 任意 堵 线 
性 子 空间 E。 也 必 是 自 反 的 . 
证 。 下 面 我 们 分 三 步 来 证 明 ， 
1) Vf€ E*, 由 于 ECE, 故 知 将 f 限制 于 EE。 上 时 , 其 可 视 
为 已 ,上 的 有 界线 性 沁 函 。 记 为 .于 是 , 变换 f -> 就 决定 了 一 
个 E* 一 E¥# 的 分 配 算 子 IT， 
T( 门 一 heEEr， ViI6ER*。 


且 由 于 

lrODH = lil — sup, [fCy) | < sup, [f(x) 1 = | vie E*. 
yEEoCE EE 

故 知 工 是 定义 在 E* 上 的 有 界 算 子 ， 


2〉 由 上 面 了 的 性 质 则 知 ,T* 必 为 从 Eo 线 变 到 EE** 内 的 有 
界线 性 算 子 ， 并 由 五 为 目 反 空间 的 假设 ,我 们 有 VYyoe6 E98*， 
3ry€ EE, 使 得 

[TY)1N = fx?). 
根据 1) 的 结果 ,可 得 
f(x?) 一 [T*Cy) 廊 一 yo[ TCf)] 一 yo(fo) ,Vf € E*,yoé€ Eo™. 
此 外 ,注意 到 , Vf。€ EY， 由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,其 必 存 在 一 保 
范 延 拓 的 沁 函 f€ E*, 因而 有 了 T(f) = hf. 这样, 结合 上 面 的 关系 
式 ,我 们 可 导出 
yo(fo) = f(x? )， Vio € Evo, yo € Ed*. 

3) 为 了 证 明 EE。 的 目 反 性 ， 我们 只 和 需 证 明 . 上 述 元 x*?€ E, 就 
可 以 了 《因为 这 时 由 E。 的 自 反 性 即 可 得 到 )。 下 面 我 们 用 妇 廖 法 
来 证 明 。 如果 在 2) 的 关系 式 中 存在 一 元 x$%, 和 Eo， 那么 ， 由 $3.3 
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隔离 性 定理 ($3.3 定理 1), 可 导出 一 泛 阴 hh 《 E*, 其 满足 
1， 当 x 二 x3 时 ; 
f(x) -1 ， 当 xre 开 ,时 ， 
于 是 ， 沁 浮 从 二 TT(f) 一 0( 零 泛 攻 )， 将 此 结果 代 人 2) 所 得 关 
系 式 中 去 ,可 导出 
0 = jf ) = fx? )= 1, 

此 结论 与 假设 矛盾 . 证 毕 . 

下 面 , 为 了 引出 描述 自 反 空间 特征 的 另 一 重要 定理 ,我们 首先 
给 出 两 个 引 理 ( 引 理 本 身 也 都 是 非常 重 朗 的 六 

引 理 1 (Banach 定理 ).， 设 互 为 一 赋 范 线性 空间 , 那么 ， 当 
E* 为 可 分 空间 时 ,也 必 为 可 分 空间 . 

证 . 由 假设 B* 可 分 , 即 有 非 零 泛 沙 列 {f,} 稠 于 E*, 那么 ， 


显然 有 {也 上 更 于 E* 的 单位 球面 路 (事实 上 ,如果 对 he 于， 


| 
Wa (% 一 00), 那么， 四 1， 由] 一 
一 fo(K 一 00)). 我 们 简 记 扩 一 一 1,2,`…), 注意 


而 | 1 
到 范 数 ji 一 1 (zz 一 1,2,*"…) 便 可 选 出 元 列 (+i CE, 使 得 
xsl = 1, fa Cx,)| > 二 (2 一 1, 2，…). 
我 们 令 
Eo 一 [{x,}]. 
( 即 由 {xs) 所 张 成 的 闭 线 性 子 空间 ,) 下面 证 明 E。 一 EE. 
事实 上 ,如 末 以 上 结论 不 对 ,那么 ,由 Eo 持 E 及 $3.3 电离 性 定 
理 知 3he E*, 使 得 
网 | 一 1， f(x) 一 0， VxE€E,, 
因而 , 当 令 泛 函 太一 如 一 jn 一 1, 2，…) 时 ,一 致 地 有 
i = sup lfaCe) | 之 | 和 (za = [fe (xs) — f(xa)| 


|/P(x,)| > = (n= 1,2,..-) 
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此 显然 与 {3 } 在 E* 的 单位 球面 向 密 的 性 质 矛 导 ， 证 毕 . 

注 2， 由 引 理 1、 我 们 用 推理 的 方法 可 以 再 次 推出 数列 空间 
(1) , 函数 空间 Li[a,5] 和 C[a,5] 均 不 是 目 反 的 (空间 ). 

事实 上 ,如 果 注 2 中 结论 不 真 , 那么 ,由 空间 (4'), L!1a,5]， 
C [a,5] 的 目 反 性 ,可 得 到 

(2) = CO** = (pp)*; Li[a,6] = (Lila, 0])™** 
— (MIla,v])*; 
Cla, 2] = (CC [a, 61)** = (V [a, 5])*. 

因而 由 51 理 1 结果 及 《m) 的 共 罗 空间 CD 的 可 分 性 ,空间 Li[a,5]， 
Cfa,5bj] 的 可 分 性 ， 可 导出 空间 (wz)，Mfe, zl Via,5] 的 可 
分 性 , 故 矛 盾 . 

注 3. 从 注 2 中 可 看 出 引 理工 的 首 命 题 显 然 是 不 成 立 的 . 
外 一 般 说 来 ,从 空间 瑟 的 可 分 性 未 必 可 以 得 到 空间 E* 的 可 分 人性， 
因此 ,在 记忆 和 使 用 该 命题 时 切 不 可 着 倒 ， 

注 4. 引 理 1 证 明 中 从 E* 的 可 分 性 构造 出 E 的 可 数 集 的 方 
法 是 非常 有 用 的 ,必须 好 好 掌握 它 . 

下 面 在 5 出 第 二 个 引 理 之 前 还 必须 给 出 两 个 定义 ， 

定义 1.。 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 ,我 们 称 E* 中 的 泛 函 列 
{fa} 是 米 弱 收 伍 于 了 的 ,是 指 

fn(%) > folx) (n> 00); Vr EE. 

我 们 称 E* 中 的 集 . 久 为 * 弱 完备 的 , 是 指 对 于 在 .多 中 的 任 一 
“ 米 弱 Cauchy 列 ”〈 即 {f,}C.F 满足 f(x) 一 f(x) 一 0 (n,m 一 
00); Vx 《EE) 均 必 存 在 E* 中 一 “ 米 弱 ”收敛 元 如 (如 大 6 多 , 则 
VIfojC 久 BF ， 必 可 从 其 内 选 出 一 * 弱 收敛 的 子 列 {fs} 《如 果 该 
* 器 收敛 元 fo& 多 , 则 久 称 为 * 弱 自 列 紧 的 )。 类 似 地 可 以 导出 
定义 2. 当 把 E* 本 身 视 为 一 Banach 空间 时 , 同样 可 以 导出 
空间 E* 上 的 弱 收敛. 弱 完备 、 弱 列 紧 、 弱 自 列 紧 等 概念 ， 例 如 ， 
多 CE 是 弱 自 列 紧 "的 , 则 是 说 Y{fi} 忆 多 , 必 可 从 其 内 选 出 一 
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弱 收 敛 于 .多 内 元 访 的 子 列 {j 上 ( 即 成 立 关 系 式 科 (fo) 一 (fo) 
(下 一 co) Vr € E**), 

注 5. 除了 当空 间 自 反 时 ， 上 述 两 个 定义 是 一 回 事 之 外 , 一 
般 说 来 ,由 于 E 忌 E** 可 知 , 当 泛 函 列 { 记 }CE*,“ 弱 收敛 "于 为 时 
必 亦 有 "* 弱 收 伍 ” 于 有 ,但 反之 未 必 成 立 ， 因 此 对 于 E* 中 的 集 而 
言 ,以 上 两 定义 是 不 同 的 . 

反例 。 在 (co) 空间 中 , 取 泛 函 列 刀 一 (0，…，0，10，…) 


€ (ec)* = (1) 一 1 那么 ,太空 要 


0). 然而 ， 1 0( 堆 汉 玖 ) 


验 。 从 (co) 上 有 界线 性 泛 孙 的 -- 般 表达 式 可 知 上 面前 六 自 
命题 是 显然 的 ,至 于 其 后 半 段 命题 ， 我 们 只 要 注意 到 (20* 一 (m) 
”及 (1)* 上 的 泛 函 表达 式 , 便 可 得 到 


X(,) 一 > Ef = én = 1,2,.); VX = {84}€ Cm). 


特别 当 取 一 元 Xo 二 《1,1,…，1;……) 时 ,就 可 导出 
Xofn) = 1 >X0(0) = 0 (2 一 oo)， 


> 
即 fe > CB) 0， 验 毕 ， 


注 6. 不 难看 出 , 集 8 CE* 的 " 弱 ( 自 ) 列 紧 "性 必 列 含 着 其 
弱 ( 自 ?完备 "性. 反之 , 它 未 必 成 立 ， 

反例 . 空间 (1) 内 的 单位 闭 球 8 (0, 1) 是 “ 弱 " 自 完备 的 ,但 
却 不 是 弱 上 自 列 标的 . 

验 . 事实 上 ， 当 在 空间 (05 的 单位 闭 球 5 (9，1) 中 任 取 一 
弱 Cauchy 列 {xs} 时， 由 于 (1) 中 元 列 的 强 、 弱 收敛 是 等 价 的 
(以 后 在 54.5 中 证 明 )， 因 此 , {xs} 即 (2) 中 一 平常 的 Cauchy 列 ， 
从 而 由 (2) 的 完备 性 可 知 该 元 列 极限 存在 . 最后， 由 该 范 数 的 连 
续 性 我 们 还 知 此 极限 元 仍 属于 5 《09, 1)， 此 即 说 明 $ (0, 1) 是 弱 
目 完 备 集 . 

然而 , 男 一 方面 ， "对 于 5 (0, 1) 内 的 元 列 * 一 (0,……,0,1， 
0 …) (rn 一 1,2,*…) 而 言 , 对 其 任 了 列 {4) 当 取 一 沁 函 


“&%03 ， 


fh € C2)* 一 《m) 为 元 (fP,，19.，… 18，…) 时 ,其 中 ! 的 "分量" 
o [fl 2m _ .一 ... 
8 一 it) 其 它 (7 一 1， 2 ………， 1，2，……) 
因此 ,有 
1， 当 & 一 2m 时; 
hx) 一 | ， 当 太 二 2m 一 1 时. 

则 当下 一 co 时 ，fo 《x1) 无 极限 存在 ， 从 而 更 谈 不 上 {xnm} 弱 收 
化， 验 毕 . 

引 理 2. 可 分 赋 范 线性 空间 已 之 共 斩 空 间 E* 内 的 单位 ( 闭 》 
球 是 六 弱 ” 自 列 紧 的 . 

证 。 首 先 , 由 五 的 可 分 性 假设 可 知 ， 引 xj CE 使 得 {x,} 一 
EF， 那么 , V{f} ,| 志 1 Cx 一 1,2,.…-)， 下 面 ,我 们 将 用 “对 
角 线 "法 来 选 出 {f,} 的 一 个 “* 弱 " 收 敛 的 子 列 【人 

“事实 上 ,由 于 对 于 上 面 的 元 列 {x,} 及 泛 函 列 {f,} 而 言 , 有 

(fx0) | Sl: ra < xgll(n, R= 1, 2,..:), 
因而 对 于 有 界 数 列 {f, (x;)} 而 言 ,由 Bolzano-Weierstrass 定理 我 们 
可 知 , 习 {fi,o} 忆 4f,}, 使 得 数列 {A xz 是 收敛 的 ;同样 地 ,对 于 有 
界 数 列 {。 (xz 上 而 言 ， 又 必 有 泛 图 子 列 {fp,4) 己 {fs}, 使 得 数列 
人 tp (xz 也 是 收 合 的 ; …; 一 般 说 来 必 存 在 泛 函 子 列 { 丰 CC 
{A-o 使 得 数列 {4,,《xx)} 是 收 全 的 ; …， 这 样 当 取 上 述 可 数 个 
泛 滔 子 列 的 “对 角 线 ” 泛 函 列 {jf,,n} 时 ,显然 可 以 看 出 V% 《自然数 ) 
均 有 
fj 人 人 CT 及 人 CT 
因而 上 述 任 何 元 ze {xs}， {fs,s《x4) 上 } 均 为 收 钱 数列。 由 此 ,注意 
到 {xs} 稠 于 五 的 假设 ,由 不 等 式 
[fasn Ce) 一 jn < ae — fasnCx4)| 

十 [fan (xR) — fmm (xe)! 十 | jp) — fmmC%) | 

< Conall + Nfl) Nx — rel TE fax) — fmsn Crt) | 

委 2jz 一 zx 十 fra x) — frmCxa)|. 
可 导出 Vx € 请 ,4f4,n(%*)} 均 为 收 钙 数列。 于 是 就 可 得 到 EE 上 的 一 
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分 配 泛 函 思 ， 
f(x) 一 Him fanlx), Vx€ E. (4) 
并 且 ,由 于 
[foCx) | 一 lim [fan Cx) | < im (fd ” 下 3 < [xl Vr€E, 


Ee 


我 们 还 有 f,€E E* ,fl 过 1 由 式 (4), 我 们 从 上 也 见 导 出 了 {f;,,}， 
是 ”* 弱 " 收 和 伍 于 E* 单位 闭 球 内 一 元 的。 证 毕 ， 

注 7. 引 理 2 的 证 明 中 使 用 的 “对 角 线 ? 选 收敛 子 列 的 方法 是 
很 重要 的 ,必须 好 好 掌握 它 . 

注 8， 至 于 引 理 2， 当 空间 不 是 可 分 有 时， 结论 一 般 说 来 是 不 
一 定 成 立 的 例如， 可取 一 个 不 可 分 的 Hilbert 空间 作为 反例 。 这 
里 ,不 详细 讨论 . | 

注 9. 从 引 理 2 中 还 可 看 出 ,虽然 “ 弱 ” 列 紧 蕴 合 着 “x* 弱 ” 列 
紧 的 性 质 但 是 “* 弱 ” 列 紧 一 般 得 不 出 “ 弱 ” 列 紧 的 结论 。 反 例 可 
见 ， 空 间 (六 一 (ec 关 由 于 (c) 是 可 分 的 ， 因 此 由 引 理 2 可 知 ， 
(c)* 一 《41) 内 的 单位 闭 球 是 * 弱 ” 自 列 紧 的 ， 但 是 如 果 由 此 导出 
其 也 是 “ 弱 ?” 自 列 紧 的 , 则 由 (0 空间 中 强 弱 收敛 的 等 价 性 ,我 们 便 
导出 (4) 中 单位 团 球 也 是 自 列 紧 集 ,此 显然 与 (人 2) 是 无 穷 维 的 赋 
范 空间 矛盾 (参看 $1.1.) 

由 引 理 2 我 们 还 可 以 直接 得 到 下 面 一 个 推理 : 

推理 ， 在 可 分 赋 范 线性 空间 E 的 共 应 空间 E* 中 ,其 任意 的 
有 界 集 均 是 “* 弱 ” 列 紧 的 ， 

王 面 ,我 们 给 出 关于 自 反 空间 特征 的 重要 定理 : 

定理 3 (Kakutani). 为 了 一 个 Banach 空间 E 是 自 反 的 ， 必 
须 且 只 须 E 内 的 ( 闭 ) 单 位 球 $(0, 1) 是 “ 弱 ”( 自 ) 列 紧 的 , 

证 ，1)“ 一 >” 设 E 为 一 自 反 空间 ，{x,} 为 $(6,1) 上 任 
意 元 列 ， 苛 令 


Es 二 [{xs}]《({xs} 所 张 成 的 闭 线 性 子 空间 ), 则 EE。 显然 是 可 
分 的 , 且 由 定理 2 ,还 知 它 也 是 目 有 反扑， 
其 次 , 令 
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tAf) = fr) VihEE (2 一 1 2，…)， 
显然 ,可 以 得 到 
xa€E ES*, x1 (r=1,2,.…) 
由 E, 二 (EY)* 是 可 分 的 及 引 | 理 1 可知 E9 也 是 可 分 的 ,利用 引 理 
2 则 知 CEY)* 一 EE 的 单位 闭 球 是 x* 弱 ” 自 列 紧 ， 即 “ 弱 ” 自 列 紧 
的 ( 因 E。 的 自 反 性 )、 因 此 ,3{fxo}C{xs), 及 *0&5(0,1), 使 得 
foCxni) —> f(xo) (一 oo) VvVhe Eo. 
最 后 ， 注 意 到 Vf€ E*， 当 其 定义 域 限制 在 BE 上 也 为 E¥ 中 
的 元 时 ,可 以 导出 
fx) > fxo) (Kk—>00); Vie E*. 
即 {x,} 的 子 列 {xo,} 弱 收 敛 于 5 (0,1) 上 的 元 xo, 从 而 有 5C9,1) 
是 弱 自 列 紧 的 . 
2)“<” 设 5(0,1) 是 弱 自 列 紧 的 .那么 ，VXx,€ E**， 
*, 0, 我 们 首先 将 E* 内 的 所 有 “有 限 元 ”所 组 成 集 类 记 为 {x}， 
并 在 其 内 按 “ 包 含 ” 关系 定义 “ 序 ” 关 系 《 即 如 果 z 包含 在 x 之 内 ， 
则 令 x<z), 于 是 ,注意 到 上 节 ( 四 ) 中 的 定理 6 (Helly 定理 ) 及 条 
件 


D550)| ~ | DE Cf) 


= i( D8) < | 5 so 
可 推 得 ,对 于 上 面 任意 的 有 限 泛 函 集 x， 均 必 存 在 一 元 x & E ,使 
其 满足 
1， 人 xn。) 一 zi 让 ， VfE€ 党 ? 
x 2 


由 假设 5 (0, 1) 的 “ 弱 ” 自 列 紧 性 ,显然 可 以 推出 球 5C0,2|||) 的 
“ 圭 ” 自 列 紧 性 ， 因 此 ， 上 面 必 有 一 定向 列 {x.}, 弱 收 和 傅 于 元 x1€ 
S (9, 2]lz.， 即 有 

| Lim 人 xs) = f(r) viE€ E”, 
结合 到 i, 可 导出 
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zj 门 = fx), Vic E*. 

最 后 ,由 于 EE** 的 任意 性 ,此 见 说 明 由 五 到 EE** 内“ 自然 
峡 象 "的 值 域 的 确 充满 了 全 空间 E**, 也 即 E 是 自 反 的 .证 毕 . 

类 似 地 ,由 定理 3 我 们 可 以 直接 导出 下 面 的 一 个 推理 : 

推理 . 在 自 有 反 空 间 中 ,任意 有 界 集 都 是 “ 弱 ” 列 紧 的 .反之 ， 

只 要 一 个 Banach 空间 EE 内 的 某 一 闭 球 SCx。, 6。) 是 弱 自 列 紧 的 , 则 

E 必 为 月 肥 的 ， 

注 10. 当 E 不 是 自 反 空间 时 ， 其 内 单位 球 5(6, 1) 未 必 是 
弱 列 紧 的 。 有 反例 可 见 注 9. 

注 11. 根据 定理 3 也 可 看 出 ，" 弱 ” 列 紧 性 一 般 也 推 不 出 多 
紧 性 ， 区 例 可 见 空间 (2?), 或 L*[a,b],(p 二 1) (同样 注意 到 弱 - 
列 紧 与 “ 弱 ” 完 备 的 关系 ， 我 们 也 可 将 上 述 空 间 (2?), L? [4,2] 
(p> 作为 弱 - 学 备 空间 的 例子 ， 2 


注 12. 由 定理 3 的 推理 结 后 第 四 章 的 “共鸣 定理 ”我 们 
将 可 以 看 出 ,在 一 个 自 反 空 间 中 , 集 洲 的 有 界 性 与 其 的 * 弱 ” 列 紧 性 
是 等 价 的 ， 


注 13. 关于 目 反 空间 的 更 有 趣 的 结果 是 R.C. James 在 1963 

年 10 月 举行 的 华沙 泛 际 会 议 上 给 出 的 , 他 指出 :“ 为 了 一 个 Banach 

空间 是 自 反 的 ， 必 须 且 只 人 须 其 任意 有 界 连 续 泛 限 均 在 其 单位 ( 闭 ) 
球 36, 1) 上 取 到 其 上 确 界 '7. 

注 4。 我 们 同样 可 以 利用 E* 内 的 任意 有 有 限 元 5| 出 空间 EE 
的 弱 拓 扑 , 从 而 导出 弱 ” 紧 的 概念 , 并且 , 它 与 弱 列 紧 也 有 如 下 
命题 成 立 : 贱 范 线性 空间 内 的 任 一 子 集 ， 其 弱 紧 与 弱 目 列 紧 的 性 
质 是 等 价 的 ”. 但 是 “* 弱 紧 与 # 弱 目 列 紧 却 不 是 等 价 的 ”( 对 比 
一 下 3 引 理 2 与 命题 “对 任 赋 江 线性 空间 五 ，E* 的 单位 〈 闭 ) 球 均 
是 * 弱 紧 的 " 便 可 知 ), 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 [3], [49], [68]， 
[ 89] 等 . 


es 707 。 


附 录 


这 里 ,给 出 一 个 与 引 理 2 有 关联 的 关于 可 分 空间 E 的 共 辐 空间 E* 的 特 
性 的 命题 . 

定理 4. 可 分 赋 范 线性 空间 三 的 共 斩 空 间 下 内 的 闭 单位 球 必 是 “ 米 弱 ” 
可 分 的 . 

证 .。 只 需 证 明 存 在 5* 单位 闭 球 5” (9, 1) 内 一 可 数 集合， 使 得 对 于 任 


意 泛 函 有 he 3* (9, 1)， 均 有 一 列 泛 函 { 有 }C A， 满足 hh 玫 /,(n-»o0 ) 就 行 
了 . 


首先 ,从 EE 的 可 分 福 可 知 ,3{xs}cE, 使 {x4} 一 也 .其 次 ,YieS5 (9 1)， 

我 们 做 映 象 T， 
ft—>Ta(f) = (Kx) Hxs)y on, Hx)) (2 = 1,2,.) 

那么 ,Ts 可 视 为 由 5* (8, 1) 到 (1) 空间 内 的 算 子 ,因而 由 (16) 的 可 分 桦 
导出 其 子 集 T.(5*(9, 1)) 的 可 分 性 , 故 Va (自然 数 ) 3{fr,n| m=1, 2，…*}CC 
5*(98,1) 使 得 元 列 {I 了 sf,m)1m 二 1,2,…} 在 Ts[5*(9, 1)] 内 是 称 的 . 

最 后 ,我 们 令 

A= {hnm|n, m= 1,2,.…}, 

并 证 明 此 即 为 所 求 之 5*(6，1) 的 稠 集 , 事 实 上 ，V( 泛 国 ) 关 上 (0 1) 根据 人 
中 泛 遂 的 性 质 可 知 Ya (自然 数 )， 3{f,m,} CC 人 A， 使 得 


Thsm,) — Talfo) ls) < (一 12…)， 


于 是 ,注意 到 空间 (zy)) 内 范 数 的 定义 ,可 得 
jms 人 ze) — fo (ea) | < (k= 1,2,..,7), 
即 ，VYxx (& 一 1, 2，…) 均 有 
frm (Xk) fx) (n>00). 
由 于 {*4} 稠 于 EE , 且 1,mW 委 1, 故 与 引 理 2 后 面 的 证 朋 类 似 。 借助 于 不 等 式 
fm (7) — foCx)| S|fism, (Cx) — fam Xa)| + |fn,m, Ch) 一 加 (zk)| 
+ [jx) 一 f(x)| 
委 2j* 一 zh 十 [firm Cx) O— folxa)|, VxE€E, 
可 得 
fa,m, (*) f(r) (n—00), vx €E, 
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-一 


《水 弱 ) 


即 导 出 户 ,。 p(n->00)， 证 毕 z 

注 。 前 面 我 们 曾经 指出 过 : “ 米 弱 ”收敛 一 般 推 不 出 “器 ”收敛 ,因此 ,一 
般 说 来 ;“ 洲 弱 ”可 分 性 也 推 不 出 “ 弱 ” 可 分 性 , 更 推 不 出 可 分 性 .作为 定理 4 
的 应 用 ,我 们 可 以 由 (7)* 一 (m), (ZL![a,6])* 一 M[a,6] 直 接 导 出 空间 (m)， 
M[ay2] 均 是 “ 米 弱 ” 可 分 的 。 然 而 ， 由 3$1.3 我 们 知道 它们 均 是 不 可 分 的 
空间 ， 


习 题 
1。. 试 证 明 本 节 引 理 2 店面 的 推理 . 
? 。 试 证 明 本 节 定 理 3 后 面 的 推理 . 
3. 试 证 明 可 分 赋 范 线性 空间 的 共 罗 空间 必 是 米 绕 可 分 空间 。 
4. 试 证 明 : 当 E 为 自 反 空间 时 ,其 上 任 一 泛 函 /€ E*。 均 在 单位 闭 球 
5(9,1) 上 取 到 值 |i#|. 
5。 由 空间 C10, 1] 内 单位 闭 球 5(9, 1) 的 元 列 


0 ， 当 0<t< 地 时 ; 
(一 124(: 一 十) 当 士 <:< 士 + 圭 时 ; 
1 ，1 
1 ， 当 一 十 一 和 上 所 1 时 。 
2 2 


直接 说 明 c[0, 1 内 单位 闭 球 不 是 弱 列 紧 的 ， 
6. 当 已 知 三 自 反 一 >E 自 反 "时 ,利用 本 节 定 理 再 次 证 明 ($3.1 习题 
中 ) 结 论 : 当 互 为 Banach 空间 时 。 E* 县 反 一 > 也 自 反 。 


$3.6. 一 致 冲 空 间 与 严格 凸 空 间 


为 了 讨论 最 佳 还 近 的 唯一 性 问题 、 空 间 的 自 反 性 问题 以 及 有 
界线 性 泛 函 保 范 延 拓 的 唯一 性 等 等 问题 ， 本 节 讨 论 几 种 特殊 类 
型 的 赋 范 线性 空间 . 

《一 ) 
在 这 一 段 里 ,我 们 介绍 关于 一 致 凸 ” 平 性 凸 "和 “严格 凸 ” 空 
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癌 的 基本 委 念 。 首先 ,我 们 给 出 ”一致 是 "空间 的 定义 : 

定义 1。 赋 范 线性 空间 E 称 为 一 致 串 的 ,是 指 V{xs}, ty 小 
E，、 只 要 有 |xs|| = 上 ys 二 1G 二 12,…) 以 及 rs 十 yr 一 
2 (2 一 00), 则 必 有 jxs 一 yw 一 0 《wn 一 00) (参看 图 3.13). 

例 *， 空间 UW?),L"[a,6]， 
当 p 之 1 时 均 为 一 致 山 空 间 . 

其 验证 读者 可 以 参看 文 
献 [37] 

注 1 上 面 一 致 凸 空间 有 
下 面 常 见 的 “等 价 定义 : 赋 范 
线性 空间 E 称 为 一 致 吓 的 ， 是 

图 3.13 指 Vse(0 一 se 近 2)，36(e) > 
0, 使 得 Yx，ye 忆 只 要 当中 xl = jy 上 = 1, lx 一 yl 宇 8 时 ， 就 一 
致 地 有 x 十 y 溃 筷 2[{1 一 5(s)]， 其 中 , 函数 5) 称 为 (空间 的 ) 
凸 性 模 ”. 

上 面 注 1 的 结论 我 们 作为 习题 留 给 读者 完成 ， 有 意思 的 是 在 
空间 L?*(p > 1) 中 ,这 里 定义 的 凸 性 模 5(g) 的 估计 值 是 能 够 求 出 
来 的 ， 当 正 数 es 足够 小 的 时 候 6(e) ~ (1 二 p 肆 2) 及 5(e)~ 
£7?(2 之 p) 57 8 

注 2， 由 本 节 定 义 1 可知, 对 于 一 致 凸 空 间 内 单位 球面 2 上 
的 任意 两 (不 同 ) 点 x，y, 必 和 恒 有 jx 十 yi 二 2，、 这 个 推论 我 们 下 
面 将 要 党 用 的 . 

注 3. 当 把 定义 工 的 极限 关系 倒置 时 ,那么 意义 则 是 平凡 的 ， 
因为 对 于 所 有 的 赋 范 线性 空间 ,该 倒置 关系 均 是 能 够 满足 的 

事实 上 ,由 {x,}, {y;s} 的 假设 ， 一 方面 有 关系 式 

| 十 ys x + ly =2 (n= 1,2,..°); 
男 一 方面 又 有 关系 式 
xs 十 yo] = 2y, TF Crs CO— y)) 42 yl — xs — yal 
一 2 一 jx 一 ?中 一 2 (一 co)， 
从 而 导出 jx, 十 yo 一 2 (2 一 co)。 
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= 一 一 一 一 -一 一 一- -一 一 -一 


注 4. 赋 范 空间 未 必 是 一 致 凸 的 ， 

反例 1 空间 (2) 不 是 一 致 是 的 ， 

验 . 我 们 取 x, 二 el 一 (1, 0,0,……);yr 宇 c2 一 (0, 1, 0， 
0,-…) (w= 1,2,…:), 那么 ,显然 有 | 上 xs = jy,| 二 1 (z=1， 
2，'， . ) ,||>， 十 yz|| = (n 一 1， 2 “) 然而 |x, 一 yal| 一 2 一 >0 
(n 一 co)、 验 毕 . 

当空 间 (8) 换 为 有 限 维 而 范 数 以 (7) 形式 定义 时 ， 显 然 结论 
仍 是 正确 的 . 

有 反例 2. 空间 L190, 1] 不 是 一 致 凸 的 ， 


验 . 我 们 取 
2， 0< te; 
Xxn(#) = Xo(t) 一 | 1 
0， 一 < 上 和] 
2 
1 
0， 0 三 1 入 了 
ro nD -| | (n= 1,2...) 


2 


显然 |z 由 一 jy 站 二 1 jz 十 ?一 2 但 | 一 ?一 2 (2 一 
1，2，.……) 从 而 知 Li[0, 1] 不 满足 一 致 号 的 定义 ， 验 毕 ， 

反例 3. 空间 (c) 和 C[e, 2] 都 不 是 一 致 凸 的 .〈 请 读者 自 
己 验证 ) 

其 次 ,我们 给 出 关于 “ 平 性 凸 ” 空 间 的 定义 : 

定义 2. 赋 范 线性 空间 互 称 为 平 性 目的 ， 是 指 在 五 的 单位 球 
面 中 上 ,有 两 个 点 zy， 使 得 


十 
一 一 |xol| = ||yol| = 1 ， 


注 5. 如 果 互 为 平 性 凸 空间 , 则 在 五 的 单位 球面 马上 必 有 两 
点 X09 Yo 使 得 线段” [ xo, ye] CCE. 
事实 上 ， 当 设 单位 球面 2 上 的 两 个 点 zo, yo 满足 定义 2 的 条 


件 时 ,可 以 导出 ,线段 [x, %], 即 线段 |m。 空 十 区 | 和 | 宕 二 2 | 
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一 一 一 一 mr ， 一 


必定 均 售 于 单位 球面 2 内 .反之 ,如 果 有 点 由 一 hxo 十 (1 一 和) 


《0 一 po 二 1), 那么 ,由 Ys € 之 1， 立即 导出 [wol| 一 | 或 


zll < 1 这样, 注意 到 


eo 十 ho 
4 十 eo ho 十 Ko 


— 4op (zo 十 yo) 十 ho + po — 2 Nop (x; 十 yo) 一 Xo 加 ， 


ho 十 Ze0 2(N0 十 Lo) 
便 可 导出 
| 
2 | 4o 十 Po ho 十 po 
< 一 Po No _ 1 
4o 十 Ho 4o 十 Ko 
从 x Xo 十 pA —] 盾 
显然 与 开始 假设 的 2 矛 站 


例 。 空间 (2),， 1[0,1] 均 是 平 性 凸 的 . 

验 . 这 显然 可 从 反例 1, ?2 直接 看 出 ( 当 在 二 维 空间 中 观察 
Qib)) 的 “单位 球面 "时 ,结论 是 直观 的 ,因此 时 “单位 球 ” 其 实 即 为 过 
5 二 土 1, 7 一 土 1 四 点 所 连 成 的 正方 形 ( 斜 置 ), 所 以 , 除 四 个 顶点 
外 ,“ 球面 "是 “ 平 " 的 ,参看 图 3.14). 验 毕 . 

最 后 ,我 们 再 给 出 关于 “ 严 
格 凸 ”空间 的 定义 : 

定义 3.。 赋 克 线性 空间 E 
称 为 严格 吊 的 ， 是 指 Vx 关 0， 
y 记 0 必 有 

lx+yl= lx + lyl=> 
xz 一 ay( 其 中 ,o 为 某 一 正 数 ). 

注 6。 由 定义 2 与 定义 3， 
显然 可 以 看 出 ， 平 性 凸 空间 一 
图 3.14 定 不 是 产 格 凸 空间 ， 
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事实 上 ， 对 于 满足 定义 2 条件 之 单位 球面 马上 的 两 个 点 xzo， 

yo 而 言 ,元 元 >， 2 满足 关系 云 
Xo yoy | 二 yo Xo 
:| ; 
然而 ,由 于 mm 关 yo， 所 以 均 有 地 xa. sk va 0. 从 而 知 空 


间 不 是 严格 凸 的 ， 至 于 反 过 来 的 关系 ， 我 们 可 从 以 后 介绍 的 关于 
严格 凸 空间 的 特性 中 导出 . 


-一 ] = 


二 | 


(二 ) 

下 面 ,我 们 给 出 关于 严格 凸 空间 性 质 的 三 :个 定理 : 

定理 1， 为 了 空间 下 是 严格 凸 的 ， 必 须 且 只 须 五 的 单位 球面 
3, 是 “严格 西 ” 的 ( 即 Vr, y E21,x 声 y, 只 要 上 | = jy 一 1, 则 均 
有 x 十 (1 一 省 二 1, Vi€ (0, 1)) (参看 图 3.15). 

证 . 1)“ 二 >” 反之, 如果 E 
的 单位 球面 3, 不 是 严格 凸 的 ， 那 
么 , 必 有 两 个 不 同 的 元 Xoy》yof6 之 : 及 
一 - 数 4o € (0,1), 使 得 

|| aoxo 十 (1 一 1o)yo| 一 |， 
于 是 我 们 有 | oz 十 (1 一 2o) yo 一 
| Aoxol| 十 1 一 1o)y|| ， 这 样 , 由 空 图 3.15 
间 严 格 凸 的 假设 ,可 导出 

hoxo 一 ou[(1 一 1o)yo] (ow > 0). 

即 x 一 名 一 加》 y,。 最 后 ,注意 到 jd 一 yol 一 1 的 假设 ,有 


0 


人 一 1， 此 即 导 出 xz 一 yo， 与 原来 xo， yo 取 法 矛盾 . 


0 


2)“<=” 反之 ,如 果 E 不 是 严格 同 的 空间 ,那么 , 必 和 存在 两 
个 非 零 元 Xos Yos 使 得 ||xo 十 yol| = | zol 十 | yo ， 但 xo 二 Oyo Va 
> 0. 于 是 ,由 5 的 单位 球面 3, 是 严格 凸 的 假设 ,我 们 有 
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(a) a a < 
民 ] 


re 


||xol 十 jjyoll 
也 就 是 ||xo 十 yoll 一 | zoj 十 ||yol. 与 原 xo， yo 的 取 法 矛盾 .证 毕 。 

注 7 由 定理 1 我们 显然 可 以 看 出 ， 严 格 凸 的 空间 一 定 不 大 
平 性 凸 的 空间 

定理 2. 如 果 空 间 E 不 是 严格 凸 和 的， 那么 ， 其 必定 是 半 性 凸 
的 . 

证 . 事实 上 ,根据 定理 1 的 结论 ,我 们 可 知 ,如 果 E 不 是 严格 
出 的 ,那么 , 必 有 21 上 的 两 个 元 Xo Yo» 以 及 正 数 ho € 《0， 1)， 使 得 
jxo 十 《1 一 ho)yoll 二 1， 这 样 ， 类 似 于 注 5 的 证 明 方 法 得 出 , 线 
段 fx, yoj C21， 因而, 可知 E 是 平 性 凸 的 .证 毕 . 

注 8。 由 定理 2, 我 们 可 知 , 一 个 赋 范 线性 空间 只 能 是 严格 此 
或 平 性 凸 ,并 且 ,该 两 类 型 是 互 斥 的 . 

为 了 证 明定 理 7, 下 面 给 出 一 个 线性 赋 范 空间 是 严格 凸 的 必 
要 性 命题 : 

定理 3. 如果 一 个 赋 范 线性 空间 下 的 共 轿 空间 三 "满足 
v0 < fj.€ E*, 存在 “唯一 ”的 一 个 Xe 已 **+, 使 得 | 一 1) 一 
| 那么 ,空间 五 必 为 严格 凸 的 . 

证 。 反之 ,如 有 果 E 不 是 严格 凸 的 , 那么 ,从 定理 1,2 可 知 , 必 
有 EE 中 单位 球面 3, 上 的 两 点 x ， x", 使 得 线段 [x', x”] 忆 3,, 即 有 
ax + (A)x "|=1, viel0,1]. 

于 是 ,我 们 任 取 一 元 
Xo 一 lox 十 《1 一 机)x” 《其 中 , 0 二 4, 二 1)， 
那么 ,由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,3f€ E*, 使 得 
| = 1, fCxo) = 站 zl。 
注意 到 x 的 取 法 ,由 上 面 后 一 式 则 得 
thx) 十 (1 一 2o0hz 一 1 


xo 中 记 
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个 即 有 
和 十 《L XRefi(x’) 一 1， 


somfiCx) 十 (1 — i)Imfi(r”) = 0. 
这 样 ,由 
[cz r= 1, lpr) < Aix = 1, 
可 看 出 |Ref,(x)|, |Imfi(Cx' )|, {Refi(x" )|, lImfi(x’)| 1, 解 上 
面 的 方程 组 可 得 
Ref (x') = RefhGxzr 一 1， 
Imfi(x') = Imfi(x”) = 0. 
即 得 到 f(x ) = f(x") = 1. 
最 后 ， 注 意 到 ECE**， 取 EE** 中 两 元 x ,x ( 财 E 中 元 x'， 
x 任 E** 的 “自然 映 象 "元 ), 那 么 ,根据 x', x” 性 质 , 有 
z= |x=1, lx"= lx i=1 
及 (注意 到 到 的 性 质 ) 
+(f) =f(\ = 1= hl, 
zj) = ) = 1= fl. 
然而 ， 当 * 关 z ” 时， 必然 有 x 疡 x*”。 因此 上 面 的 关系 式 显 然 与 
定理 的 E* 假设 和 矛盾 . 证 毕 . 


(三 ) 


给 出 关于 一 致 凸 空间 的 几 个 定理 . 在 $3.4 的 注 1 中 , 我 

由 经 搓 岂 即使 对 于 一 个 Banach 空间 内 的 有 限 维 线性 子 空间 而 

言 , 其 内 关于 空间 一 元 x 的 “最 佳 近似 元 ”虽然 存在 ,但 一 般 说 来 ， 

却 不 是 唯一 的 。 然 而 ,下 面 的 命题 将 告诉 我 们 ,对 于 一 个 “严格 上 同 ” 

的 Banach 空间 来 说 ,上 面 的 最 佳 近似 元 必 是 唯一 的 . 并 且 ， 对 于 
“ 一致 是 "的 空间 而 言 ,我 们 有 下 面 -一 个 更 一 般 性 的 结果 : 

定理 4 设 V 是 一 致 山 的 Banach 空间 内 的 一 个 闭 凸 集 ， 那 

么 , 只 要 元 xs 区 FF， 则 必 存 在 唯一 的 一 个 元 meE 了 ， 使 得 jz 一 yol| 

一 i jz 一 yi. 《此 定理 的 结论 用 $3.4 的 符号 来 说 , 即 有 唯一 


元 yo yt),) 
* 219 。 


证 .。 首先， 证明 定理 中 所 需 的 元 加 的 存在 性 . 我 们 可 设 
xi 一 &7 (否则 可 以 “平移 ”xi， 7 而 得 ， 并 且 不 影响 定理 的 结 
论 ). 那么 ,由 V 是 闭 集 , 故 必 有 inf ly 一 4 0, 从 而 ,由 下 确 界 
的 定义 ,可 知 必 有 元 列 {ys,}CV, 使 得 上 Wy, 一 4 (n -> co) 这样 ， 
对 于 {ys} 中 任意 子 列 (yo}， {ym}， 由 VV 是 是 集 的 假设 , 故 (由 $1.1 
习题 1 中 的 (i)) 可 知 
a 
yal yal 
困 而 ,由 空间 的 一 致 凸 的 假设 ,可 导出 
| TT re) 
Waa ~ Tra “7 
当 lim jy = lim ymall 一 4 汪 > 0 时 ,由 以 上 不 难 导出 
jy — ymill—>0 (4%—>00). 
注意 到 子 列 {yn}，{yme}C 忆 {ys 的 任意 性 ， 即 导 得 {y,} 为 EF 中 的 
Cauchy 列 ， 从 而 由 EE 的 完备 性 以 及 集 V 的 闭 性 可 以 得 出 一 元 y。 
EV, 使 得 lim 入 一 yo, 此 即 导 出 | = a. 
其 次 ,我们 证 明 上 面 所 得 到 的 元 y。 是 唯一 的 ， 事 实 上 ,如果 
还 有 一 元 加 关 》， 使 得 jl = | = 4， 那 么 ， 由 了 是 凸 集 ， 


ee 


:> | [+ 加 = dl 2 d " 
| jf 上 一?” 从而 再 由 笠 闻 的 一 致 避 的 假设 可 以 导出 
| 0. 0 Yoll 一 4 一 0 
0 
yo。 证 毕 . 


由 定理 4， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 推理 ; 
推理 i， 设 V 为 严格 辐 空 间 E 内 的 一 个 唔 集 , 元 x€ E \V， 


+ 216" 
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那 芭 ) 当 yo € ey vy CX1) FT (RNy, € V, 有 | x: yoll 一 inf [xi 人 yl >》 


则 ,srv(zD) 一 {yo}，、《 此 推理 即 为 对 于 严格 凸 空 s 间 内 一 个 凸 集 V 
言 ,如 果 其 内 对 元 x 的 最 佳 近 似 元 ”yo 存在 ,那么 ,其 必 是 唯一 
确定 的 .) 
证 . 事实 上 , 与 定理 4 的 证 明 方 法 相仿 ， 先 平移 xi 为 9 元， 
然后 从 以 上 定理 唯一 性 证 明 中 已 可 看 出 ， 如 果 上 述 六 元 不 唯一 ， 
则 对 男 一 最 佳 近似 元 yo, yo 六 % 有 


Cn) + 


从 而 由 上 面 定 理 1, 可 知 空间 互 不 是 严格 凸 的 ,与 原 设 矛盾 .证 毕 。 

推理 2。， 设 E, 为 严格 凸 空间 E 内 的 任 一 有 限 维 线性 子 空间 ， 
于 么 ，Yxi€ ,在 EE, 内 必 存 在 唯一 的 一 个 对 于 x 的 最 佳 近似 元 
yo。 

证 . 事实 上 由 E, 显然 为 E 的 闭 线 性 子 空间 , 故 联系 到 $3.4 
的 定理 1 (最 佳 近似 元 的 存在 性 ) 和 上 面 的 推理 1( 当 x 六 E, 时 的 
唯一 性 ), 以 及 当 xi€ 巨 。 时 最 佳 近似 元 就 是 该 元 本 身 , 我们 立即 可 
以 直接 导出 本 定理 结论 . 证 毕 . 

下 面 的 定理 是 由 MarurPMaB， Pettis， 角 谷 兽 夫 等 人 证 朋 的 (我 们 
用 角 谷 静 夫 的 证 明 方 法 ). 

定理 5 (MapbMaH). 一 致 凸 的 Banach 空间 必 为 自 反 空间 . 

证 . 设 EE 为 一 致 册 的 Banach 空间 , 并 设 x% EE(E*)* (不 妨 设 
zoll == 1), 下 面 ,我 们 只 须 证 明 , 3xo&€ E, 使 得 

to(f) = fr), VIEE* 
如 可 .首先 ,由 于 jz = 1, 因而 由 空间 EB* 上 的 泛 函 的 范 数 定义 
可 知 , Yn 《自然 数 )3j, € E*， 使 得 
上 = > 1 (1,2,.…). 
其 次 ,我们 考虑 前 几 个 泛 函 f, 户 ,……, 1,， 利用 $3.4 定理 6, 我 们 
可 知 ( 即 $3.4 习题 7) 3x, € E, 使 其 满足 
fr(xn) 一 Kolfx) (kK=1,2,..., 7), (1) 
。217 ， 


le 13 十 寺 一 1 十 元. (2) 
结合 前 面 的 关系 式 则 得 
1 ) < hl = ll <1+ = 0 


2，,…)， 即 有 lim 上 ol| 一 1， 其 三 , 证 明 上 述 渤 出 的 元 列 {x 
CE 是 强 收 敛 的 .事实 上 ,如 果 此 结 这个 虹 则 属 生 在 一 正 数 su, 及 
自然 数列 下 雪 和 天 放生 1 环 二 人 < 扫 9 < 使 得 非 零 
子 列 {eu jy， (rsjctej， 均 有 

有 xm 一 | 之 go (多 二 12， …)， 
因而 ,由 中 中 一 二 《> 一 a 可 得 到 


[IE fea — ET [> (人 《一 co). 
从而 由 空间 EE 是 是 一 至 四 的 我 们 导出 


| 证 Te + eT | I>? (Rk—> co). (3) 


另 一 方面 , 注意 到 *,,s xw 的 取 法 、 性 质 (1) 及 内 二 mk， 我 们 又 
有 
fo (xop) 一 Xo( 思 万 Xm,) 一 Xo( 记 ，) CR 一 1 2 “ ) . 

根据 泛 半 /的 取 法 ,还 可 得 到 
2 (1 — 二) < 2% 0) = fara) + fo Crme) 

fo #0) So ess + xd 

je +t ol < Nel + el C= 152,.0), 
由 此 ,我 们 由 | 省 一 1 (2 一 co) 的 假设 及 上 述 ,可 得 出 


lim zag + #0 一 2， 
从 而 不 难 导 出 
ge Vn 
| 
式 (4) 与 (3) 显然 是 矛盾 的 ， 由 此 可 知 {x4} 必 收 敛 于 一 元 xo€ B， 
» 2Z18* 


并 且 由 {x,} 的 选 法 的 (1),(2) 我 们 还 知 
| xl = 1 ;friCxo) = Xolfi) (4 一 1,2，,- (5) 
其 四 ,证 明 满 足 上 面条 件 (5) 的 元 me E 是 唯一 的 。 事实 上 ， 如 有 
元 攻 六 xo， 也 满足 上 面条 件 (5)， 于 是 ,由 于 
jr(xo 十 Xo) = 2x0(fi) 
以 及 
2 (一 站 二 区 0D = fs + #0) < Nfl e+ 


— lx t+ zol < lr + xod = 2 (t= 1,2,..°), 


故 知 x 十 xol| 一 2， 从 而 由 空间 一 致 凸 的 假设 ， 可 导出 lx。 上 xol 
一 0， 即 x 一 xo。 矛盾 .。 最 后 .证明 Vfho€ E*， 均 有 f(x0) 一 
xo(). 事实 上 , 将 此 泛 水 加 到 上 面 泛 函 列 {f,} 中 去 , 那么 , 对 于 
“新 的 泛 沙 列 fos fis fs ** fay, 我 们 按 上 面 的 做 法定 出 一 元 
列 4xa}， 同样 ， 可 知 xs} 收敛 于 一 元 xo€ E。 从 而 得 出 其 满足 条 
件 
[| xol -= 1， frCxo) 一 xol fn) (% | 0, 1, 2， ".. ). 

当然 也 满足 式 (5) , 故 由 其 唯一 性 的 结论 可 知 xo = x。， 因 而 , 此 即 
说 明 x。 即 为 定理 所 求 . 证 毕 . 

注 9. 可 以 验 明 ,定理 2 之 逆 命 题 是 不 成 立 的 . 即 , 的 确 可 以 
举 出 一 上 县 反 (其 至 是 严格 上 吓 的 ) 但 却 不 一 致 凸 的 空间 之 例子 (参看 
文献 [41]7。 因 此 ;我 们 还 知 严 格 凸 的 空间 未 必 是 一 致 凸 的 ， 反 过 
来 有 肯定 的 结论 如 下 : 

定理 6 (Clarkson). 一致 凸 空间 必 是 严格 凸 的 . 

证 反之 ,如 果 空 间 互 是 一 致 凸 但 不 是 严格 凸 的 ,那么 ,由 三 
不 是 严格 巴 的 ,必定 存在 互 中 的 两 个 非 零 元 xo, yo, 使 其 满足 


jx 十 yo| 一 ||xol| 十 [yoll; xo S ayo (Ve > 0). 
I 
Xo Yo 十 yn 
[|xoll El 十 7 | 0; | yol ||xo 十 yo| | 


注意 到 空间 五 的 一 致 凸 的 假设 ,由 上 却 可 知 
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[i Xe xz 十 | ， | 和 XV 
a le El yd ix El 

由 六 数 的 三 角 不 等 式 ,可 导出 
| -0 十 xo 十 Xo yo Xo 十 yo_ 7 
| ||x,ll lx + yoll 十 yol| 一: | Dl x 十 yol| < 


将 上 两 式 整理 相 加 ,可 得 到 
| xo + yxo + yoll 十 《xl + yoll) Cxo + yo 
< Exolxo 十 yo + jxollCxo + y+ llyolxo + yoll 
十 jjyoll Cxo 十 yo) jj 
夺 2(lxoj| 十 jyoll Dxo 十 yo . 

根据 xo， yo 的 假设 条 件 , 也 可 导出 

2C)xod 十 Nyoll)? < 2C xoll + yoll >?, 
这 就 产生 了 矛盾. 证 毕 . 

注 10. 对 于 一 致 串 空间 E 我 们 必须 指出 ， 在 其 内 关于 元 列 

{xa}CE 的 强 、 弱 收 全 之 间 有 一 个 很 有 用 的 性 质 ， 那 就 是 x 一 xz 


< x -及 | 一 (nn 一 oo ). 为 系统 起 见 , 这 个 性 质 


将 在 $4.5 节 专 门 讨 论 元 列 的 强 、 弱 收敛 关系 时 给 出 . 

下 面 ， 我 们 给 出 关于 线性 有 界 泛 函 保 范 延 拓 的 唯一 性 的 重要 
定理 : 

定理 7〈Iaylor)， 设 互 为 一 实 〈 复 ) 赋 范 线性 空间 .那么 ， 
如 果 E* 是 严格 耳 的 , 则 E 内 任 一 实 ( 复 ) 线 性 子 空间 E, 上 的 任意 
有 界线 性 泛 半 fo 必 可 一 意 地 保 范 延 拓 为 全 空间 E. 上 的 有 界线 性 泛 
函 ;, 反 之 ,如 果 互 是 一 个 上 自 反 空间 ,上 面 首 命题 也 是 成 立 的 . 

证 . 我 们 先 证 前 半 段 命题 .事实 上 ， 如 果 结 论 不 真 , 设 对 EE 
的 基 一 线性 子 空间 E。 上 的 茶 一 有 界线 性 泛 函 有 , 其 可 保 范 延 拓 为 
全 空间 上 的 两 个 不 同 泛 函 f.,f;€ E* (显然 , f 0 ( 泛 函 ), 否 则 
fll = 0, 不 可 能 有 两 个 保 范 延 拓 泛 消 ), 那 么 ,一 方面 由 有 ,所 为 
的 延 拓 泛 通 知 , vie [0, 1] 有 
[a + CT flly) 一 MD + (1 — 4)1,Cy) 

= Afoy)+ 1hy)=fy), Vy€E,. 
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从 而 导出 
llfol| 一 yr | 六 Cy)| < ,SHE | C28, 十 (1 一 1)f.) Cx) | 
yeE EE xeE! 


= |4f 十 (1 一 74), vie (0, 1). (6) 
另 一 方面 ,由 于 ,对 所 是 “ 保 范 ” 的 ， 即 上 = | = 有 jj 时 
向 由 EY 是 严格 同 的 , 故 由 定理 1 可 知 


< vi€ (0,1). 


Nal 
由 此 则 可 导出 
af + (1 DF = pl . | 1 证 + (1— 7) “而 
ll, fh 
a | 
< fl|， Vi (0,1). (7) 


显然 ; 式 (6) 与 (7) 是 矛盾 的 ,从 而 证 得 “ 保 范 延 拓 ” 必 须 是 唯一 的 . 

下 面 证 明 后 半 段 命题 ， 事 实 上 ， 首 先 由 互 自 反 性 的 假设 ， 可 
知 , 此 时 , 对 于 E** 内 的 任 一 线性 子 空间 E}* 上 的 任意 有 界线 性 
泛 函 扩张 到 E** 的 保 范 延 拓也 必 是 唯一 确定 的 .特别 地 , 由 此 当 
然 可 知 Bx 的 共 斩 空 间 E** 是 满足 定理 3 的 假设 条 件 的 ， 因 而 由 
该 定理 结论 即 知 空间 E* 是 严格 凸 的 。 


《四 ) 

本 节 最 后 ， 我 们 还 必须 指出 严格 凸 这 个 概念 对 于 可 分 的 
Banach 空间 是 没有 什么 太 大 的 意义 的 ,因为 ,对 于 可 分 的 Banach 空 
闻 而 言 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 8 (Clarkson). 任 一 可 分 Banach 空间 必 可 线性 同 胚 
于 一 个 严格 凸 空间 . 

证 .。 首先 ,由 本 节 附 录 中 的 定理 可 知 ,“ 任 一 可 分 Banach 空间 
必 可 等 价 于 连续 函数 空间 CIL0，1] 内 的 一 个 闭 线性 子 空间 ”， 因 
此 ,我 们 只 要 对 空间 C[0, 1] 证 明 上 面 定理 就 可 以 了 . 

其 次 ,我 们 在 [0, 1] 上 取 一 可 数 稠 集 {1。}， 并 做 C10, 1] 的 相 


2LLI。 


应 一 列 泛 函 
fa(x) — x(z,) (n=1,2...), Vx€ CL0,1]. 
显然 ,我 们 可 以 看 出 {f,}CC*[10, 1], 今 改 C10, 1] 的 范 数 如 下 : 


lh + vee cto, 1 
(这 里 ,中 由 为" 范 数 ” 是 明 避 的 ,只 要 注意 到 其 三 角 不 等 式 便 可 
以 由 

EB 
lz + 


< [dsl ryiy + D+ | 


委 jxj|, 十 | 由， Vr, yE€ cio. 1] 
得 到 )。 那 么 ,由 于 
x < fx)l,, 
zl < Cal + sup |f.C#) 二 一 zl + ll] 
2)zxll; Yrx€EC[0, 1]. 
故 知 此 新 范 数 “| 中 ”与 原 范 数 i . ”是 等 价 的 ， 从 而 知 空间 
C[0,1] 的 元 在 此 两 苑 数 定义 下 , 按 元 自我 "对 应 是 线 些 同 胚 的 . 
最 后 ;证明 C[0, 1] 的 元 按 范 数目. 小 ”定义 后 的 赋 范 空间 是 
严格 凸 的 ， 事 实 上， 如 所 此 时 有 两 非 零 元 xy》， 使 得 有 jlx 十 yl 
一 zl 十 jy, 那么 ,从 上 面 验证 jj 满足 范 数 三 角 不 等 式 的 
中 间 式 子 , 便 可 导出 | 


tb 
I i CD 


=[dal +r yl + Dh +11 . 


从 而 由 Cauchy 不 等 式 等 号 成 立 的 性 质 以 及 上 式 则 可 导出 
f(x) = afs(y) (n 一 1，2， …… 
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是 连续 函数 ,由 上 式 则 可 导出 《x(7), ayG) 在 [0, 1] 上 的 稠 集 {z,? 
相等 ) x 一 cy， 也 即 空 间 在 “| 目 . 贞 " 范 数 下 是 严格 品 的 .证 毕 ， 


附 和 


这 里 ,我 们 证 明 在 定理 8 中 所 用 到 的 所 谓 C10,1] 空间 的 “万 有 性 ?定理 
为 此 , 先 介绍 一 个 引 理 : 

引 理 . 在 距离 空间 中 任意 自 列 紧 集 均 可 表 为 Cantor 完全 集 的 连续 映 象 
《 值 ). 

证 . 设 集 F 为 距离 空间 E 内 一 自 列 紧 集 。 那么 ,首先 , (由 $1.1 习题 》 
或 $3.2 的 内 容 ) 我 们 可 知 对 于 任 一 趋向 零 的 数列 {8,} . 均 可 找到 有 穷 的 “es 
网 ”, 而 且 可 以 假设 其 网 由 2” 个 元 索 组 成 (否则 可 以 添加 成 此 数目 ) (x = 1， 
2，"… ), 我 们 设 这 些 se- 网 为 {x% |imty2s...92" (zz 一 13 2。 )。 


其 次 , 设 球 S54 二 5(x% ,581) (一 1，2:，…，2”) ,最 然 有 U Si 地 


二 | 
然后 , 设 


Fi 三 FN S$ (K, = 1,2,°*° ,2"), 


2 
那么 ,由 F = U Fu， 可 得 知 ,该 集 FF 可 以 表 为 2” 个 直径 不 超过 25, 的 闭 集 
之 和 。 此外, Fx, (二 1，2，，**, 2"™1) 作为 自 列 紧 集 内 的 闭 子 集 ， 因 而 , 其 
亦 为 自 列 紧 的 . 

其 三 ， 重 复 上 面 的 做 法 ， 我 们 又 可 将 每 一 个 F 表 为 2” 个 直径 不 超过 
28: 的 闭 集 Fx 的 形式 (人 一 1，2， 2 A2 一 1，2。。 272) ;这 
样 做 下 去 (我 们 可 以 认为 所 有 这 些 集 都 是 非 空 的 ). 

其 四 , 今 设 吉 为 [0,1] 内 一 Cantor 集 ， 由 定义 可 知 此 集 是 全 部 位 于 第 一 
级 闭 区 间 Ai (i = 二 0,1) 上 的 ;同样 也 是 全 部 位 于 第 二 级 闭 区 间 人 i ii 一 
0,1) 上 的 ;…; 一 般 说 来 全 部 位 于 第 i 级 闭 区 间 入， i, [i = 二 0, 1( 一 
1，2，，**, 71)] 上. 并且 ,我 们 显然 可 知 ; 

当 将 第 二 级 闭 区 间 从 左 到 右 重 新 编号 为 Au (一 1， 2,.…、2™) 时 ， 
那么 ,每 一 个 wr, 级 闭 区 闻 A 必 又 包含 2”: 个 加 ,十 mz 级 闭 区 间 . 因 此 ,我 们 
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可 将 后 者 从 左 到 右 重 新 编号 为 A sk, (KO=1,2°*, 27, R=1,2,°.** ,2"2) 
"5 ， 这样 做 下 去 就 可 将 上 面 空间 王 内 的 自 列 紧 集 族 玉 与 这 里 
10， ] ] 区 间 内 的 闲 区 间 族 A sh (一 12 *) 一 一 对 应 起 来 (参看 图 
3.16). 


图 3.16 


其 五 ,我 们 说明, 对 于 自 列 紧 集 上 上 的 任何 一 点 ,其 必 可 为 上 Cantor 集 上 
一 点 的 映 象 ， 事 实 上 ,如 果 设 元 x EF, 那么 , 必 有 =*e Fwe (一 般 说 来 , 这 个 名 
中 的 某 一 值 妨 不 是 唯一 的 ,我 们 不 妨 取 其 中 之 最 小 标 数 )， 类 位 地 又 有 *E€ 
Fa E Fe 从 而 对 应 的 团 区 间 人 二， 人 后 4 全 Ge… 必 可 确定 
唯一 的 一 点 上 6 Po 与 元 * 相对 应 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 看 出 : 以 上 对 应 关系 肥 
过 来 也 是 确定 的 。 因 而 ,我 们 就 可 得 到 Cantor 集 Po 到 自 列 紧 上 的 1 一 1 对 
应 的 映 象 

, X= p01), VieP,. 

最 后 ,证 明 以 上 映 象 ?是 连续 的 .事实 上 ,如果 设 x。 = (160) (1o € Po)， 
那么 ,对 于 E 中 xo 的 任 一 邻 域 SCxo，,e), 由 xo€ 五 及 第 二 段 的 做 法 可 知 (注意 
Sa 一 0(2 一 co0)) 必 有 一 集 Fa 人 各 和 SS (xs 8)。 这 样 , 由 于 为 对 应 财 区 辐 
人 如 和 上 的 一 点 ， 故 当 取 此 区 间 长 为 时 ,可 以 看 出 ,只 要 | 一 如 | <5?56 
Poy 必 有 1€ 入 4 如， 从 而 可 导出 

x = P(t) € Fass 好 人 CS(Cxos8)。 
即 4《x, *o)<s。 因 而 得 出 gC 在 Po 内 任 一 点 罗 均 是 连续 的 . 证 毕 . 

有 了 上 面 的 引 理 , 下 面 就 可 以 引入 ,关于 连续 冰 数 空间 <[0, 1] “万 有 人 性” 
的 著名 定理 。1923 年 ， yphicok 曾经 抽象 地 证 明了 “万 有 ”可 分 距离 空间 的 存 
在 性 , 即 任意 的 可 分 距离 空间 者 与 此 空间 的 一 部 分 等 距 对 应 . 后 来 Banach 和 
Mazur 证 明了 空间 CL0，1] 就 是 这 样 的 “万 有 ?空间 之 一 。 

定理 9(C[0, 1j] 的 “万 有 性 ”)， 任意 一 个 可 分 的 Banach 空间 必 可 等 价 
于 C[0, 11 内 的 一 闭 线性 子 空间 ， 

证 . 设 E 为 任意 一 个 可 分 的 Banach 空间 ,那么 ,首先 ,由 其 可 分 性 可 知 。 
3{xn} cE， 使 得 {xs} 二 E， 我 们 令 5*(0, 1) 为 E* 中 的 单位 财 球 ,并 在 其 内 
定义 距离 
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< 1 [f(rn) 一 &Crr)i 忌 交 
a 一 Ty Vv ? > 《051 8 
Cf,8) >， Fa 1 FT fyg ES*(V0,1) (8) 


《容易 验证 上 面 是 满足 "距离 ”定义 的 ). 

其 次 ,证 明 5*(0, 1) 在 以 上 距离 定义 下 构成 一 个 ( 自 列 ) 紧 距离 空间 ， 事 
实 上 :由 31.1 习题 (9), 已 知 ; 对 于 距离 空间 而 言 , 紧 与 自 列 紧 是 等 价 的 。 央 
此 ,下 面 只 要 证 明 对 于 5S*C0, 1) 中 任 一 元 列 {fs}, 我 们 必 可 求 得 在 5*(0, 1》 
内 收敛 〈 按 上 距离 定义 )》 的 子 列 即 可 。 然 而 这 是 明显 的 因为 只 要 注意 到 上 市 
定理 3 新 的 引 理 2 便 知 。 由 上 述 {有 } 必 可 选 出 一 子 列 {fm}, 使 其 " 米 弱 2? 收 
敛 为 fo € 5*(0,1)。 即 有 

fn, (XJolx) (kh—00), VYrEE。 
由 式 (8) 的 定义 ,显然 可 以 导出 4Cf4 10) 一 0 (K 一 2 )， 此 即 5*C0, 1) 是 一 紧 
了 距离 空间 

其 三 ,利用 前 面 的 引 理 由 上 述 我 们 可 知 , 必 存在 一 连续 变换 将 [0,1] 上 某 

一 Cantor 集 P, 映 象 为 S**C0, 1)。 我 们 不 妨 设 
tf € S*(0,1), 1 € Po, (9) 
并 且 任 取 E 中 一 元 *， 定义 集 [0,1] 上 的 限 数 y,()， 


f(x), 当 i€ Po 时 ; 
yx(1) = 1 一 A 一 1)+ y(t"), 当 i@PDW 时 (10) 


1 
(其 中 ,<t<7 ,7,1 为 中 距 二 最 近 的 两 点 ,由 PP 的 定义 ,如 为 在 构成 Po 
时 含 志 的“ 舍 去 ”之 “ 余 ( 开 ) 区 地 ”的 两 端点 ) 由 于 式 (9) 的 映 象 是 连续 的 ,两 
而 ,我们 还 义 
to Sh yr ta) yt0)(n—700), V{is} Po. 

(其 中 , 4 为 按 式 (8) 在 5S*(0, 1) 上 定义 的 距离 .) 邑 上 而 定义 的 肖 数 yx (1) 在 
Po 集 上 连续 ; 而 且 ， 当 在 集 [0, 1j\Po。 《为 开 区 则 之 “并 ”) 时 ， 其 以 yx(7) 
在 其 各 开 区 间 端 点 之 值 线性 相连 ， 我 们 则 可 将 此 yx(:》 延 拓 为 整个 区 间 
[0,1] 上 的 连续 沙 数 ， 即 y.《 C[0, 1， 从 而 可 分 空间 E 就 被 映 象 为 C[0,1] 
内 的 一 个 子 集 , 并 且 , 根 据 阐 面 的 做 法 ,不 难看 出 ,此 了 映 氏 还 是 分 配 的 , 即 E 被 
上 映 象 为 C10, 1 内 的 一 个 线性 子 空间 , 设 其 为 C,. 

最 后 ,由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,，Yxo。 EE，3f, € 5*(0, 1), 使 得 | 六 (xzo)| 
一 |zol。 设 此 天 = 了 ,于 是 ,从 y 的 定义 则 有 (注意 1 € Po) 

[ys Ct) = |fe, C70)) = ol; 
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但 另 一 方面 , 由 (10) 式 又 有 
[ys CD le tel vie lo,1l. 
从 页 有 
ys = ,sup ly = loll, 

注意 z 的 任意 性 , 便 导出 

yx = lz 由 VxeE. (11) 
结合 上 有 段 的 结果 , 此 也 即 表 明 空 间 E 与 C10, 1] 的 线性 子 空间 Cc, 是 等 价 的 ， 
至 于 6 在 CL0, 11 中 的 闭 性 显然 可 由 上 面 式 (10) 了 以 及 王 的 完备 性 导出 ,证 
毕 。 


习 题 
1， 试 验证 : 空间 (ec 和 cte,， 2 都 不 是 一 致 目的 ， 
2. 试 证 明 : 如 果 天 为 一 致 凸 空间 ，s 为 任 给 的 一 正 数 (0<s<2)， 那 
么 ,对 于 在 下 内 单位 球 商 三 上 满足 lx 一 州 宕 8 的 那些 点 x*,，y, 必 有 
inf 《2 一 lx 二 y) = 二 26C8)>0。(65(s)-“ 凸 性 模 ”)， 


3. 试 证 明 ; 为 了 五 是 一 致 上 四 的 :必须 且 只 须 Ye(0<e<2),36(8)>0， 
使 得 只 要 当 元 *,y 满足 条 件 上 zj 三 二 1 及 jx 一 yl 宕 e 时 就 一 致 地 有 
lz + ys 和 261 ~ 6(8)). 

4， 试 证 明 : 为 了 EE 是 一 致 是 的 必须 且 只 须 Ye(0<e<2)34(8)>0， 
使 得 只 要 当 元 *， ”满足 条 件 zl 委 1 1 省 科 1 及 jz 一 让 关 8 时 , 就 一 致 地 
有 | 二 yy 和 2(1 一 48) (提示 : 必 存 在 一 数 4€ 10, 1), 使 得 lx 一 47 一 
jy — 4y||). 

5， 试 证 明 : 为 了 五 是 一 致 凸 的 ,必须 且 只 须 Yr、 yeE， 只 要 icj 委 1， 
ll 和 1 及 和 一 让 >s>0(so 为 任 给 定 的 )， 就 有 inf C2 一 jx + y 上 D>0， 


5. 设 王 为 一 致 凸 空间 ,xx xs 及 > 和 妈 均 王 内 的 非 零 元 ,并 设 
| 
消 数 
«[*,y] = 


试 证 明 : 


“ 固 量 ”*，y 之 间 的 “广义 ” 角 ) Vr,y 《EE， 


Wp 


> <=> [1 ~ 26Cu laa, 
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ee 


i pater | (二 1,2，…,#), 即 题 2 所 人 懈 定 之 (空间 的 ) 


一 


(其 中 、 2 一 人 
凸 性 模 函 数 ) 
7. 在 习题 6 的 假设 下 , 还 设 wk> seo>0(K 一 1，2，……… 2)。 试 证 明 : 
WY 自然数), 均 有 
> 


之 lwl< 3 (> ix 一 | 之 
8. 试 按 下 面 步骤 证 明 : 空间 (17), L?[0, 1]，(p>>1) 均 是 一 致 凸 空间 
(Clarkson ). 
Gi) 对 于 复 “ 单 位 贺 ?” 内 的 任 一 数 喜 一 oei?(0 志 p 筷 1), 当 4 > 2 时 , 国 数 
|11 二 slz+ 1 一 2 当 2 二 0 时 取 到 最 大 值 . 
(ii) 对 于 任意 复数 %，7:、 不 等 式 


[7 + 7 二 |7 C721 2 7)? + |71 7 


)s = 132》。。。9 任 。 


(其 中 ， 2>p>1, = 十 二 一 0 成立， 


Ciii) 对 非 负 数 a,6 宇 0 、 不 等 式 
2Cas 十 82)? 和 270oz 十 Br?) (其 中 , p 守 2) 
成 立 。 
Civ) 在 (1?), Lr[0, 1 空间 中 , 当 p> 2 时 ,不 等 式 
ix + ylP + llz ~— ylPs27 Cle + fyll?) 
成 立 . 
(v) 对 非 负 数 a, 86 之 0, 不 等 式 


[> 《ck 十 po > (> =” + (> a)” (其 由 ,< 


成 立 . 
GiD) 4 在 (9), 145[0, 1] 空间 中 , 当 1 < p< 2 时 ,关系 式 
lx + yh + le — ys 2 le + llyle)e™! 
成 立 . 
(vii) 由 上 面 的 Giv) 及 (vi), 证 明 (4?), L?[0, 1] 当 p> 工时 是 一 致 凸 的 . 
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第 四 章 共鸣 定理 


共鸣 定理 是 泛 玉 分 析 中 最 重要 的 定理 之 一 ， 它 和 Hahn- Banach 
定理 以 及 下 一 章 的 “ 开 有 映 象 定理 ”被 党 为 线性 分 析 的 三 个 基本 原 
理 呈 ， 由 于 它 在 实际 与 理论 上 (如 求 和 法 理论 ， 择 值 理 论 , 侦 微 分 
方程 的 稳定 性 理论 以 及 抽象 前 数 等 非 线 性 分 析 理 论 等 等 ) 的 重要 
性 ,因此 ,从 十 九 世纪 到 如 今 , 它 一 直 补 人们 所 注意 . 在 十 九 世 纪 ， 
当时 入 们 从 Fourier 级 数 的 研究 中 提出 了 一 个 这 样 的 问题 能 否 
出 现 一 个 周期 为 ?xz 的 连续 函数 ， 使 得 它 的 Fourier 级 数 在 一 预先 
给 定 的 点 是 发 散 的 9 对 于 这 个 著名 的 问题 ，1876 年 ，P. du Bois 
Reymond 举 出 了 第 一 个 例子 49, 后 来 ,在 1909 年 , H. Lebesgue 也 证 
明了 这 种 函数 的 存在 性 239. 在 1911 年 , O. Toeplitz 与 H. Steinhaus 
对 于 级 数 求 和 的 研究 ; 1918 年 ，H. Hahn 关于 插值 的 研究 ;1920 
年 ,I. Schur, 1922 年 , H. Hahn 关于 求 和 法 与 奇异 积分 的 研究 (人 参 
看 文献 [147], [135], [60]); 1927 年 ，S. Banach 与 H. Steinhaus 
借助 于 1897 年 W.F，Osgood 定理 的 类 似 方 法 ， 分析 上 述 大 量 成 
果 ,终于 总 结 出 了 一 个 一 般 性 的 定理 5， 即 通 常 被 人 们 称 为 的 “ 共 
鸣 定理 或 一 致 有 界 原理 . 

在 本 章 我 们 将 介绍 共鸣 定理 ( 它 的 原来 形式 及 推广 ) 以 及 由 它 
的 结 霖 和 证 明 方 法 所 涉及 到 的 一 些 其 它 内 容 . 


54.1。 完备 空间 中 的 共鸣 定理 


(—) 
在 本 段 ， 我 们 将 介绍 原来 的 共鸣 定理 . 为 此 ， 首 先 我 们 给 出 
1897 年 W,，F. Osgood 证 明 关 于 连续 函数 列 的 一 个 命题 : 
定理 《Osgood)。 设 !xzx(o)} 为 (一 oo, co) 上 的 一 连续 函数 
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列 , 邢 么 ,只 要 有 
sup |xaC2)| < co，ViE (一 20 :2o)， 
则 必 存 在 一 闭 区 则 [a,8]C( 一 0 ) ,使 得 
sup max, xa(t)! < 00. 

证 . 反之 ,如果 以 上 结论 不 真 , 则 必 存 在 闭 区 | 间 AP 及 自然 
数 0， 使 得 max lx 二 1; 于 是 ,利用 xw,《2) 的 连续 性 可 知 ,存在 
闭 区 间 A,CA?， 使 得 min|xw《2)| > 上 
同样 , 取 一 闭 区 间 Agc-A,( 令 [49| 一 会 ), 由 以 上 类 似 的 方法 ， 
可 知 必 存在 自然 数 3 放 nn,, 及 闭 区 间 A;CA? ,使 得 

min | xn, (2) | > 2; 


如 此 做 下 去 ,， 便 可 得 到 一 闭 区 闻 套 ”A 下 ADD… 了 了 Ah 了 Ab 
Ai 一 0 一)， 及 一 目 然 数 列 六 天 冯 二 二 一 
nr+ti 二 "**， 使 其 均 有 
min lea > Kb 
于 是 ,由 区 间 套 定理 ,我 们 可 得 出 一 点 mk Ai《(% 一 1,2,'**)， 因 
而 由 上 式 可 导出 
sup |xnx (to)| 一 0%, 
与 原 假设 矛盾 .证 毕 . 
由 于 上 面 的 定理 以 及 前 面 大 量 工 作 的 分 析 结 果 ， 我 们 不 难得 
出 下 面 的 共鸣 定理 : 
定理 1 (Banach-Steinhaus). 设 {T,} 为 一 列 从 Banach 空间 
E 分 别 到 男 一 列 赋 范 线性 空间 {5,1 内 的 连续 线性 算 子 ， 那 么 ,只 
要 有 
sup | 上 TCD < 00, VxE€E, 
则 必 有 
up [Tsll 一 oo， 


证 . 首先 ,由 于 连续 线性 算 子 一 定 是 有 界线 性 算 子 ,而 且 有 
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sop |Tn|| 一 sup suP_， IT, Cx)||, 
因此 ， 当 {T,} 为 线性 算 子 时 ， Vy €S (yo, 60). 由 x 一 一 € 


5(9, 1), 有 
lrc 一 = IT — yo) 1 < = CIT, ON + NT, Cy) 1). 


这 里 ,可 看 出 ;只 要 对 于 E 内 某 一 闭 球 5 (y, 6 )， 均 有 
sup Sup IT,Cx) 1 天 oo， (1) 
那么 定理 的 结论 就 成 立 了 (反之 亦 成 立 )， 
其 次 ,我们 用 归 启 法 ,如 果 上 面 的 定理 结论 不 成 立 , 那 么 , 式 (1) 
也 不 能 成 并 .从 而 ,对 EE 内 任 一 个 闭 球 5?, 必 存 在 一 自然 数 ,使 得 
supollT,, C*) [>>343 于 是 ,由 了 T, 的 连续 性 可 知 存在 闭 球 C5e, 使 得 
inf NT, xz) > 1; 
同样 地 ， 取 一 闭 球 3C5( 人 LS9) 一 21， 其 中 , d(3) 表示 球 5 


的 直径 ), 必 存在 一 目 然 数 x, 及 闭 球 §,C5?， 使 得 
inf TC) > 2; 
如 此 做 下 去 ， 则 可 归纳 得 到 一 闭 球 “ 套 ”5, 必 5 了 .太太 4 忆 
4d(51) 一 0《KX 一 0)， 及 一 自然 数列 4 二 yy, 天. < 二 nC 
etl < ,使 其 均 有 
nf Tre) > 1,2,.…). 


注意 到 空间 巨 的 完备 性 ,由 $1.2 习题 11, 可 知 , 门 = {xo}， 从 
k 二 1 


而 由 以 上 论述 可 推 得 
sup Tx) = co 
其 与 原 假设 和 矛盾 . 证 毕 ， 

注 1. 上 面 定理 的 证 明 方 法 通常 称 为 “ 纲 推理 ”方法 , 它 对 于 
完备 空间 中 其 些 定理 的 证 明 常 常 是 有 用 的 《同样 在 空间 完备 的 
假设 条 件 下 ,证 明 共 鸣 定 理 还 可 用 Tenbpqarn 引 理 5 的 证 法 和 闭 图 
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象 定 理 的 证 法 等 等 ). 
注 2 如果 注意 到 式 (1), 那么 , 当 用 道 否 命题 的 形式 来 叙述 
上 面 的 共 唱 定理 时 ,可 得 到 下 面 的 结果 : 
定理 1,。 在 定理 1 的 假设 条 件 下 ,如 果 
sup sup |TsC2)) = co， 


则 可 推出 : 对 于 E 内 任 一 闭 球 SCx， 6 )， 必 均 存在 一 死 403 使 得 
sup T(xo) | 一 co 


此 即 说 明 , 由 某 一 序列 的 无 界 性 (与 地 有 关 的 元 列 {xs} 使 iT。 (xz 
无 界 ) 可 以 推出 男 一 序列 的 无 界 性 〈 常 元 列 {xz, 一 zol 一 1，2，…} 
使 TT,《xo 首 无 界 )， 这 就 是 共鸣 定理 “共鸣 ”一 词 的 来 源 . 《并 且 
由 上 面 的 关系 式 可 知 , 这 样 的 点 z 的 集合 在 E 内 是 “ 稠 ” 的 ,因而 ， 
是 很 多 的. 以后, 我们 还 可 以 对 “很 多 ”一 词 作 一 个 抽象 的 精确 
摘 述 ,并 且 指 出 这 样 的 点 比 sap Ts,(x) 咱 二 co 的 点 实际 上 要 "多 得 
多 ). 

注 3. 上 面 的 定理 1 也 可 称 为 " 异 点 凝聚 原理 ”0， 因 为 由 注 
2 我 们 可 把 点 列 {x,} (其 使 得 |T,(x; 省 发 散 ) 视 为 某 种 “奇异 点 
列 ,而 那里 的 结论 却 告 诉 我 们 这 种 变动 的 奇异 点 列 都 可 以 换 成 一 - 
个 固定 的 点 x， 也 即 凝聚 "成 了 一 奇异 点 xz. 

定理 1 显然 可 以 将 {T,} 换 为 一 列 泛 函 {fj,}CE* 来 讨论 ， 
并 且 ， 我 们 也 不 难 从 空间 E* 是 完备 的 以 及 ECE** 的 人 性 质 直接 
得 出 下 面 一 个 常用 的 推论 : 

推理 。 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 , 元 列 {+,}CE， 那么 , 只 要 

sup [f(xa)| < %, ViEE™, 
则 必 有 
sup | xn| < oo， 
(二 ) 

在 本 段 , 我 们 将 把 上 面 关 于 完备 空间 上 的 共鸣 定理 ,推广 到 一 

类 常 见 的 “ 按 范 - 氛 次 加 ”5 算 子 族 {Aili€ 1} 上 去 . 首先 ,我 们 给 
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出 一 个 定义 : 

定义 1。 赋 范 线性 空间 E 上 定义 的 泛 函 p(x)( 可 取 士 oo 值 ) 

称 为 拟 次 加 的 "号 ,是 指 存在 一 正常 数 , 使 得 

px + y) RpCx) + ply)], Vr,y, EE. 
(这 里 ,定义 土 co 与 有 限 数 的 运算 与 实 变 函 数论 类 似 ， 而 把 十 0 一 
co 视 为 不 定 , 认 为 是 任何 有 限 数 或 土 00 .91) 

注 4， 当 《一 工时 , p(x) 即 为 过 去 我 们 熟知 〈 可 取 士 co) 的 
“次 加 ” 泛 函 ， 因 此 次 加 泛 函 必 为 拟 次 加 泛 函 ， 反 之 则 未 必 成 立 . 
反例 可 见 实 轴 上 的 函数 p(x) 一 |x?，Vx € 尺 ， 它 是 “2- 拟 次 加 ” 
函数 ,然而 显然 不 是 次 加 函数 ， 

注 5.。 不 难 证 明 ,如 果 p(x) 是 二 拟 次 加 泛 函 ,那么 


ny < Pe x 3 之 plx) » 女 一 - zz) 
p27) < CD 2 (FE) > Ep > py), 
一 般 有 
plnz) < (Dy «+ 2 ) pb) Cn = 12s); Vrs y EE. 

这 些 关 系 式 是 以 后 常用 到 的 ， 

注 6。 与 次 加 泛 函 不 同 ， 对 于 & 关 1 的 4- 拟 次 加 泛 函 而 言 ， 
泛 表 的 强 有 春 性 ($2.1 定义 2) 与 连续 性 未 必 是 等 价 的 .我们 可 
以 举 下 面 两 个 例子 来 观察 : 

例 1. 设 在 赋 范 线性 空间 E 上 定义 泛 函 


jzl， 当 lixj < = 时 ; 
p(x%) 一 | 1 vr€rE. 
2|x*||， 当中 zl > 本 时 ， 
那么 , p(x) 是 E 上 的 “2- 拟 次 加 ”的 泛 函 ,而 且 均 有 |p.(x)| 声 
2|lz||，Vxe 五. 然而 在 jixi 一 的 “球面 ”上 p,(*) 都 是 不 连续 
的 ,因而 p(x) 不 是 E 上 的 连续 泛 函 . 
例 2。 设 在 赋 范 线性 空间 互 上 定义 泛 函 
pkx) = |xll*(a>0), Vr€E., 
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那么 , p(x) 是 E 上 的 连续 泛 函 , 并 且 当 0 < 委 1 时 ,px) 是 
E 上 的 次 加 泛 好 ; 当 & 二 1 时 , pol(x) 是 8 上 的 “2*~ 所 次 加 泛 限 ” 
(其 中 , [ea] 表示 数 0 的 整数 部 分 )， 因 而 , 当 & 之 1 时 , pstx) 不 是 
Ek 上 的 强 有 界 泛 滔 ( 这 个 泛 阔 在 $4.4 中 还 要 用 到 )， 
验 . 我 们 分 别 来 验证 上 面 结论 
1) pa(x) 在 EE 上 的 连续 性 是 明显 的 《完全 与 实 闲 数 一 样 验 
得 ). 
2) 当 0 二 a 志 1 时 ，p。(x) 二 xj 是 E 上 的 次 加 泛 浮 ， 事 
实 上 ,由 于 
pelx* +y)=|x+ yl [lxl +t lyll]*, Vx, ye€EE, 
当 & 二 1 时， 结论 显然 成 立 。 如 果 0 二 a 二 1， 则 当 注 意 到 孙 数 
(2) 一 《1 十 四 "一 ,1 之 0 时 是 一 个 减 函 数 ( 可 用 微分 法 验证 ). 
因而 知 当 0 寺 :2 和 1 时 ,有 fC) 志 10), 妈 
(1 + 1+r, Vie {0, 1](0<a<= 1). (2) 
从 而 当 ljxl|, lly 不 同时 为 零 时 (否则 结论 显然 成 立 ), 令 : = 
minC|x|| , |» 》 
maxc|zl ,jy 失信 人 2) 天 风 知 ， 
3) 当 g 盖 1 时 ,po(x) 二 jzxj* 是 E 上 的 “2*1- 拟 次 加 泛 了 水 ”， 
事实 上 ,用 归纳 法 ,我 们 有 
(zl + 网 有 2°75: Cxll® + jyll”) 
(n= 1,2,...), Vrsy€ BE. 
因而 ,Ye > 1， 当 用 [xj，(o) 分 别 表 示 o 的 “整数 部 分 ”与 
“人 小数 部 分 ”时 ,由 上 式 及 前 面 (2) 则 可 导出 
Cjz + yl = Ulxll + yD . Cx) + ly De 
< 2 x + yD) 《zl + yl 
= 2 xle + yl® + xllie’ .yll'® 


| + yh!» xll'®), 
注意 到 不 等 式 


Cx — ly Dx — lyl®) 2 0, 
可 推 得 


Cxl + ylD)* < 2° Cx + ly + lxlle + llyll®) 


»233. 


= 2 lx) + yl ), vx,y€E. 
4) 当 & 上 二 1 工时，pukx) 不 是 E 上 的 强 有 界 泛 水 ， 这 是 显然 

的 。 验 毕 . 

下 面 给 出 两 个 引 理 ( 它 也 是 证 明 共 鸣 定 理 的 基础 ). 

引 理 1。 设 p(x) 为 赋 范 线性 空间 EE 上 的 不 拟 次 加 泛 电 , 那 
么 ,只 要 p(x) 在 互 内 某 一 闭 球 SCxo, 5,) 上 数值 有 上 界 (或 有 p(x) 
< 一 co )， 且 存 在 一 正 数 ho, 使 得 pl— hoxo) < co ， 则 泛 消 plx) 在 
E 的 任意 原 心 闲 球 $(06, +) 上 均 也 数值 有 上 界 . 《对 应 地 有 px) 
<< 0o0.) 

证 . 首先 ,由 泛 疯 p(x) 的 -所 次 加 性 ,由 注 5, 已 知 


plnr) < (DT A’ + 2k"-!) p(x) (n= 1,2,...), VxrE€E, 


因此 ,如 果 zi 一 9, 那么 ,由 于 任 给 的 一 闭 球 5(0 ,+), 我 们 知 必 存 
在 一 正 整数 xw。， 使 得 SC6,r) Cnos 《xo6o)( 取 ?r+ 生 noio 即 可 )， 
而 ,由 上 式 立 即 可 得 结论 . 

下 面 ,对 于 xo 六 0 验证 此 命题 。 由 于 对 于 元 zx， 数 66， 3ze( 目 
然 数 ) 使 得 当 # 宇 如 时 ,有 xo < ”6 此外, 对 于 上 面 假设 的 4 
及 这 里 的 zw， 我 们 又 可 找 出 两 正 整数 mm 2 二 zy 使 得 入 < 委 zh 
< 二 ni 十 1. 

今 设 5” 一 min{[ (n, 十 1) 一 zz22o]jzo|| ， 60} ,显然 5* 二 0, 此 
时 ,对 于 也 中 的 任意 原 心 闭 球 5(0,r)，3N〔 自 然 数 ), 使 得 j% < 


0*， 于 是 ,我 们 有 
VYxE S(6, ; )， 


PCD — p (2 ) < 20"p ( 靶 ) 
过 (2k)N .大 [? (去 十 rui ) 十 p(—n2hoxo) | 
注意 到 


1》 这 里 及 以 后 我们 常用 附加 “括号 ”的 简练 写法 ,并 列 出 两 个 命题 的 结论 ， 
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但 是 ， 
x 
Dn 


< 工 [| 
< 工 [or+ Co 一 oa 
< {nt DD) — ml + Cat 一 oa 


1 1 
一 2 xol 100 一 O00. 
好 1 


b 
_ 2N + nh 


知 元 2 € S(xo, 00), 从 而 有 


Pp ( 寺 十 2h) < 一 3 R' 十 2 人 6。 

(Bp, 为 pCx) 在 球 5Cxo,6。) 上 数值 的 某 一 上 界 ). 《相应 地 有 
aC hxo)<o0. ) 由 

p(n) < (SR 十 2R"2- pC) < oo 
以 及 上 面 第 一 个 关系 式 , 我 们 便 可 导出 

pGz) < (AY ek (63 «+ 2 ) 6 

十 号 人 十 2 p (一 Mom)|(<oo)， 

(对 应 地 有 p(x) < co. ) 证 毕 ， 
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引 理 2， 在 引 理 1 的 假设 下 ,*- 拟 次 加 泛 函 p(x) 或 者 在 全 
空间 E 上 恒 取 一 co ,或 者 在 E 的 任意 原 心 闭 球 5(0, +) 上 数值 有 
界 . (相应 地 有 |pCx)| < co. 

证 。 如 果 泛 函 p(x) 在 马上 不 恒 取 一 co， 则 必 存 在 一 元 zx 
e EE, 使 得 p(x1) < 一 co, 于 是 ,根据 引 理 1 的 结论 ， 知 泛 函 p(x) 
在 原 心 闭 球 386, + 十 jz) 上 的 值 有 上 界 ， 不 妨 设 其 一 上 界 为 8 
(相应 地 有 p(x) 一 co); 这 样 ，Yx € 5(9, +), 由 于 

中 xz 一 x| < 上 上 3 十 | xl < ||xil| 十 +， 
故 知 元 x 一 xE 5(0 ,+ 十 jx, 因而 有 (注意 到 本 节 注 5) 
p(x) = pr — (x — x)] 人 > A — p(n 一 了 


> Dao) 


(相应 地 有 p(x) > 一 00.) 

此 即 泛 函 p(*) 在 球 5(9, +) 内 的 值 亦 有 下 界 . (相应 地 有 p(x) 
> 一 oo .) 由 以 上 两 结果 则 导出 p(x) 在 E 的 任意 闭 球 5C0, r+) 上 
均 数 值 有 界 . 《对 应 地 有 |p(x)| 二 co ， 也 即 泛 函 p(x) 在 全 空间 
E 均 取 有 限 值 . ) 证 毕 . 

注 7， 为 了 在 $4.4 中 讨论 的 需要 ， 这 里 , 请 注意 : 上 面 的 两 
个 引 理 对 于 具有 “8 级 绝对 齐 性 “8 > 0) 的 赋 “ 准 范 ” 线 性 空间 亦 
是 正确 的 .因为 在 这 种 空间 E 中 ,关于 准 范 有 关系 式 

2xl = {31sHzlly, Vi K, re E,. 
因此 ,在 引 理 1 的 证 明 中 , 只 要 作 某 些 修改 , 即 当 选择 两 个 正 整 数 
2，7 1 时 ， 使 得 nf > w。 也 成 立 ; 只 是 6* 要 改 取 为 6* 二 
min{ [1 一 (wz% 一 4)?]xdj， 5。}; 选 适合 条 件 一 ”一 5* 的 正 整数 


了 8 
N， 则 原 推 导 仍 可 行 . 

注 8。 从 引 理 2 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 在 空间 E 上 不 恒 取 一 oo 
的 泛 隐 p(x), 其 在 任意 有 界 集 上 “数值 有 界 ” 性 的 讨论 均 可 归结 为 
其 在 该 集 上 数值 有 上 只 ` 性 的 讨论 . 

有 了 上 面 的 引 理 ， 我 们 就 可 将 《一 ) 中 的 在 完备 空间 中 的 共鸣 
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定理 推广 到 下 面 一 类 非 线 性 泛 函 族 中 去 . 为 此 ,我 们 先 给 出 定义 ， 
定义 2， 从 赋 范 线性 空间 五 到 已, 内 的 算 子 A 称 为 按 范 《- 反 
次 加 的 ,是 指 对 于 正常 数 X, A(x) 咱 为 EE 上- 拟 次 加 泛 函 . 
注 9. 显然 ,我 们 容易 看 到 , E 上 的 有 界线 性 算 子 必 为 按 范 次 
加 算 子 ,更 一 般 地 ,例如 ,在 连续 细 数 空间 Cla,5] 上 定义 的 算 子 
Ax) = [xCG)], Vxr= x(t) ECla, 6] (o> 0)， 
由 引 理 1 前 的 例 2, 可 知 其 均 为 “ 按 范 2 - 拟 次 加 算 子 . 
下 面 的 定理 是 定理 1 的 推广 ， 
定理 2， 设 {A.|ee 7 为 一 族 从 Banach 空间 E 人 中 到 族 赋 
范 线性 空间 {E,|.€ 71} 内 的 按 范 -所 次 加 算 子 .那么 ,只 要 其 
满足 条 件 
GD 存在 互 的 某 一 族 “同心 球 ”{S(xo, 6,)|i€ 7} 和 一 正 凋 数 
8， 使 得 一 致 地 有 
ACx)|| < 天 68，VxeSCr 6,) GET) 
成 江 . 
(i) 存在 元 一 的 一 个 球 5( 一 xo，60o)，, 使 得 
sup ACx))| 00, Vr€ES(—x,, 060), 
那么 , 必 有 


sup sup, A,Cx) < ceo。 


证 ， 直面 ,我 们 将 利用 引 理 1, 用 归 请 法 导出 本 结论 .首先 ， 
令 沁 上 申 
p(x) 一 sup A,Cx)||, vxr€E. 
显然 ,其 为 E 上 的 一 “所 次 加 正 沁 了 削 , 并 且 ， 由 所 设 条 件 G) 可 得 
p(X,) 一 Sub A(xo) <8 < 天 oo 


及 _ 
plx) 0, VxrE€S(—x0,6,), 


因而 由 引 理 2 (或 引 理 1) 可 知 , 如 果 本 定理 结论 不 成 立 , 即 
sup | pCx) | = 一 sup sup, |A,(x*)|| = %,， 


ixiis<t ii% 
那么 ， 在 以 元 一 x。 为 心 的 任意 闭 球 上 , 泛 孙 p(x) 的 值 都 必须 是 
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无 上 界 的 . 


于 是 ,对 于 球员 (一 mm) 一 5 (一 ,名 及 正 数 一 kp (一 


十 妨 (8 十 1) 而 言 , 必 有 一 元 ze S (一 zo)， 使 得 
p(X1) 二 ou 一 kpl—xo) + RB + 1), 
从 而 由 p(x) 所 设 ,此 时 必 存 在 6 1, 使 得 
A, Cx) 包 ( 一 zo) + 名 (8 十 1): 
之 A (zx) + eB 十 1); 
类 似 地 ,对 于 球 3 一 xo) SC 一 zxoy5o/22) NSC—xo,5, /2), 及 正 数 
A 一 Rp(—xo 一 (xo 十 xt1)) 十 iB 十 2), 必 存在 一 -元 X2€ S,(—xo) 
及 ti,€ 1, 使 得 
|A,,Cx,) 之 klAw(—xo 一 《xi 十 xo) )|| 十 k*(B 十 2); 
继续 这 样 做 下 去 , 便 可 以 选 出 一 点 列 {x,} 和 下 标 列 {4,} ,使 得 


zs€ 3, (—x) 一 门 [BC—x056,/2") NB(—#00,, /2"4)], tn € 
I(n = 1,2,-..:), ”并 满足 
Ant > la [—%— So Get oo))] | + RG + 0). 
(上 面 ,根据 其 取 法 可 知 
| 


基 一 了 1 #1 
. 6 
r= 之 (xx + x0) < ,lu tule ~ 3k < oo. 
一 二 太 二 1 
从 而 有 
#1 
|- 汪 0 一 之 ， (x 十 | € SC 一 zxoy50) (7 一 2,3,° … ) . 
= 二 1 


由 上 面 假设 条 件 (iD 可 知 上 述 的 2 [一 am 一 可 (ee + xz 对 任 
友 二 工 
意 的 7 > 2 均 为 确定 的 有 限 正 数 . ) 因 此 ， 根 据 空 间 的 完备 性 和 上 
面 括号 内 的 范 数 估计 式 可 知 元 >, (x4 十 xo) 是 存在 的 ($1.2 习 
k=1 
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题 9), 且 由 于 


DOESIIE DMIOE TSE 
= 1 = 1 k=1 2 


从 而 知 x* 一 一 xo 十 > 《xk 十 x6) 《5( 一 xo，5), 因而 由 所 设 条 件 
太 二 1 


4Gi) 应 有 
sup Ax) < ce. (3) 


|* -> 《xx 十 0) | 一 Xo 


-| 3 Greta 
A 二 rl1 
吧 5 
< tl 
二 丸 十 1 R=1 


因而 知 z 一 >，(r 一 ze5(xro 61,) (1 一 1,2,……,)， 故 由 
= 力 十 1 
假设 条 件 G) 应 有 
A (» — > Gx tx)) < (n= 1,2,.…:)., (4) 
让 二 7 十 1 


最 后 ,再 由 算 子 的 按 范 全 拟 次 加 性 ,我们 可 得 到 
[A = A | D) Ga + #0) — | 
=1 


=== 


m1 
Ai | Cn 十 xo) 十 人 >， (xx 二 xo) — Yo 
k=1 
A {x 一 一 Xo 
nx—]1 - oo - | 
-Suta)| ols — 3 Ct) 
义 二 】 k 二 n+!1 


| An | 一 am 一 5 Cx + oo | | 


— 


十 》， Gan + 10) | 
证 二 条 十 1 


、 Ar) 
k° 
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| > (Xx) 十 xi， 


根据 前 面 {x,} 的 取 法 及 式 (7), 我 们 可 推 得 
A Cx*) 宇 6+n—p=n (p= 1,2,...), 
从 而 导出 


-| 


sup A:(x*)| = 十 co . (5) 


然而 , 式 (5) 与 (3) 不 能 同时 成 立 。 因 此 矛盾 . 证 毕 . 
注 10， 在 定理 2 中 , 当 把 Banach 空间 E 换 为 E 内 的 单位 闭 球 
$(0, 1) 时 ,其 相应 命题 仍 是 正确 的 . 
习 题 
1， 试 验证 本 节 广 5。 
2， 试 证 明 ; 如 果 赋 范 线 性 空间 上 的 泛 洱 PC*) 满足 条 件 
z p(x — y)SER[PCx) + p(y)], Vr, y EE, 
其 中 ,为 一 正常 数 ,那么 ， 
(i) p(x) 亦 为 拟 次 加 省 函 ， 
(ii) PCz)<oo 会 邮 (一 7)<oo，VYx6EL， 
3， 试 证 明 ， 如 果 plx) 为 -所 次 加 ”有 限 ( 不 取 十 co) 泛 国 , 则 


(i) 当 A> 卫 时 , 必 有 pC9) 守 0: 


Gi) 当 0<A< 二 时 ， 必 有 pC*x) 志 0，Vx EE (人 负 泛 隙 ). 


Kiii) 如 果 2z(6) == 0 时 , 则 有 当 &> 1 时 , px 0( 正 泛 函 )， 当 大 一 1 

上 时，z(xz)7 和 0( 负 泛 函 ). 
4， 试 证 明 :在 正 实 轴 [0,co ) 上 定义 的 两 实 函数 Kx*),sCz) 有 有 如 下 性 质 : 

(iD 如 果 fC*) 是 正 的 *- 拟 次 加 函数 ,gC*) 是 正 的 单 三 函数 , 则 /Cx)g(x) 
亦 为 *- 拟 次 加 消 数 ， 

(ii) 如 果 f(x) 是 对 拟 次 加 单 增 函 数 ,，sg(*) 是 一 次 加 正 函 数 , 则 /[g(Cx)] 
亦 为 寺 拟 次 加 函数 . 

(iii) 如 果 1Cx) 为 一 次 加 正 函 数 ， 则 对 于 任意 数 “0， 范 数 In[Kx) + 
(1 + ca)] 亦 必 为 次 加 函数 ， 

Civ) 如 果 函 数 FCz7 满足 条 件 sup ACx)<h。int F(x),( 《为 某 一 正 数 )， 
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则 F(x) 必 为 “ -> - 拟 次 加 ”* 冰 数 ， 

5， 试 证 明 本 节 注 7。 

6 设 {14j 中 6 四 为 定义 在 Hanach 空间 EF 上 的 一 族 按 范 - 拟 次 加 算 子 ， 
并 满足 

sup {ACx)<00, VreE. 
试 证 明 ， 只 沁 存在 E 中 一 点 Tos 使 得 uP HA， Cxo) | < 00,， 日 沁 疗 1 A， (x)| 
CE€7) 均 在 xo 点 “上 半 连 续 ”, 那么 有 
和 all ls) < 0%. 

7. 在 习题 6 中 ,如 果 在 点 re E, 泛 昭 sup IAAx 川 是 “上 半 连 续 ” 的 ， 
那么 , 当 算 子 族 定义 的 空间 E 不 是 完备 时 , 原 结 证 亦 正 确 . 

8. 在 习题 6 中 ,如 果 在 点 *， 和 三 ， | 

wx) 一 YP A.Cx) 一 inf | AiCx)| 

是 “上 闭 连续” 的， 则 当 算 子 族 定义 的 空间 5 不 完备 时 , 原 结论 亦 正确 . 

9。 设 {I1|i€1} 为 赋 范 线性 空间 EE 上 定义 的 一 族 有 界 可 加 算 子 。 试 证 
明 ， 泛 函 p(x) 一 sup 上 TCx 首 必 为 E 上 的 次 加 正 齐 性 “下 半 连 续 ” 的 泛 函 . 
(注意 ,我 们 称 赋 范 线性 空间 E 上 的 泛 孙 p(x) 在 xo 点 是 “上 (下 ) 半 连续 ”办 ]， 
是 指 Ye>0,36>0, 使 得 ||z 一 zol 委 6 之 pz) 和 Wo) 十 sz) — Ep(x)) 
成 立 .) 

10. 证 明 Tenbgann 引 理 : 对 于 Banach 空间 E 上 的 非 负 ,次 加 、 正 齐 
性 泛 函 Px), 如 果 YxE€ Ex 一 x*、 均 有 lim p(xn) 之 p(X) ,那么 ，p(x) 必 强 
有 界 ， 

$ 4.2. 不 完备 空间 中 的 共鸣 定理 


(一 ) . 
本 节 介 绍 不 完备 的 第 二 纲 线性 典范 空间 中 ， 一 类 非 线性 算 
子 族 的 共鸣 定理 由 于 空间 无 完备 性 的 假设 ,因此 ,上 一 节 定 理 的 
证 明 方 法 已 经 失效 了 .我 们 必须 充分 利用 这 个 “第 二 纲 ” 集 的 特点 
给 出 男 一 个 新 的 证 明 方 法 。 在 本 贡 中 ， 在 空间 以 及 算 子 族 的 要 求 
条 件 方 面 都 把 上 节 的 共鸣 定理 作 了 进一步 的 推广 . 
下 面 ;我们 首先 来 介绍 一 下 “ 纳 ”( Baire 纲 ) 的 概念 : 
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定义 1。 距离 空间 E 中 的 集 4 称 为 是 第 一 纲 的 ,是 指 它 可 以 
表示 成 可 列 个 "区 集 之 并 , 寻 _ 
A U B,; E\B,~E (2 一 1,2，..)， 


几 不 是 第 一 纲 的 集 ， 则 称 为 是 第 二 岗 的 ， 一 个 空间 称 为 第 一 网 的 
或 第 二 纲 的 是 指 它 自身 是 第 一 纲 集 或 第 二 纲 集 . 

注 1.。 完备 的 距离 空间 必 为 第 二 纲 的 。 

反之 , 若 设 一 完备 空间 EB 是 第 一 岗 的 即 有 


已 一 LU B, (一 1，2，…)， 
n=1 


其 中 ， B, 均 是 E 中 的 芍 集 . 任 取 E 中 的 一 个 闭 球 SCxo， 1) (xo 
€ E), 由 8B, 是 玲 集 的 性 质 可 知 ， 在 SC(x。, 1) 内 存在 一 闭 球 SCx,， 


7 使 得 二 二， 并且 3Cxs ni) 不 含有 集 B, 中 的 点 ;类 似 地 ， 我 
们 对 于 所 得 的 球 5Cx,, 7+) 对 距 集 B, 讨论 ;…… . 这样 用 $ 4.1 定 理 
1 证 明 中 的 所 谓 “ 纲 推理 ”方法 ， 便 可 得 到 一 点 ze 门 5(x， ,r+;)， 


且 有 x Bln 一 1, 2,*…). 因此 与 上 面 已 的 分 解 关 系 式 矛 盾 ， 
验 完 . 

注 2。 当 E 为 一 个 距离 空间 , E, 为 其 一 子 空间 时 , E, 为 互 内 
的 第 一 纲 集 与 E,“ 自 身 ”是 第 -一 纲 空 间 的 概念 并 不 是 一 回 事 . 

例如 ,在 二 维 实 欧 氏 空间 记 中 , 其 中 的 一 维 子 空间 民 虽然 是 
尽 : 内 的 第 一 纲 集 ( 因 R 的 闭 包 不 含 RA\RR 的 内 点 。 故 其 自身 就 是 
RR 内 的 一 个 “ 朴 集 ")， 然 而 尽 自身 却 构成 一 个 完备 距离 空间 ， 因 
而 ,由 上 面 注 1 可 知 ,其 是 第 二 岗 空间 . 

注 3。 设 为 一 距离 空间 , ECE, 如 果 BE, 是 E 内 的 第 一 岗 
集 , 且 E, 称 于 , 则 E。 自己 也 构成 第 一 纲 空间 . 


事实 上 , 当 E, 一 【」】B, 时 ,如 果 有 一 集 B, 己 E。, 使 得 B, 在 


E。 内 的 闭 包 B$ 汪 5^(xo,6o) (EE, 内 的 闭 球 ), 那么 ， 由 E。 向 于 玉 ， 
,242 。 


故 知 8 在 E 内 的 闲 包 B; 汪 5《xo,，60o) (天 内 的 闭 球 ). 因 而 与 ,为 
E 内 的 第 一 纲 集 的 假设 矛盾 . 

注 4. 利用 “Hamel 基底 ”可 以 在 任意 无 穷 维 Banach 空间 有 E 
内 找 出 不 完备 的 第 二 纲 线性 子 空间 (Hausdorff)!'3, 

令 五 的 Hamel 基底 是 8《 即 E 中 任意 元 均 可 用 B 中 的 有 限 元 
之 线性 组 合 来 唯一 表 出 ), 从 B 中 取 一 可 列 真 子 集 {4%,}CB， 并 令 
线性 子 空间 

Eo= [B\{h,}]; E, = [ BA ] (x=1,2,.**) 
《这 里 ,与 过 去 一 样 ,符号 [M ] 表 示 由 M 所 张 成 的 线性 子 空间 )。 那 
么 ,显然 我 们 有 


E— UE,. 


并 且 由 EE 的 完备 性 ,由 注 1 可 知 ,E 是 第 二 纲 的 , 因此, E,(n 宇 0) 
不 能 全 为 第 一 纲 集 〈 因 为 由 定义 显然 可 知 ， 可 列 个 第 一 纲 集 之 并 
仍 为 第 一 纲 的 )， 因 而 不 仿 设 E， 为 第 二 纲 的 线性 子 空间 。 并且 ， 
当 注意 到 第 二 纲 集 的 定义 时 ,可 知 ZB,, 在 中 必 有 内 点 ; 即 有 五 中 
一 球 S(xo, 6o)CE,, 于 是 ,由 ,是 线性 的 可 推出 ,一 另 
一 方面 由 定义 我 们 显然 可 知 E, 衬 EE， 因 此 可 导 得 B。 关 五 。， 即 
E,, 不 是 闭 集 ， 当 然 5, 不 会 是 完备 空间 。 所 以 ,E 的 线性 子 空 间 
E。 即 为 所 要 求 的 ， 

下 面 ,我们 引出 较 上 节 更 广泛 的 一 类 非 线 性 算 子 族 ， 

定义 2. 从 赋 范 线性 空间 E 分别 到 赋 范 线性 空间 {E,|.€7)} 
的 一 类 算 子 族 {A,1c€ 1} 称 为 是 广义 按 范 - 拟 次 加 的 中 ， 是 指 在 
在 一 正常 数 , 其 对 于 任意 的 “下 标 ”.€ 1， 对 应 地 有 € 1， 使 得 
一 致 地 有 式 

[A,Cx + yp) RE IA CR) + IA CN Yr, y€EE 

成 立 ， 我 们 常 称 "为 “的 对 应 拟 次 加 指标 . 

有 了 上 面 的 定义 ， 我 们 就 可 把 上 节 的 共鸣 定理 中 关于 空间 完 
备 性 以 及 算 子 族 的 要 求 条 件 均 予以 减弱 ， 从 而 得 到 下 面 两 个 推广 
定理 95 


ee 213» 


定 香 1。 设 在 “第 二 纲 ” 空 间 E 上 定义 的 “广义 ” 按 范 +- 氢 次 
加 算 子 族 1A.|e 7 和 满足 下 面条 件 : 

(i) 存在 三 内 的 某 一 族 “同心 球 ”{3(xo, 5.)|i€ 1} 和 一 正常 
数 68, 使 得 一 致 地 有 

[TACx)N 8B, VxrE€E SCx0,6,) GE 17), 

并 有 sup | AKC 一 za < co 

(i)》 在 互 的 某 球 5(x,, 51) 内 的 一 个 稠 的 第 二 纲 集 2 上, 均 有 

sup |A,(x)|| < 00, Vr€ 0, 


并 有 - 一 正 数 1， 使 得 up IA, 《一 一 外 ri) | < oo ， 


那么 ,对 于 E 的 任意 闭 " 原 心 球 ”5S(6, +), 必 有 
sup ,sup, [A,(x)|| = co， 


证 . 首先 ,我 们 假设 
p(X) 一 sup 由 Ac， Yr€ FE, 


显然 , p(*) 为 室 间 互 上 的 (可 取 十 ce 的 )4- 拟 次 加 泛 函 (注意 $ 4.1 
定义 1)。 当 又 设 集 列 
Py = Ax|plx) ZN,xE oO} (N= 1,2,*-…*) 


时 ,由 定理 1 中 的 条 件 Gii) 可 知 ,由 于 0 = | Pw 是 第 二 纲 集 , 因 


而 必 存 在 E 中 一 球 5S(a, 5)CS(xi, 6,) 使 得 其 中 某 一 集 Pw 满 
足 关 系 式 Pn 2S(a, 5). 
下 面 证 明 泛 函 p(x) 在 球 S(a, 5) 上 的 值 是 有 上 界 的 .事实 
上 , Vx &€ S$(a, 5)， 当 设 任 给 的 :.€ 1, 其 对 应 拟 次 加 指标 为 6E7， 
而 2 的 对 应 所 次 加 指标 为 “<7 时， 那么 , 由 于 集 Pw, 是 稠 于 球 
SCa、 5) 的 故 对 上 述 元 *， 必 存在 一 元 ye Pn, 使 得 |x 一 y 上 过 564， 
即 xo 十 x 一 y€ SCxo，6,)， 由 算 子 族 的 广义 按 范 克 -所 次 加 性 以 及 
上 面 的 假设 条 件 ( 人 可 得 到 
1) A， 入 于 全 作 宣 到 网 加 线性 安生 Ei 内 的 算 子 (YCE 也 。 以 下 不 再 
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A = |ACro tx yity— zx) 
SkCAxo tt x Oo— y+ A,(y — x) 
< {p+ ROA Oy) + A —x0)||)} 
< kB + kply) 4 pC(—xo)] 
< HB + RNo + Kp(—r) (<00). 
由 于 最 后 的 结果 乃 是 一 与 x 及 均 无 关 的 有 限 常数 ， 因 此 有 
plx) 一 sup lA < kp + RNo + Rpl—xo); 
即 -所 次 加 泛 孔 p(x) 在 球 5(a, 5) 上 的 数值 是 有 上 界 的 ( 设 其 上 
界 为 8,). 
其 次 ,把 上 面 的 球 SCa,5) 作 “平移 ”, 我 们 取 一 正 整 数 m。, 使 其 


*245。 


一 ~ 一 = i a 


满足 mo 之 过 (1 十 a 然后 , 研究 球 5Ca 一 mr， 5) 的 性 


质 ， 由 于 Vz€ SCa 一 mohix1， 5), 我 们 有 
pz) = p(s + mohix — mohix1) 
hk[pls 十 mir) tT p(—mohxi)], 
注意 到 ||z 十 mohixi 一 zj 委 5， 改 知 > 十 mohiri1€5S(a, 5)， 从 而 
由 p(x) 在 SCa, 5) 上 的 值 有 一 上 界 2 以 及 & 一 0x) 天 co 的 假 
设 , 可 得 到 


plz) < #8, 十 的 k' 十 ko )pC— hr) | ( = 00). 


因而 导出 泛 水 p(x) 在 球 5(4 一 mohix1, 5) 上 也 数值 有 界 ; 另 一 方 
面 ,注意 到 m6 的 取 法 可 知 ， Vs 6 Sla 一 mohixi, 5), 我 们 又 有 
|z 十 mdr = la + [zs — (a — moNx) || lal + 5 < m5, 
即 得 出 zk SC 一 mohixi， moh.5)， 由 为 赋 范 线性 空间 , 因而 有 

S(—moNlxis mhd) = misS(—x5) 一 一 mpo2SCr 6), 
也 即 导 出 

S(a — modlris ETC— mlx CT — moAsSlxr, 61). 
这 样 一 来 ， 注 意 到 定理 的 假设 条 件 (ii)，2 是 稠 于 球 S(x1, 51) 的 ， 
因此 必 有 球 SCa 一 mohixi， 5) 的 一 个 内 点 xz， 
x € S(x’, 6)CTS(a — moNr, 5)， 
. 使 得 x 一 一 mohiy ,其 中 ,y &€ 0. 同样 ,由 8 的 假设 还 可 以 得 到 
p ( 索 ) = p(y) 一 oo. 

最 后 , 根据 前 面 已 知 全 拟 次 加 泛 函 p(x) 在 球 5(a 一 mohix1,5) 上 
的 值 是 有 上 界 的 , 且 在 球 SCx' , 5 ) 亦 如 此 ,所 以 直接 由 引 理 2 的 结 
果 ,可 导出 


sup p(x%) = co， 
tlx ll<1 


即 sup sup IAi(x)| 二 co .证 毕 ， 


llx li<1 
由 定理 1 我 们 直接 可 以 导出 下 面 的 一 个 淄 用 的 推论 : 
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推理 . 设 在 第 二 纲 的 赋 范 线性 空间 E 上 定义 的 广义 按 荡 x- 
拟 次 加 算 子 族 {A,|.&€ 71} 满足 下 列 条 件 : 
(i) sup 由 A,(x7)|| < co < sup A,(—zx)| = co ，VxeE 五 ; 


(ii) 存在 一 个 正常 数 和 五 中 某 一 族 “ 同 心 球 ”{(SCzo 61)| 
/6 7 了 j， 使 得 一 致 地 有 
AGOo1<p，vxe5Coss) Ce D. 
那么 ,只 要 在 互 的 基 一 个 第 二 纲 集 2 上, 均 有 
sup 由 As 站 < 天 ceo，VYxreEgO， 


则 对 于 任意 正 数 >， 便 有 
sup sup, HA,(x) = oo. 


下 面 ,我 们 再 转 到 一 个 涉及 到 “下 半 连 续 ” 的 情况 来 讨论 . 我 
们 可 以 从 定理 1 得 出 下 面 的 定理 ， 

定理 2 在 定理 1 中 如 果 将 那里 的 条 件 Gi) 换 为 条 件 

(i)” 在 中 存在 某 一 族 “ 同 心 球 {5S(xo, 6,)li€E1), 使 得 Vs 
E71, 泛 沙 上 A,(x)| 在 对 应 的 球 5S(x。, 5,) 内 均 是 “下 半 连 续 ” 的 ;并 
且 有 

sup A(x < co ，sup lA(—xo)) < oo， 

那么 , 原 定理 的 结论 亦 成 立 . 

证 . 如 果 我 们 能 从 现在 的 假设 条 件 中 将 定理 1 中 的 假设 条 
件 ( 推 出 来 ,那么 ,本 定理 的 结论 也 就 得 到 了 ， 

首先 ， 与 定理 1 的 推导 一 样 ,由 假设 条 件 (ii) 可 以 得 到 一 球 
SCa, 5) CS(x, 61), 使 得 集 PN 二 SCc， 6). 

其 次 ， 取 一 正 整 数 m， 使 得 它 满足 不 等 式 [zo] > 1 十 


?lal (这 里 。 同 样 用 [a] 表示 小 于 的 最 大 整数 ) 那 


ei E 

么 , 当 设 元 2 一 2nohx1 一 [nohija 有 时 ,一 方面 由 于 

jo — [rod]Jzll 委 |22oax 一 2[2o0]xz| + | [rod]xs — [non Jal 
委 ?zl + [zol — a 
< {nody1(6 一 x; 一 al|) 十 [nohs J x, al 一 【2o14:]51， 
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知 元 bE S(f{ nN lx [noh115,) 一 [nohi] SCr,, 61); 男 一 方面 ， 由 集 
2 的 假设 不 难 推 出 ， 集 [no4118 亦 是 稠 于 球 [no%h.]SCxi, 6,) 的 ( 参 


看 图 4.2)， 因 此 ; 必 存 在 一 元 2*《 [ao4.]0，, 使 得 上 5 一 2 上 一 号 


27 nohs 


这 样 ,Vee 7, 当 令 B 二 min (5,， 2 时 , 我 们 证 明 ， 相 应 的 泛 


函 A,(x) 川 在 开 球 S(xo, 6.) 内 的 值 是 一 致 有 上 界 的 (ce 1). 事实 
上 ,VY 元 x€5S(xo65,)CSCxo, 0)， 由 于 泛 函 上 A,(x) 咱 在 此 点 是 “下 
半 连 续 的 , 故 对 给 定 的 一 正 数 eo, 367 > 0, 使 得 当 一 x 专 67 
时 ,就 有 / 
IIA,CD MA,Cx))| — go. (1) 

于 是 , 当 取 一 元 cc 一 x 一 x%0o 一 6* 十 2nohixi 时 ,由 于 

jc — faoh]all = lx — xo — 6* — 2nodxs — [nohiJal 
55 
2 2 
故 知 c ESCnoh]Ja, 5) 忆 [no4] SCa, 5)， 因 而, 3c*E€ [nohi]Pw, 使 
得 jc 一 cj 三 sf， 即 
lz — xo — 6* + 2n0hixs — c*| 

= lx [x 6b* oo 2n0Ndri + c*]Jl 6+, 
因此 由 起 ( 1 ) 可 导出 
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< —xlt+l ol<+ oe 


HA,Cx)) SA, (ro 十 2 一 2po0 二 cx) 十 
A CxO + CA EDN +lA.. Ce*) 
十 244A (一 2ohaxzd 十 8o。 
这 里 ,4 为 上 “对 应 的 拟 次 可 指标 w+: 为 对 应 的 所 次 加 指标 (4 一 
1, 2, 3). 注意 到 假设 条 件 和 上 式 中 各 元 的 取 法 ,由 上 式 可 导出 
A,CON < Rplx0) 十 (2 十 NY 


0 二 2 


十 2 (2 RR' 和 十 2 ) pC—hixi) 十 eo Vx E SC(xo0,5) (E17). 
且 知 上 起 右 端 力 是 一 个 与 和 x 均 无 关 的 有 限 正 常数 .此 即 推出 
了 {4.4e 7) 在 相应 的 洲 “ 同 心 球 * 族 3 (xo, 宇 )| *e 直上 是 满足 
定理 1 中 的 假设 条 件 (i) 的 .证 毕 

同样 由 定理 2， 也 可 以 直接 得 到 下 面 一 个 常用 的 推论 : 

推理 设 在 第 二 纲 赋 范 线性 空间 EE 上 定义 的 广义 按 范 对: 氢 
次 加 算 子 族 {A,|c& 7} 满足 

(i) sup A,(x)l < co > sup A,(—x)|| < 0, vreE; 

(ii) 在 E 中 存在 某 一 族 “同心 球 ” {SCxo, 6,) | € 由， 使 得 Ve 
《7, 泛 函 上 A,(x) 川 在 对 应 的 球 SCxo, 5,) 内 均 是 “下 半 连 续 ” 的 ,并 
且 有 sup lA,(x)<o0， 
那么 ,只 要 在 E 的 某 一 个 第 二 岗 集 Q 上 , 均 有 

sup ||A,Cx)) < 00; Vxe oO, 


则 对 于 任意 的 正 数 + , 便 有 
sup sup,, 1A,(x)| < oo . 


| 
注 5。 上 面 关于 “共鸣 定理 ”的 所 有 命题 (只 要 对 证 明 略 作 修 
改 ) 对 于 具有 “8 级 绝对 齐 性 ”(8 > 0) 的 第 二 岗 赋 “ 准 范 ” 线 性 空 
间 亦 是 正确 的 . 

注 6， 在 定理 1,2 中 , 如 果 将 假设 条 件 Gi) 和 (i)' 中 的 元 % 取 
为 6, 那么 , 当 改 空间 E 为 其 内 的 闭 单位 球 5, = 5,(0, 1) 时 ,将 原 
定理 的 证 明 略 作 修 改 仍 是 可 行 的 . 
es 2Z49。 


注 7. 在 上 面 两 定理 中 所 涉及 到 的 假设 条 件 (ii) 的 后 半 部 分 
是 不 可 取消 的 《甚至 当 加 强 那 里 的 条 件 为 整个 球 5(x1, 51) 时 也 不 
行 )， 例 如 ,在 一 维 实 欧 氏 空间 中 ， 我 们 就 可 取 一 反例 为 一 列 男 数 
po Cx) —n(x 十 ix|) (n 一 1， 2 “ ) 其 中 ;将 那里 的 球 Sx1, 6,) 
了 又 为 负 实 轴 内 的 任 一 闭 区 问 ,我 们 就 不 难看 出 来 了 . 

注 8。 由 定理 1 和 定理 2 我们 可 以 看 出 ,如 果 对 于 满足 那里 
条 件 (i 或 G) 的 全 拟 次 加 算 子 族 {A,|*e 7} 有 sup su | A,Cx) | 


一 00, 那 么 ,Vx1 € E 如 有 sup A,CxD) 过 00, 则 在 任意 以 元 一 4x1 (4 


为 任 一 正 数 ) 为 中 心 的 球 SC 一 0x 5) 内 满足 sup 1A,(x) 川 二 % 的 
笛 集 必定 是 第 一 纲 的 (参看 图 1.3). 四 
注 9 定理 1, 2 中 的 条 件 (ii) 
也 可 以 用 条 件 
(ii)' 在 互 中 革 一 球 SCxz 8) 内 
的 某 第 二 纲 集 8 上， 以 及 其 对 应 的 
基 一 球 5( 一 加 xi,X4.61) (1 为 某 一 正 
数 ) 内 一 称 集 D 上 , 均 有 
sup |A,(x)| = oo 
来 代替 9. z 
注 10. 当 上 面 的 定理 (推理 ) 


图 4.3 
成 立时 ， 我 们 还 可 以 对 其 绪论 中 的 
值 给 出 下 面 的 估计 式 为 
sup sup A.C2)) = 一 DCr Cr 一 co)， 


其 中 , c 一 -和 十 1， 这 个 结论 对 于 任意 在 的 单位 球 上 其 数值 
有 界 的 丰 - 拟 次 加 泛 函 也 均 是 正确 的 cl， 
人 C=) 
下 面 ， 用 与 上 一 段 的 类 似 方法 同样 可 以 得 到 在 第 二 纲 空间 上 
定义 (可 取 土 0) 的 “ 凸 泛 函 ” 族 的 两 个 共鸣 定理 1 
定理 3， 设 互 为 第 二 岗 的 赋 范 线性 空间 , {pli€ 1} 为 E 上 定 
as 250 。 
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义 的 一 凸 泛 冰 族 ,其 满 吓 条 件 
Gi) 存在 E 内 的 某 一 族 “同心 球 ” {SCx。, 6,)1i€ 1} 和 一 正常 
数 3, 使 得 一 致 地 成 立 下 面相 应 的 关系 式 : 
p(x) 8B, Vx€S(xr, 6,) (rE 1); 
(i) 在 互 的 某 一 球 SCx1, 5,) 内 一 第 二 纲 集 2 上 以 及 对 应 的 
球 S( 一 可 ri 61) 《4 为 某 一 正 数 ) 内 一 稠 集 D 上 , 均 有 
sup p(x) < 0, Vr€EQ,D 


那么 在 E 中 必 存 在 一 闭 原 心 球 ” SC0, r0) ， 使 得 或 者 有 p(x) = 
一 OO ， VrxE€ S(0, yo)， Ye KE 1 ;或 者 有 


sup sup |p.(x)| =o%. 
t ltx ilero 


证 。 首先 ,我 们 假设 泛 冰 
p(x) 一 sup p(x), VxrE€E. 


显然 , px) 亦 为 空间 上 (可 取 co 值 ) 的 凸 泛 函 .并且 , 当 设 集 列 
PN 一 {zrlpx) =N, xcEO (N=1,2,...) 
时 ， 由 集 2 第 二 纲 的 假设 ， 同 样 可 以 得 到 已 中 的 一 球 S(a,6*)CC 
SCxi,61), 使 得 有 上 述 某 一 集 Pn, 满足 关系 式 ， 已 v,2SCz，5*). 
其 次 , 证 明 上 面 定 义 的 凸 泛 函 p(x)，, 在 球 SCa, 6*) 内 的 值 是 
有 上 界 的 . 事实 上 , Vx€S(a, 6*) 及 任意 泛 闭 p(w€ 1)， 由 于 
x 一 aji 二 56*， 及 x 是 球 SCe, 5*) 的 内 点 《参看 图 4.4) ， 因 而 ， 
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34 > 0 (例如 ,可 以 取 4 一 人 三) 使 得 元 》 一 * 十 


h(x 一 Xo0) 《SCa， 6*)， 因 而 , 注意 到 集 Pn, 在 SCa, 6*) 内 稠 的 假 
设 ,我 们 则 可 找到 一 元 yo€ Pw, 使 得 上 ly 一 yol| 二 056 于是, 当 令 元 


ws 一 x 十 (x -y) 时 ,由 
0 


jw 一 zol 一 


[+ 土 Ge 一 | 一 


-| 二 -ys ) | [Cx — yo) — hxo—zx)) 


1 1 1 
一 二 外 z + hlri+ x) yl = yo yl < (6) 一 5 
人 ho ho 


可 导 得 元 w€ S(xo, 5,)， 于 是 ;由 上 面 如 的 取 法 , 我 们 有 x 一 
hn 


1 十 久 各 十 了 二 元 yo， 故 由 泛 痕 p,(x) 的 同性 以 及 上 面 元 ww， yo 
的 性 质 ,可 导出 
No 1 
pC?) p(T 二 了 二 元) : 
人 1 
< * 0 TY 0 
Ti Pe) 十 工 十 元 p.(yo) 
一 名 g++ _N 
1 十 加 1 寺 久 


B+ No, Vr€S(a, 6*) (E17). 
注意 到 上 了 式 最 后 站 万 是 一 个 与 及“ 均 无 关 的 常数 ;因而 ,导出 
p(X) 一 sup p(x) < 十 No VrE€ SS(a, 8*). 
下 面 , 证 明 上 述 山 泛 函 p(x) 在 五 的 某 一 “ 原 心 闭 球 ” 86，y) 
上 的 值 也 是 有 上 界 的 ,事实 上 ,如 果 上 面 的 元 a 关 8, 我 们 取 正 数 
,| Clal + 0* ~ 8) — ellal ] 


iCllall + 6* — 6) + al 
(其 中 ,0 二 8 二 5*), 那么 ,由 于 元 


本 _ 
(4 + £)(— ha) € SC—has Meo) CTC — x, A01), 
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图 4.5 
因此 ， 由 定理 假设 可 知 ; 必 有 一 元 bo € DD， 使 得 
一 (4 十 和 一 = ) (一 1 


| << 148 
| 


[四 | 
从 而 ， Vx€ S(6 ， ro) ， 由 于 元 


MK 二 ar 一 本 二 tl 
rt re) 


满足 
|y 一 a 一 Ty nel 十 5 一 se)2 
+ [tClal + 6* — e) + all](xr — 20) 
— 4al| + 6* — eyal. 
由 上 式 中 范 数 的 关系 式 ， 
1C- 旬 一 lalls, + [la + 6* — 8) + lall]x 


cal + 8*—e) al<indal + a*—e) 


+ ollal + hall :||s (1+ ) ~) 
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注意 到 元 6 以 及 元 * 的 到 法 ,我 们 可 得 到 
CE 式 ) < [h(all + 6* — e) + lall]ro + allie 
一 [5*(Cel + 6* — 8) -— elall] + Lellall 
一 M6*(llall + 6* — e). 
于 是 , 问 到 原来 的 关系 式 , 则 可 导出 
16*(Cllail + 8* — 8) 


yd< to) 
即 ye SCa, 6*)， 这 样 , 当 假设 数 
dal to*—e) thal (00s 


4.Clal| + 5* 一 8) 
时 (显然 有 HA 一 1)， 由 了 的 形成 可 知 攻 bo 一 n(x 本 bo)， 因而 元 


、 1 1 1 
* 可 以 解 出 , > 一 二 > 十 (1 一 二 )2(0 < 吉 一 引 ， 故 由 名人 
的 此 过 以 及 元 ? 与 元 名 的 性 质 ;, 我 们 便 可 导出 
一 了 工 1 上 
bx = p, EE 十 (1 1 ) | < z p.(Y) 十 @ > ) pCb) 
<8 十 No 十 |sup PC(2oD)| ， VXxE S(0, ro) (LE€ 171). 
( 当 sup P00) 一 一 co 时 ,上 式 最 后 一 项 可 以 略 去 ， 此 时 下 面 的 结 


论 仍 成 立 ), 由 上 式 后 端 乃 为 一 与 x 及 均 无 关 的 常数 ( 设 为 bs)， 


我 们 得 到 


Sp, p(%) 一 Sup sup p(x) = Bo. 


最 后 ,证明 p(x) 在 闭 球 so, 上 上 如 果 不 是 恒 为 一 2 的 话 ， 
则 其 必 也 是 数值 有 下 界 的 . 事实 上 ,由 于 此 时 存在 元 zo & $(9,70)， 
使 得 pCz0o) > 一 ao《 这 里 , a 为 某 一 正 数 ), 因 而 ,由 YVxre3S(Cg，,ro)， 
3Ay € SsC0,， 2r0), 使 得 yl 一 2r。。 和 zo 二 Ax 十 (1 一 1)7， 其 
中 ,0 <12 委 1 其 实 , 当 zx 一 az 时 ,7 是 容易 得 到 的 ;而 当 x 关 mm 
时 ， 先 令 jz 十 p《zo 一切 | 一 p()， 显 然 @(u) 是 连续 的 ， 且 有 
p(0) = jx 所 ro p(y)> gCz6 一 zx) 一 ||xll —> 00 (p> 00); 
从 而 必 存 在 一 正 数 x。， 使 得 p (pe0) 一 27o， 故 那 时 可 取 一 
ro(zo 一 xn). 这 样 ， 由 于 (1 一 GYy 一 20) 一 zo 一 x)， 和 
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上 一 sl 关 oz 一 站 么 2ro 则 有 一 过 3， 由 泛 函 p(x) 的 凸 性 及 


以 上 论述 可 导出 
p20) Siplr) 十 (1 — 1ply), 
因而 有 (注意 到 上 段 结果 ) 


pe) > 1 [p620) — (1 — Wp)] 


> 3(—a 一 pt) > 一 co， Vr € SC0, ro). 
综合 上 面 两 段 的 结论 ,我 们 立即 导出 
Poh, PO 0. 
证 毕 ， 
定理 4. 如 果 将 定理 3 中 的 条 件 Qi) 换 为 条 件 
(i)” 存 在 E 内 的 某 一 族 “ 同 心 球 ”{5(xo, 5,)1e€ 171}, 使 得 对 干 
任意 的 7, 泛 函 p,(x) 在 对 应 的 球 S(xo, 5,) 内 均 是 “下 半 连 续 ” 
的 ;并 且 存 在 一 正 数 ,使 得 
sup pL (1 十 jo)zo] < co， 


那么 , 原 定 理 的 结论 亦 成 立 . 

证 . ”如 果 能 从 现在 的 假设 条 件 中 将 定理 3 中 的 假设 条 件 Gi) 
推出 来 ,那么 ,本 定理 的 结论 也 就 得 到 了 .下 面 我们 就 来 验证 这 一 
事实 . 

首先 ,从 假设 条 件 (ii) 同样 可 得 到 一 球 SCa, 8*)CS (x,, 6)， 
使 得 有 Pn, 一 SC(a, 8*). 

其 次 ， 根 据 定理 3 的 证 明 的 中 间 一 段 ， 我们 不 难 用 类 似 方法 
严格 证 明 : 那里 所 求 之 “ 原 心 球 ”5(9, ro) 必定 包含 在 点 乌 与 球 
Sa,56”) 所 张 成 的 凸 集 内 ,因此 ,点 和 与 集 Pn, 门 5(a, 5*) 所 张 成 的 
山 集 亦 是 稀 于 球 SC0, ro 的 。 类 似 地 ， 由 于 在 “ 原 心 球 ”5(6, ro) 
与 点 (1 十 jo)xo 所 张 成 的 凸 集 中 ,点 x 必 为 此 廿 集 之 内 点 (参看 图 
4.6)， 因此 也 必 有 Xo 的 一 球 SCxo， 5o) 含 于 此 凸 集 内 3 并 且 同 样 可 
以 证 明 ,由 集 Px， 点 名 及 点 (1 十 4)xo 所 张 成 的 凸 集 

V = cov[P ，b (1 十 00)xo]， 
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也 必 称 于 该 球 5(xo, 60). 

这 样 一 来 ， 当 我 们 取 5, 一 min(6，5o) (467 了 时， 对 某 给 定 
的 正 数 se, VeE1T 及 Vx€5 (xo, 5,), 由 于 SC(xo,5,)CSCxo, 5,), 改 
从 山 泛 函 P, 在 x 点 的 下 半 连 续 - 的 假设 可 知 ，362 >> 0， 使 得 当 
上 y 一 i 二 6? 时 就 有 


+ pe Ed 


(i\ 


p(x%) 一 8 < ply). (2) 
于 是 ,由 VOSCxo, 60) IOSxo, 5,) > 赵 3y€ V, 使 得 ly 一 z|| ~、 0, 
由 VV 的 定义 ,我们 不 妨 设 
y 一 oyo 十 bs ml 十 hho) xo, 
其 中 , arm 宇 0,ai 十 a; 十 a 一 1. 最 后 ;由 泛 了 水 p, 的 凸 性 ,各 
oY, yo bo» (1 十 ho)xo 的 性 质 以 及 式 (2) 我 们 可 导出 
p,(x) < p.CY) 十 60 二 ap, yo) 十 op, (Bo) 十 csp,l (1 十 1) xo] 
oN, 十 oa sup p.(bo) + os sup [C1 + 4h) xo] 


< Nu 十 |sup po( bo0) | 十 sup pl (1 十 2Xo)xo]| ， 


Vx€S(xo,5,) (LE 1) 
(与 前 面 一 - 样 ， 当 上 式 最 后 的 两 上 确 界 之 值 为 一 2 时 ， 则 可 略 去 此 
时 ,下 面 的 结论 仍 成 六)， 由 于 上 式 之 最 后 端 乃 是 与 及 x 均 无 关 
的 正常 数 ,因而 此 即 导 出 了 巴 芝 男 族 {p,|i《 7} 在 相应 的 “同心 球 ” 
族 {S(xo，5.)1i€ 7 内 满足 前 面 定理 3 的 假设 条 件 (i). 证 毕 ， 
由 上 面 的 两 个 定理 , 直接 可 以 得 到 下 面 的 四 个 推论 : 
推理 1。 在 第 二 网 赋 范 线性 空间 五 上 定义 的 凸 这 图 族 {p,| 
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和 人 一 


€ 1} 如 果 满 足 条 件 : 
(i) sup p.(x) < ce <€> sup p.(—x) <00, VxeEE 
及 
(ii) 存在 某 一 正 数 8 及 巨 内 的 一 族 “同心 球 ”{S(Cro，5.)| 
“e 1 使 得 一 致 地 有 
p(x) ei Vr € SCxzo， 8,) 《3 1); 
或 者 ， 
(ii)” 存在 五 的 一 族 同心 球 {5S(x。o, 6,)14& 1}, 使 得 对 于 任意 
的 2 上 < 7 泛泛 px) 在 对 应 的 球 SCxo, 6,) 内 均 是 “下 半 连 续 的 ， 
并 且 有 某 一 正 数 1， 使 得 sup p.[(《l 十 0o)xzo] < co。 那 么 ,只 要 在 
互 的 某 一 个 第 二 纲 集 2 上 ,有 
sup p(x) <co，VxreEO， 
则 必 存 在 一 正 数 r。, 使 得 或 p,(x) 二 00, VXE S(0， ro)， VY,El; 
或 者 有 
sup sup |p.(x)| < co， 
推理 1.。 在 推理 1 的 假设 条 件 下 , 如 果 泛 孔 族 {pili€E 1} 在 
E 的 任意 “ 原 心 球 ”5(6, 5) 上 的 值 均 不 是 一 致 有 界 的 ,那么 , 满足 


关系 式 
sup p(x%) < co 


的 扩 集 必 是 E 中 的 第 一 纲 集 . z 
结合 $ 3.2 中 关于 凸 泛 函 在 一 球 内 数值 有 上 界 与 其 连续 性 的 
关系 ,我 们 还 可 以 得 到 下 面 的 推理 : 
推理 2。 如果 {p,|i€ 71} 为 第 二 纲 赋 范 空间 E 上 定义 的 ( 取 有 
限 值 的 ) 一 族 西 泛 冰 , 并 且 在 E 内 一 称 的 第 二 纲 集 @ 上 均 有 
sup p(X) < oo ，VxreEOD， 


那么 ;只 要 在 8 的 菜 一 点 xo, 泛 图 p,(x)(i€ 7) 均 是 -上 半 连 续 ” 的， 
或 者 有 xo 的 某 一 族 同心 球 ,45 《xo, 6,)1c€ 711, 使 得 对 于 任意 的 
El, 各 沁 园 PACD, 在 对 应 的 球 SCxo， 6,) 内 均 是 “下 半 连 续 ” 的 ， 
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就 有 
p(X) 一 sup p(x), VxrEE 
必 为 整个 空间 下 上 的 连续 ( 凸 ) 泛 函 . 
证 。 如 果 泛 水 p,(x) (6 7) 均 在 点 x。“ 上 半 连 续 ”, 那么 ,对 
于 给 定 的 一 正 数 eo， 我 们 必 可 找到 正 数 5,, 使 得 当 ||x 一 wol| 委 6， 
时 ,有 
p(X) < 一 访 (z) 十 go < sup p(xo) 十 se (i € 1). 


注意 到 Yo 0， 因此 pb 一 SuP p.(xo) 十 go 为 一 行 限 稍 数 ， 并 且 ， 我 


们 不 妨 设 其 为 正 的 (否则 可 以 改变 se 而 做 到 ) ,于 是 , 便 得 出 

p(x) <B8, Vx€S(xo, 6,) (rE€1). : 
不 难看 出 ,定理 3 中 的 假设 条 件 仍 是 满足 的 .另外 , 当 本 推理 中 关 
于 泛 函 族 {tp.| ee 7} 的 “下 半 连 续 ” 的 相应 条 件 满足 时 ， 由 于 这 里 的 
第 二 纲 集 2 稠 于 整个 空间 E 的 假设 ,因此 ,虽然 这 里 没有 sup pl (1 


十 0)xo] 二 co 的 假设 条 件 , 然 而 ,注意 到 前 面 定 理 4 的 证 明 ， 不 难 
看 出 定理 4 的 结论 仍 是 成 立 的 .所 以 我 们 总 可 得 到 一 闭 “ 原 心 球 ” 
SC0， r+), 使 得 

: sup p(x) 一 sup Sop p,(x) < Co . 


11 YISro x Hl 半 

即 吓 泛 函 p(x) 在 球 SC(0, r+,) 上 的 值 是 有 上 界 的 ( 且 知 p(x) 在 
5S(9, +o) 均 取 有 限 值 )， 这 样 ,由 § 3.2 的 定理 6, 可 知 凸 泛 函 p(x) 
在 SC(0, ro) 内 是 连续 的 ， 

最 后 ，Vx《 E， 类 似 于 定理 3 的 证 明 , 利用 和 集 8 简 于 的 假 
设 ， 找 出 与 元 2x 距离 充分 接近 的 一 元 y € 09， 使 得 x* 为 由 点 7 和 
球 $(6, ro) 所 张 成 之 凸 集 ( 凸 体 ) 的 一 个 内 点 (参看 图 4.7), 即 * 的 
某 一 个 球 

S(x,6)CCov{y, SCO, ro)]. 

最 后 利用 泛 函 xxz) 的 凸 性 以 及 其 在 点 ” , 球 5(6, +0) 的 性 质 ,不 难 
导出 凸 泛 消 p(x) 在 球 SCx, 5) 内 也 数值 有 上 界 。 因 而 同样 由 $ 3.2 
的 定理 6 我 们 便 可 得 到 泛 函 p(x) 在 x 点 也 是 连续 的 ， 此 即 p(x) 
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为 E 上 的 连续 函数 ， 证 毕 . 

特别 地 , 当 {p,ji€ 1} 仅 由 一 个 ( 取 有 限 值 的 ) 凸 泛 了 水 p(x) 所 
组 成 时 ,由 推理 2, 可 以 得 
”到 下 面 一 个 有 趣 的 推论 : 

推理 2. 设 p(x) 为 
第 二 纲 赋 范 线性 空间 E 上 
(不 取 一 co) 的 一 凸 泛 函 ， 
并 且 在 E 内 一 称 的 第 二 纲 
集 2 上 其 取 有 限 值 . 那 
么 ,只 要 p(x) 在 2 的 某 一 
点 two 为 心 的 一 球 SCxo,60) 
内 均 “ 下 半 连续 ” 则 p(x) 图 人 
就 是 已 上 的 连续 证 函 ， 

注 11， 在 推理 2 的 假设 条 件 下 ， 如 果 p(x) 在 xo 点 是 “上 半 
连续 ”的 , 则 当空 间 不 必要 “第 二 纲 ” 的 假设 时 ， 原 结论 仍 成 立 ， 事 
实 上 ， 只 要 应 用 上 半 连 续 的 定义 以 及 推理 2 证 明 中 的 方法 就 不 难 
导出 此 时 p(x) 在 空间 五 的 任何 一 点 * 的 值 均 是 “局 部 有 上 界 ” 的 ， 
从 而 直接 利用 $ 3.2 的 定理 6 的 结果 就 可 得 到 注 的 结论 ， 

注 12. 本 段 中 的 命题 , 对 于 具有 “6 级 绝对 齐 性 ”(8 > 0) 的 
第 二 纲 赋 谁 范 线性 空间 及 几乎 对 “ 拟 凸 泛 函 ”, 亦 均 是 正确 的 .7 


(三 ) 

由 于 共鸣 定理 的 重要 性 〈 这 里 及 以 后 我 们 把 上 面 所 有 的 命题 
均 统 称 为 “共鸣 定理 ”， 而 不 一 一 区 别 了 ) ,除了 下 面 几 节 我 们 专门 
来 讲述 它 的 一 些 重要 应 用 之 外 ,在 这 里 我 们 再 给 出 几 个 由 本 节 
(一 ) 的 命题 导出 的 常见 的 推论 . 

首先 ,注意 到 $ 4.1 的 引 理 2 以 及 本 节 的 定理 2, 我 们 不 难 直 
接 得 到 下 面 两 个 极 简单 的 结论 : 

推理 i。 设 p(x) 为 赋 范 线性 空间 E 上 的 次 加 正 齐 性 泛 函 (可 
取 土 co )， 并 且 在 五 中 某 一 点 xo, pC 土 x0) 均 取 有 限 值 ， 那 么 ,只 要 
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p(x*) 在 zo 点 "上 半 连 续 ， 则 pz) 必 为 无 上 的 ( 强 有 界 ) 连 续 泛 函 . 

推理 2。 泛 毅 p(x) 的 假设 与 推理 1 类 似 . 那么 , 当空 间 E 是 
第 二 纲 的 时 ,只 要 pl%) 在 xxo 的 某 一 球 SCxo， 5o) 内 下 半 连 续 ”， 并 
且 在 其 内 的 某 一 第 二 纲 笛 集 2 上 均 有 

p(x) =0, Vx€0, 
则 p(x) 必 为 互 上 的 ( 强 有 和 昼 ) 连 续 记 函 ， 

注 13， 推理 2 就 是 著名 的 Tempdatax 引 理 的 推广 形式 、 在 
Tenpqaitn 引 理 中 ， 空 间 要 求 是 完备 的 泛 函 p(x) 要 求 是 取 有 限 值 
的 , 且 在 全 空间 下 半 连 续 . 

下 面 ,给 出 关于 一 算 子 列 的 收 和 敛 极限 的 命题 ,同样 , 由 定理 1， 
2 直接 可 以 得 出 下 面 两 个 推论 : 

推理 3， 设 E 为 一 第 二 纲 的 赋 范 线性 空间 , {A。} 为 互 上 的 一 
按 范 -所 次 加 算 子 列 , 并 设 在 中 极限 

lim A(x) = A(x), VrEE 


均 存 在 .那么 ,只 要 在 三 的 某 一 列 “ 同 心 球 {5S(xo, 6。)} 上 对 应 地 有 
外 A， (x) | < pb, VrE S(xo, 6s) (n=— 1,2,...) 
《其 中 ,8 为 某 一 常数 ), 则 A 也 必 为 的 任意 闭 球 上 数值 有 界 的 按 
学 《- 拟 次 加 算 子 . 
推理 4 设 {A,} 的 假设 同 推理 3 在 E 中 极限 lim A， ,(#) = 


A(x) (Vx € EE) 均 存在 。 那么 ,只 要 在 E 的 某 一 列 “ 同 心 球 ,{S(xo， 
6,)} 内 对 应 地 有 : 泛 函 A,(《x) | 在 对 应 的 球 SC(x。o, 5,) 内 是 下 半 
连续 ”的 ， 则 A 也 必 为 在 E 的 任意 闭 球 上 数值 有 界 的 按 范 +- 拟 次 
加 算 子 . 

作为 上 面 两 个 推理 的 特殊 情况 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 一 个 常见 
的 推论 : 

推理 5 没 {T,} 为 第 二 纲 赋 范 线性 空间 互 上 定义 的 一 列 有 
界线 性 算 子 。 那么 ， 只 要 极限 lim T(x) = T(x), (Vx€E E) 在 E 


中 均 存 在 , 则 工 也 必 为 E 上 的 有 只 线 性 算 子 . 
注 14. 必须 注意 ， 推 理 5 的 结论 对 于 第 一 岗 的 赋 范 线性 空 
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间 未 必 成 立 . 

反例 .。 设 在 原来 的 空间 (2 中 以 空间 (<) 的 形式 来 定义 范 
数 ， 并 设 此 《作为 (<) 的 子 空 间 ) 换 了 范 数 后 的 赋 范 线性 空间 为 
( 太 )。 那么 ,如 果 定 义 一 列 从 ( 芒 ) 到 (1 内 的 算 子 {T,}， 

T(x) — (81 5977, E1907 7 7) € Cs Vr = {2} € (CA), 
{Ts} 必 为 (有) 上 一 列 有 界线 性 算 子 , 在 (四 中 T(x) 一 im Ta) 
(Yx €( 度 )) 均 存在 ,但 了 却 不 是 有 界 的 . 

验 . 我 们 分 别 验证 结论 . 
1) {T,} 为 (点 ) 上 的 一 列 有 界线 性 算 子 ， 事 实 上 ,由 于 


i = < . < 一 . 
IT,Cx) ) 入 [82 | 4 , max |é4| ~ SUP。 | 二 | 


= no rl Vr = {EE C4) (n= 1,2,..:), 
因此 ,立即 可 知 IT 夺 # (rn 一 1,2,-……)。 至 于 {T,} 均 分 配 算 子 
则 是 明显 的 ， : 
2) 显然 , 在 (1) 中 , T(x) 一 lim Ta(x) 存在 . 


3) 工 不 是 有 界 的 ， 反 之 ,如 果 工 是 有 界 的 ,不 妨 令 其 一 界 为 
Bo， 那么 , 则 有 


之， 上 = TCO) < Bollxl| = 6, - sup [二 | ， 


Vr = {Er}€ (4)» ” 
然而 ,特别 当 取 (1¥) 中 一 列 元 {xs} 为 Xn (1, 1,-..:,1,0,0,.。 *) 
时 , 则 可 得 到 >” 志 p(n 一 1, 2，…') ,矛盾 ， 验 毕 . 

注 15。 反 过 来 ， 我 们 也 可 在 上 例 中 利用 推理 5 说 明 ， 当 (7) 
空间 的 范 数 换 为 空间 (<) 的 范 数 时 ,其 在 新 范 数 定义 下 构成 了 一 个 
第 一 岗 的 赋 范 线性 空间 (让 ) (关于 第 一 纲 赋 范 线性 空间 的 详细 讨 
论 见 $4.4). 

本 节 最 后 ,再 给 出 一 个 关于 有 界线 性 算 子 列 “ 逐 点 收敛 ”( 强 收 
伍 ) 的 充 要 条 件 的 命题 . 

推理 6。 当 互 为 第 二 纲 赋 范 线性 空间 时 ， 为 了 在 其 上 定义 而 
在 一 Banach 空间 E, 上 取 值 的 有 界线 性 算 子 列 {T,} 是 强 收敛 的 . 
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必须 且 只 须 其 满足 下 列 条 件 : 
G)》 几 人 ,人 是 有 界 数列 ; 
(i) 对 于 五 中 某 一 集 D:[D] 一 E( 即 D 的 线性 组 合 称 于 E)， 
{T,(x)} 《Vx € DD) 均 收敛 . 
证 .“->” 由 共鸣 定理 直接 可 得 . 
“<” VYx€ ,如 果 x€E1ID], 那么 ,由 算 子 列 {T,} 的 分 
配 性 ,根据 假设 条 件 Gii) 得 出 结论 ; 而 当 x*e E\[D] 时 , Ve >>0 由 


设 [D] 一 E, 因而 ，3y€ [D]， 使 得 |y 一 xl 生计 (其 中 bp 一 


sup |, 由 假设 条 件 知 其 为 有 限 正 数 ), 这 样 , 便 有 


[TCy) — Tn C9) + TCy) — Tn Cr) 
(Tl TT Dy Co Ty) CC Ty 


一 = 十 TCy) 一 Tm Cy)|| (n, m= ]， 2， -. ). 
注意 到 前 段 结论 可 知 ,对 上 述 正 数 es, 3V (自然数) 使 得 当 n,m 过 
N 时 ,有 
1T, (7 一 TCD 一 本 
代 信 上 式 , 可 导出 lim IT, Cx) 一 Tn Cx)|| 一 0， 即 {1T。(x) 为 E, 中 


一 Cauchy 列 , 最 后 , 当 注 意 到 E, 的 完备 性 时 , 可 导出 tT,(%)} 是 收 
敛 的 . 证 毕 . 

注 16， 在 推理 6 中 ,根据 {IT,l|} 是 有 界 的 条 件 还 可 得 知 ,此 
时 由 关系 式 T(x) 一 lim T。(x)Yx € E， 所 确定 的 极限 算 子 T 也 
必 为 互 上 的 有 界线 性 算 子 ,并且 由 

TC) = lim IMT, G0) < Bim NT,llllzll, vx € E, 


还 可 导出 | 
Td < am Tll, 
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因而 可 知 “ 有 界线 性 算 子 所 组 成 的 空间 BC(E 一 已 ) 《参看 $2.2) 
当 五 是 第 二 岗 , 而 E, 是 完备 的 时 候 ， 其 对 于 “ 强 收 僵 ”( 逐 点 收 
化 ”) 也 是 “封闭 "的 。 即 此 时 其 内 的 强 收 伍 算 子 列 的 极限 亦 为 有 界 
线性 算 子 . 


习 题 
. 试 证明 本 节 定 理 1 后 面 的 推理 , 
. 试 证 明 本 节 注 5. 
- 试 证 明 本 节 注 6. 


- 试 证 明 本 节 ( 三 ?中 的 推理 ?。 
试 证 明 本 节 ( 三 ) 中 的 推理 3， 

6. 试 证 明 ; 〈 异 点 凝聚 原理 ) 如 果 工 ,.,(m,n = 1, 2，、… ) 均 为 在 第 二 
岗 赋 范 线性 空间 E 上 定义 的 有 界 可 加 算 子 ,并 且 


lim JT»,sll = oo (m= 1,2,.…:), 
那么 , 必 在 E 中 存在 一 第 二 纲 集 86, 其 使 E\0 是 第 一 纲 集 , 并 且 均 有 
lun jz) 一 co， YE€EO (m= 1,2,..")., 


并 解释 此 原理 名 称 的 含义 . 

《注意 : 关于 有 界线 性 算 子 族 的 更 一 般 的 “ 异 点 凝聚 原理 ”可 以 表述 如 下 : 
定理 . 设 T,(x, r) 是 定义 在 Banach 空间 上 的 一 族 有 界线 性 算 子 , 它 依 

赖 于 连续 参数 re [0, !]， 并 设 对 于 任意 元 >e E, T,(*, r) 是 连续 地 依赖 于 

z 的 ,并 设 对 于 每 个 re [0, 1], 存在 一 点 rr 使 


im T(xe;7)) = oo。 


a 


An 


那么 , 必 存 在 元 x, 使 
lim T(x*,7)) = co 


对 的 一 个 预定 的 不 可 数 集成 立 ( 参 看 文献 [113])。 

7. 举 一 反 例 说 明 本 节 最 后 的 推理 6, 当空 间 E, 不 是 Banach 空间 时 , 结 
论 未 必 成 立 . 

8. 将 本 节 最 后 的 推理 6 中 的 算 子 列 {T,}: (i) 换 为 泛 函 列 { 记 }c Pr， 
(i) 横 为 元 列 {x。} cc 王后 ,叙述 相应 的 命题 . 

9， 试 证 明 : 当 五 为 一 赋 范 线性 空间 时 ， 瑟 内 任意 弱 列 紧 集 必 是 有 界 
集 ， 从 和 而 可 知 ,对 一 个 自 反 空 间 而 言 , 集 的 有 界 性 与 弱 列 紧 性 是 等 价 的 ， 


。 263。 


$ 4.3. 共鸣 定理 的 一 些 应 用 


这 一 节 , 我 们 列举 几 个 关于 共鸣 定理 应 用 的 例子 . 

例 1 (Fourier 级 数 的 发 散 问题 )。 存在 “无穷 多 "个 以 2z 为 周 
期 的 实 值 连续 嚼 数 , 使 其 在 任意 给 定 的 点 上 其 Fourier 级 数 是 发 散 
验 。 设 以 2 为 周期 的 实 值 连续 函数 的 全 体 构 成 的 实 Banach 
空间 , 记 为 C 2x (其 中 ， 汇 数 正 3| 一 suP | xz) » VXE C2 ). 于 是 ， 
Vx 一 x(z) € Co， 当 我 们 将 其 Fourier 级 数 的 前 7 十 1 项 的 和 表示 
为 


fa(xst) 一 Daneo: kz + Br sinkt) 一 2 kalss x(s)ds, 
其 中 
sin I( 十 ) (5 一 | 
we 


时 ， 易 知 ， 对 于 任意 固定 的 io 及 2 上面 的 f(x, f0) 力 是 空间 Ca 
上 的 一 线性 泛 函 .为 讨论 简单 起 见 ,我 们 不 妨 设 如 一 0, 则 有 


jz; 9) 一 二 | kbs Ox)ds, vz 一 xDe Co 


人 一 


与 $ 2.2〈 二 ) 段 的 例 2 类似, 我 们 可 知 
ol 一 二 | hess 0 las, 
再 由 


i) {ksls, 0) |as 
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. 上 > ) 
sin nn js 
< ds 


sin 1 3 
2 - 


sn [Cr + D7| 


s 
之 


。 3 
Sn -一 
2 


ds 


Lin 


sin 经 


2 | a zf 一 > CO (n -> oo] 


(上 面 ， 机 们 利用 了 数学 分 析 中 邹 知 的 1sins| 入 |s| 以 及 广义 积分 
| | 由 | a 是 发 散 的 )， 则 可 导出 泛 函 列 {}c C 关 ，、 有 关系 式 
up Nall = lm jj ~ oo. 


因此 注意 到 Cs 为 Banach 空间 ,由 上 面 共 鸣 定 理 的 逆 否 命题 可 知 ， 
此 时 C;. 内 必 有 一 个 第 二 纲 集 0, 使 得 C2.\0 为 第 一 纲 集 , 且 对 低 
意 的 元 x € 0CCx, 均 有 
sup lf.(x,0)| 一 oo， 
此 即 说 明 对 于 空间 C:. 中 第 二 纲 集 2 内 的 任 一 元 (连续 函数 )x(z)， 
其 Fourier 级 数 在 上 一 0 点 均 是 发 散 的 。 验 毕 
注 1。 这 个 结果 不 但 定性 ”地 回答 了 著名 的 关于 Fourier 级 
数 的 发 散 问题 ,而 且 也 “定量 ”地 得 出 : 这 种 在 任 给 定点 发 散 的 连 
续 函 数 其 实 比 收敛 的 连续 函数 “多 的 多 ”( 即 前 者 是 第 二 纲 集 而 后 
者 是 第 一 纲 集 ), : 
例 2〔( 无 窃 级 数 求 和 法 ).、 在 这 个 例子 里 , 我们 给 出 一 个 在 
数学 分 析 中 作为 Stolz 定理 的 直接 推广 的 定理 .为 此 ,我们 先 给 出 
下 面 的 定义 : 


sin u 
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定义 1 设 有 一 无 穷 矩 阵 4 一 《wi;)， 我 们 称 数 州 x 二 {8&;} 
e (4:) 为 4- 有 和 的 是 指 
Ai(x) 一 Dat 《7 = 1， 2 …) 
存在 (有 穷 ) ,以 及 


1 三 1 
A(x) = lim A,(x) 


也 存在 (有 穷 )， 这 时 ,我们 还 称 4(x) 为 数列 x 一 {5,} 的 4- 极 限 . 
定义 2， 一 个 无 穷 和 矩阵 4 称 为 是 保存 的 ,是 指 对 于 任意 收敛 
”数列 {51}€ (ce), {$51} 必 是 4- 有 和 的 . 并 且 {$5,} 的 4- 极限 等 于 


{&,} 的 (平常 ) 极 限 . 
例如 ，。 和 矩阵 
1 
1 1 
2 2 0 
1 1 1 
3 3 3 
4 一 
1 111... 1 


| 


就 是 “保存 ”的 ,因为 对 于 任意 的 元 T= {E,} € (ec), 如 时 him £, = 
5o， 则 由 
Ai(x) 一 > gt tT 


7=1 i 


及 熟知 的 数学 分 析 知 识 可 知 , 必 亦 有 

400 ~ lim Ai(#) 一 各 于 二 全 
又 如 单位 无 穷 矩阵 工 也 是 保存 的 . 
关于 “保存 矩阵 ”我们 有 一 个 极 有 用 的 判别 定理 . 
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定理 (Steinhaus-Toeplitz)， 为 了 无 穷 电 阵 4 = 一 (ci) 是 
保存 的 ,必须 且 只 须 其 满足 


(i) 之 ， [oj 志 (<00)Gi 一 1， 2,.… 儿 各 行 之 “绝对 和 ”一 


致 有 界 ) 
Gi) lim Qj 一 0(j 一 1 2，…)( 各 列 趋 于 073 


Gii) im 之 ,ai 一 工 (各 行 之 和 趋 于 1). 
证 . 1)" 一 >” 首先 , yz 一 {5}e (ec), Vn《( 自 然 数 ); 当 设 
Ain(X) = 2 id 


7 一 1 


时 ,此 时 易 见 {4in|n 一 1， 2，-…}C(c)*; 且 由 于 4 是 保存 的 , 故 
Ail#) = lim Am (x) ~— Dab, 


均 是 存在 的 .从 而 由 上 节 推 理 5 可 知 ,对 于 任意 的 自然 数 i 亦 应 有 
Ai&€(c)*; 同样 地 ， 又 由 4 的 保存 性 ， 我 们 还 知 对 任意 的 元 zx 
《c)， 极 限 
A(x) 一 lim Ai(x) 

也 均 存 在 ， 从 而 同 理 可 得 到 4 € (c)*; 且 由 上 节 推 理 6 的 必要 性 
还 可 导出 ,存在 一 正常 数 8, 使 得 一 致 有 

Il4i|<8 G 一 1 2，…). 
最 后 ,因为 (c)* 一 (11), 由 上 面 泛 水 4; 的 取 法 ,得 出 


| 到 中 | 一 之 ， [as | <p (z = 1,2, ). 
从 而 也 得 到 了 定理 所 求 之 条 件 (1)， 
其 次 ,与 $ 2.3 命题 2 的 证 明 所 设 的 一 样 , 当 令 元 cj = (0, 0， 
-0,1,0,，0，-.] 
(Ff) 
时 ,可 得 到 
| Li 人 cp) ™ 人 ii/ (n 之 1)， 
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并 且 由 于 {ei;}C《c), 故 当 设 元 。 一 {58:7} 时 有 


lim $7 一 0 (=1,2,...)., 
从 而 由 4 的 保存 性 ,可 得 出 Alej) = 一 0( — 11,2,: …). 即 有 
0 = A(e;) 一 lim Ai(e;) 一 lim lim A (e,) 
一 lm oj - (= 1,2,...). 


此 即 得 出 了 定理 所 求 之 条 件 (ii). 
最 后 ,与 $ 2.3 命题 2 的 证 明 所 设 的 一 样 ， 当 令 元 oo 一 (1 
1,-…) 时 ,由 于 eo€ (c). 有 lm 一 1《 其 中 , 设 co 一 {62°}), 


从 而 由 《的 保存 性 应 有 4(eo) 一 1, 即 
1 = 4(eco) 一 lim Ai(ei) 一 lim 2) Cif 。 


从 而 得 出 了 定理 所 求 之 条 件 (ii). 
2)“< 一 ” 首先 ,由 定理 的 假设 条 件 ( 让 我 们 可 知 (注意 § 2.3 
命题 2), Vi 《自然数 ), 均 有 
{a1 一 上， 2 ， “».}€ (1), 
因而 有 AjE (ce)*; 且 还 有 | 及 呈 | < Bi = 1,2,， “ ). 
其 次 ,由 定理 的 假设 条 件 Gi), Gi) 得 知 , 对 于 上 所 设 元 c(i 一 
1, 2， “" - )， c0， 我 们 有 
im A(e) = 0 G = 1,2,.); 
lim Aie) 一 1， 
因此 ,再 由 ej = {四 } ,es 一 {如} 的 定义 ,可 导出 
lim Ai(e;) = I1(e;), lm Ai(eo) 一 1(eo)., 
《其 中 ， { 代表 “单位 矩阵 ”, Vx 一 人 € (c)， 有 7T(x) 一 lim &;.) 
最 后 ,由 $ 2.3 命题 2 的 证 明 可 知 , Vx 二 {56} € (c), 均 有 分 解 
式 x = 5&0es 十 之 ， (5 一 上 )ei( 即 {es, ei} 为 空间 Cc) 的 一 组 基 


底 )， 因而 ,由 元 c0， el CE223”” ”en ， “所 张 成 的 线性 子 空 间 忆 是 
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空间 (c) 内 一 稠 集 。 于 是 , 当 注 意 到 上 和 节 推 理 6 的 充分 性 时 ， 根 据 
上 面 两 段 的 结果 则 可 导出 Vx 二 {5;}€ (ce), 均 有 
lim Ai(*) = 1(%), 

也 好 导 出 A4(x) = 1(x) 一 lim s$:。 此 即 证 得 4 是 保存 的 .证 毕 . 

例 3《 机 械 求 积 公式 的 收敛 性 ). 设 zz) 宇 0, xCz) € C[0,1]， 
又 设 机 械 求 积 ”公式 
| p(t)x(t) dO 5 Ax(zt®) 〔《0 < ZH 1) 
对 于 次 数 委 半 的 一 切 多 项 式 是 准确 的 ( 即 等 号 成 立 ) ,那么 ,为 了 上 
面 近似 过 程 收 维 ( 旭 VxGD)e CL0, 1]， 

lim > AWWxr (1 ) = | pC a (1) 

成 立 )， 必 须 且 只 须 存 在 一 个 与 4 无 关 的 常数 8, 使 得 


六 


2,.14®| <p (n=1,2,...). 


天 二 人 


验 。 事实 上 ,这 里 所 需要 的 结果 可 以 直接 由 上 市 推理 6 直接 
得 到 . 因为 , 当 我 们 念 泛 函 


f(x) 一 | px de, 


falx) = > 4@xz( 妇 ); Vr) ECIO0,1] Ce 一 1, 2 …) 
二 0 | 


时 , 易 见 {f,}CC*, 上 且 有 fs 一 >>) 14 Gz =1,2,…). 
让 = 和 
并 且 ,由 于 假设 对 任何 次 数 科 z< 委 ?的 多 项 式 x3(z) 均 有 
| plz) rt) dz 一 3 A rz ). 
0 k=0 


所 以 .我 们 推 得 ,对 于 每 个 多 项 式 xs(?), 均 有 上 面 关 系 式 41) 成 立 ， 


由 
f(xg) > f(xa) (2 一 oo). 


最 后 ， 注 意 到 所 有 多 项 式 的 全 体 所 成 的 线性 于 空间 是 稠 于 空 
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间 CL10, 1] 的 ,因而 知道 上 述 结论 就 是 上 市 推理 6 的 结 采 . 验 毕 . 
注 2. 上 面 的 结果 的 充分 性 首先 由 B， A. Creginos 证 得 ， 而 

必要 性 最 先 由 G. P6lya 证 得 《详细 结果 可 参看 文献 [112] 的 第 六 
章 ). : 
例 4 (Lagrange 播 值 公式 的 发 散 性 Faber 定理 )， 假 设 在 区 间 
10, 1] 内 插入 点 (2) (1 三 衣 和 n,n 一 1, 2,-…*)， 其 构成 无 穷 
维 三 角 爆 阵 了 ， 

2 

£7 12 ( 


/3) 103) 83) 


8 ) £7) 8 1) es £7) 


那么 ， 必 存在 一 连续 函数 x(z)€ CL0, 1], 使 其 与 插入 点 (1w) 相 
应 的 Lagrange (n 次 ) 插 值 多 项 式 
LL,(x) ] (ce) 一 > rN ) eA Cz) (n= 1,2,...), 


其 中 
Ln) 一 一 Ca 人 zt) 
0 
wat) 一 《一 如) 一 1 好 一) 
当 n 一 co 时 ， 不 一 致 收 剑 于 x(z). 
验 。 事实 上 ,我 们 考察 在 空间 C[0, 1] 上 定义 的 上 述 一 列 算 
村 工 。， 
[Le) (Co = >) ra), 
k=1 
Vx = xr(z)€ C[0,1] (x= 1,2,...)., 
那么 , L。 显然 均 是 分 配 的 ,而 且 容 易 证 明 


L, | 一 5) 一 。。。、 
|L,il ax ， 之， Lo (iD| (2 一 1，2，-…)。 


a 270 。 


因而 ,{L,} 为 C10, 中 上 的 一 列 有 界线 性 泛 函 ;此 外 ， 还 可 以 证 明 
《参看 [1121)， 
ax SD > Mn 12, 0); 


o<y<a P| 8 x 
于 是 ,有 


IL,ll ~—> 00 (n 一 co). 

因而 ,由 上 市 推理 6 的 逆 否 命题 可 知 ,不 可 能 对 任何 元 x &€ C[0,1]， 
区 有 Lo 一 xz (n 0) 成 立 ， a x(#) € 
CL0, 1]， 使 得 其 Lagrange 内 插 多 项 式 [L(x)](z) 当 n>o0 时 
是 不 一 致 收敛 于 它 的 。 验 毕 ， 

注 3. 关于 共鸣 定理 在 偏 微 分 方程 解 对 边 值 条 件 的 连续 依 
赖 性 证 明 中 的 应 用 、 无 穷 联 立 一 次 方程 求解 中 的 应 用 等 等 可 以 参 
看 其 它 的 书 ", 这 里 我 们 就 不 详细 介绍 了 . 


二 题 


1 ， 试 说 明 数 学 分 析 中 关于 极限 的 Stolz 定理 乃 是 本 节 关 于 保存 矩阵 定 
理 的 特例 ， 


2 设 序列 fc 满足 条 件 Z) os 一 15 wo>0 (一 1 2 
目 w 一 {Er}e (m); 序 列 集 
WE 
坛 证 明 : x 一 {6} 的 任意 极限 点 必 为 集 M, 中 某 一 数列 的 极限 . 
3 ， 设 数列 {eh} 对 于 任意 元 + 一 {6%} (<) 均 使 级 数 > on 收敛 ， 斌 


证 明 ， 此 时 必 有 之 la <oo。 


4， 设 积分 | 5(z)z(z)4 对 于 一 切 元 一 x(:) EL[0，, 1] 均 存在 , 试 证 
明 : 2(z) € £10, 1]. z 
5. 设 {z} 是 赋 范 线性 空间 下 中 的 任 一 给 定 元 列 , 试 证 明 : 如 果 有 


2 ls)| < VieE* 


直 二 1 
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成 立 , 则 必 存 在 一 正常 数 8, 使 得 
Dr) EB, vieE*. 


6. 设 E 为 任 一 第 二 纲 的 赋 范 线性 空间 ，{ 册 为 E 上 的 任 一 给 定 有 界线 
性 泛 消 列 , 试 证 明 : 如 果 有 
2) |h(x)| <o0, YreE 
成 立 , 则 必 有 


DF) |F(A)1 <oo， VFEE**, 
让 三 1 


7- 设 T 为 赋 江 线性 空间 5E 到 ,内 的 分 配 算 子 , 并 设 本 内 有 某 一 闭 线 
性 子 空间 GY, 其 为 5 的 “确定 集 ”( 即 有 关系 式 jy 上 | = ,sup | g(y)|, VyE€ 


8 EG* 


E,), 且 有 GYC CT*).。 试 证 明 : 此 时 T 必 为 一 连续 线性 算 于 . 
$4.4. 第 一 纲 的 赋 范 线性 空间 


本 市 ,作为 共鸣 定理 的 男 一 应 用 ,我 们 要 介绍 一 些 我 们 熟知 的 
Banach 空间 在 改变 落 数 的 定义 之 后 变 成 为 一 个 第 一 纲 的 赋 范 线性 
空间 的 例子 ” .这 再 一 次 说 明 ( 作 为 $1.2 的 补充 ), 对 于 同一 个 线 

空间 而 言 , 当 范 数 定义 的 形式 不 同时 其 不 但 能 在 “ 质 上 使 空间 
的 完备 性 质 起 相反 的 变化 ， 而 且 在 “ 量 * 上 也 能 使 空间 起 极 大 的 
变化 (由 第 二 岗 变 为 第 一 纲 ,或 者 相反 ). 并 且 在 这 一 节 中 ,同样 
作为 以 前 的 补充 ,我们 可 以 由 定性 ”地 了 解 空间 之 间 ( 在 线性 同 构 
下 ) 的 包含 关系 (例如 : (c)C(m), 当 0 过 a 三 8 时 , (1*)C(1) 
等 等 )， 到 进一步 转 为 "定量 地 了 解 这 些 空间 .对 被 包含 的 空间 其 
在 包含 它 的 空间 内 所 占 的 “数量 原来 是 "很 少 很 少 的 ;精确 地 说 ， 
它 只 是 包含 它 的 空间 内 的 第 一 纲 " 集 . 

下 面 , 我 们 分 别 按照 数列 空间 与 函数 空间 给 出 推论 . 

推理 1 假设 4a;} 是 分 别 以 正 数 M ,wm 为 其 绝对 值 之 上 、 下 办 
的 已 知 复数 列 ， 那 么 ,对 于 任意 的 非 员 有 界 实 数列 《12 7) 满足 
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六 | 2 一 00 

的 所 有 复数 列 {&} 的 全 体 所 组 成 的 集 P, 必 满 足 

(GD 当 tim 一 o>>0 时 , 集 P 包 含 着 一 切 空间 (1) (0 < a 
<ao) 内 的 所 有 元 ,特别 ， 当 罗 之 om li 之 io) 时 , 集 P 亦 包含 着 空 
间 (1") 的 所 有 元 ; 

(Gi) 当 im % ~ Bo > 0 时 ， 对 于 任意 的 空间 (9) (8 > po)， 
集 了 在 其 内 按 该 空间 的 范 数 〈 准 范 数 ) 构成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 
空间 ; 

特别 , 当 4 < po (i 之 io) 时 ， 集 P 在 空间 (1%) 内 亦 有 上 述 性 
质 . 

证 。 首先 ,由 空间 (8) 元 的 定义 : 当 *x 一 {}E (8) 时 ， 必 有 

l= (Ds < (Be 1N), 
或 者 
xl. = 15 < 0 (a <1H). 

因而 ,我 们 不 难 立即 导出 上 面 的 结论 (i). 

下 面 ， 证 明 本 命题 的 结论 (ii). 事实 上 由 以 上 讨论 可 知 ， 集 
P 的 元 均 是 被 包含 在 任意 的 空间 (1#) (8 > po) 内 的 , 因此， 如 果 
对 某 一 非 负 有 界 数列 {2?}, 其 满足 

之 [eS | 一 00 
的 复数 列 {5} 之 全 体 所 成 的 集 P,, 在 某 一 个 空间 (1%)(p, > 一 
im ?8?) 内 构成 了 其 内 的 一 个 第 二 纲 集 , 那么 ， 在 此 空间 (4+) 上 定 
义 一 列 泛 函 
zs(x) 一 2 ein | » VX 一 (ni} 6 (12 ) (nn 一 上 ，2， -…)， 
并 设 No 为 非 负数 列 {28 } 的 一 个 上 界 ,我们 就 得 到 Yz 一 {%}€ 
“273。 


Ge0，y 一 {5} 《 Ce0， 均 有 
px + DD) lan te) |< DD lal) D 
由 $4.1 中 关于 *- 拟 次 加 泛 函 的 例子 ,可 直接 推出 


4 oO 9 9 
paAx+y ED a2 (人 + 181 7) 
一 


<2% (> LANA > ls ) 


一 2 {p(x) 十 pa(y)]. 
此 即 psCx) (4 一 1， 2，-…) 万 是 空间 (180 上 的 一 个 “2No- 氢 次 加 ” 
非 负 泛 函 列 . 
此 外 ,由 空间 (0) 的 元 列 收敛 列 洱 着 其 元 列 的 "坐标 收银 ， 
易 知 , 上 述 每 一 个 泛 孙 p(x) (2 一 1， 2,……) 均 是 空间 (19) 上 的 
连续 泛 了 六 ,并且 对 于 任意 的 x， 显然 有 ps( 一 *) 二 ps,(%),xE€ 
(91)， 这 样 ,根据 空间 C5) 在 上 面 的 范 数 定义 下 ( 当 8Bi 并 时 ) 旋 
是 一 个 Banach 空间 ;或 者 在 一 个 具有 “PB, 级 绝对 齐 性 的 准 范 数 定 
义 下 ( 当 PB 过 1 时 ), 力 是 一 个 Fréchet 空间 ,利用 $ 4.2 中 定理 2 的 
推理 (注意 到 $4.2 注 5 ) 就 可 推出 ， 对 于 空间 C5) 内 的 任意 闭 圆心 
球 5(0, +) 均 有 
sup p(x) = sup ， 


Hxller 
但 另 一 方面 ， 由 于 数 p, > fim 2 的 取 法 , 故 知 必 存 在 着 一 正 
数 8, 和 对 应 的 正 整数 6, 使 得 当 i > 加 时 ， 有 12 一 及 一 记 . 于 
是 ,我 们 特别 取 一 元 加 一 {7?} 一 {G) 雇 }, 由 于 多 > 1, 故 知 元 


sup pn(%) = oo。 
[xll<er 


re (1)， 然 而 ,由 于 i 之 ios 有 一 1, 故 推 得 


An rp 19 [= 
pla) = De mln (2 + D>) 一 ) -oo. 
i 二 1 


i 二 1 i=iot1 


此 显然 与 上 面 所 得 的 结果 是 矛盾 的 .由 此 , 邑 证 得 集 2 在 任意 空间 
(23) (8 二 B) 内 均 构 成 其 一 个 第 一 岗 的 线性 子 空间 (“线性 "已 在 上 
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面 证 明 过 程 中 明显 可 见 ). 特 别 地 , 当 % 和 < 8 (i 兰 细 ) 时 ,上 面 结论 
(ii) 的 相应 结果 可 以 用 类 似 的 方法 直接 推出 .证 毕 ， 

从 上 面 的 命题 我 们 可 以 立即 得 到 下 面 的 推论 . 

推理 工 . 对 于 任意 两 个 空间 (8), (1), 如 果 0 二 a 一 6, 那 
么 ， 空 间 (2) 的 元 的 全 体 在 空间 (4) 内 组 成 一 个 第 一 岗 的 线性 于 
空间 ; 从而, 它 在 空间 (5) 的 ( 准 ) 范 数 下 构成 一 个 第 一 岗 的 赋 ( 准 ) 
范 线性 空间 . 

注 1 值得 注意 的 是 ,为 了 得 到 上 面 命题 的 后 半 段 结论 ,我 们 
应 看 到 (2x) 的 元 在 空间 (2#) 的 范 数 ( 准 范 数 ) 下 是 稠 于 (9 的 . 
而 ,由 $4.2 节 注 3 便 可 得 出 该 结论 . 

推理 2.。 任意 空间 (2) (a > 0) 的 元 的 全 体 在 空间 (co) 内 组 
成 一 个 第 一 纲 线性 子 空间 ， 从 而 , 它 在 空间 (co) 的 范 数 下 构成 一 个 
第 一 纲 的 赋 范 线性 空间 . 

证 。 在 这 里 , 我 们 只 要 在 空间 (co 上 定义 一 列 “2“~- 拟 次 加 
非 负 泛 际 列 


Ei 


palx) = DEN Vr =m {8}€ (00) (n=1,2,...), 


i 二 1 


同时 注意 到 $4.2 中 的 共鸣 定理 , 就 不 难 利用 归 谨 法 导出 本 命题 的 
前 半 部 分 结论 .同样 地 ,注意 到 (1*) 的 元 之 全 体 在 空间 (co) 的 范 数 
下 是 稠 于 (co) 的 , 便 得 出 后 半 部 分 结论 .证 毕 . 

推理 3.。 空间 (co) 的 元 的 全 体 在 空间 (c)“ 内 ”组 成 一 个 第 一 
纲 的 线性 子 空间 . 

证 。 在 这 里 ,我 们 只 要 注意 到 空间 (c) 上 定义 的 泛 函 列 

pax) = nlimé, vz 一 {]je() (一 1 2 0)， 


就 不 难 用 归 刻 法 证 出 本 命题 结论 .证 毕 . 

推理 4.。 空间 (c) 的 元 之 全 体 在 空间 (m)“ 内 ”组 成 一 个 第 一 
纲 的 线性 子 空间 . : 

证 。 在 这 里 , 我 们 只 要 注意 到 空间 (m) 上 定义 的 一 个 泛 函 列 
pax) — nlim &;— lm$), Vx— {&)€ Cm) (x ~— 1,2,..), 


| 
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便 不 难 证 明 此 结论 。 证 毕 . 

下 面 ,我 们 讨论 函数 空间 ， 同 样 地 ,我 们 也 将 给 出 一 些 熟 悉 的 
空间 在 他 们 彼此 “包含 "时 关于 “ 纲 ” 的 性 质 . 

推理 5. 对 于 任意 两 个 空间 L510, 1], L*[0, 1]， 如 果 0 一 
ov 二 8, 那么， 空间 Lf[0, 1] 的 元 之 全 体 在 空间 L"[0, 1] 内 组 成 
一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ; 从 而 。 它 在 空间 L*[0, 11 的 ( 准 ) 欧 数 
下 构成 一 个 第 一 纲 的 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 . 

证 。 首先 ,我 们 强调 一 下 ,虽然 当 正 数 a 二 1 时 ,lxlj。 已 经 不 
是 “ 范 数 ” 了 ， 然 而 ， 由 于 此 时 空间 L*[0, 1] 在 “ 准 范 数 ”|xl。 一 


| 1zCD lae 下 构成 一 个 Fréchet 空间 (也 是 “第 二 纲 ” 的 )， 并 且 此 


“ 准 范 数 ” 是 “a 级 绝对 齐 性 ”的 ,因此 ,由 $4.2 注 1 可 知 ,那里 的 共 
鸣 定 理 的 命题 均 是 成 立 的 . 下面 证 明 本 命题 . 

事实 上 ,与 前 面 “ 数 列 空 间 ”的 情况 类 似 ,只 要 在 空间 5L*[0, 1] 
上 定义 一 列 泛 消 


pe) 一 | lzCOlBds, vx)E LL 1] Cn 1,2,..°) 


《其 中 ,函数 
[x2)|, MixGQ)| 和 时; 
[zs —{ ww |x(D| > 时， 1€ [0, 11), 
并 由 著名 的 H6lder 不 等 式 所 得 到 的 关系 式 


pax)| = | CD [2a 


< (| llsay ( | [x le a) 


二 2p- lx), Vx = x(t)€ Le[0,1] 
( 当 a 之 1 时) 和 熟悉 的 Schwarz 不 等 式 所 得 到 的 关系 式 


pO = lzOlea < (Pa a) (| x00 12ae) 


< vr x EL[0, 1] 
( 当 a < 工时 ), 以 及 控制 收敛 定理 便 可 导出 
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1 1 i 
lim paCx) = lim | |x(z) 1sdrt = | [xi2dz < oo， 
下 -入 nH-»*m 0 和 


Vx = x(t) € Le[0, 1CZe[0,1]. 
于 是 ,如 果 在 L510, 1] 中 的 元 之 全 体 在 空间 L*[0,1] 内 构成 了 一 
个 第 二 纲 集 , 那 么 ,对 于 上 面 的 24 一 拟 次 加 ” 泛 函 列 ， 应 用 $4.2 节 
定理 1 后 之 推理 (并 注意 该 段 注 5 ), 则 可 导出 ' 
sup ,sup [psx)| < 00, Vx = x(t) € L"[0, 11]. 
到 


sup | lx la < oo， Vr=xC) ELIO 1 (GD) 


但 另 一 方面 ,由 0 =a 过 8 的 假设 ,我 们 可 知 ， 上 面 的 关系 式 是 不 
能 在 全 空间 L*[0, 1] 成 立 的 , 例如, 当 取 x 一 ra(O) 一 (十)N， 
虽然 从 (“ 广 义 积 分 ?收敛 ) 四 | 
| GPa<o, 
可 知 me L*[0, 1]. 然而 由 于 有 : 当 令 7 一 ON, 
xol2) | dt = 了 7 一 ， 
| | opal Oe Wael 
此 显然 与 上 面 关 系 式 (1) 矛 盾 。 从 而 推理 之 前 半 部 分 结论 证 得 . 

至 于 本 推理 之 后 半 部 分 结论 ， 我 们 只 要 注意 到 上 面 形式 的 函 
数 [xx € L°[0,11], n= 1,2,.: “} 是 属于 L*[0, 1 的 ， 
而 这 些 元 却 又 是 稠 于 空间 Le[0, 1] 的 ( 按 Lef0o,1] 空 间 的 范 
数 ), 因此，L5[0, 1] 的 元 在 工 *[0, 1] 内 也 是 稠 的 . 同样 由 $4.2 
注 3 我 们 立即 得 L510, 1] 在 L*[0, 11 的 范 数 下 自己 也 构成 一 个 
第 一 纲 的 赋 范 线性 空间 .证 毕 . 

推理 6， 当 pC0) < 十 co 时 ,“ 熬 遍 有 界 ” 复 值 可 测 函 数 空间 
M(9, 雪 ， pz) 的 元 之 全 体 在 任意 空间 Le(92，, 玛 ,jp (a > 0) 内 
组 成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ; 从 而 它 在 空间 L*(0,, 多 ,pn) (a 
>0) 的 ( 准 ) 范 数 下 构成 一 个 第 一 纲 的 赋 ( 准 ) 线 性 空间 . 

证 ， 在 这 里 我 们 只 要 注意 到 在 空间 L"(8, 铬 ,4) 上 定义 的 
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1 


一 泛 溺 族 本 
pi(z) 一 和， EO 
Vx(f) EE LO HB, pp) (41> 0); 
由 于 集 闻 的 关系 式 
{zi {xC2) + yO)1° > 4, ccgl 


和 
驴 


cl > ov yD! > 2 re 0), 


因而 我 们 可 知 
pr 二 y)= 71. pt 9 二 y(2)|* 宇 1,:€ 0} 


<1|a {llr()| > po ge 
pt 5 9 一 2°+t! Pat 1x(o| 


之 5 ， ht [lyGQ)! > -一 一 jr ,1E€ ol| 


一 2°+1 [pz (x) 十 pA (y)], 


re 0) + 


1 
2041 


Vxr,y EL°®* (Q,p, 14) (MH>0. 
也 即 推 得 {p14 汪 > 0} 为 一 非 负 的 “广义 ”2°+!- 氢 次 加 泛 函 族 . 并 
且 , 当 设 集 Ei(x) 一 人 |x(7)1* 守 4,t€ 08} 时 , 还 可 以 得 到 


po)| — 4 p[ EY)] < J POI 


< ,lz [suas) 


| 
jzlewv， 当 <<1 时 ， 
Vx€E LQ, BB, 4) (1>0). 
因而 ， 我 们 也 就 不 难 直接 利用 $4.2 定理 1 后 之 推理 (及 注 5) 用 归 
劾 法 导出 本 命题 的 前 半 部 分 结论 ; 类 似 地 ,由 M(Q, g 铬 ,4) 的 元 
之 全 体 是 在 L*8, 绍 , 1) 中 稠 的 ,因而 也 就 容易 得 到 本 命题 的 后 
半 部 分 结论 ,证 毕 。 


i 


推理 7. 空间 R [0, 1] (Riemann 可 积 函 数 之 全 体 在 范 ||x|l| 
一 ,Sup [x(z) | 下 构成 的 Banach 空间 ) 的 元 之 全 体 在 有 界 函 数 空 间 
MI[0, 1] “内 ”组 成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 . 
证 。 在 这 里 只 要 注意 到 空间 M[0, 1] 上 定义 的 一 列 沁 函 
js(Cx) 一 mn [SrCxC2)) 一 <“zrGxz(Gz))]， 


yx(eMN0,1] (2 一 1 2， 
《其 中 ，Szr(x(z)), sr《x(z)) 分 别 表示 在 [0, 11 上 对 应 于 任意 分 法 
7T”， 函 数 x(z) 的 Riemann 积分 "大 和 ”与 “小 和 ”), 便 不 难 证 明 本 
命题 .证 毕 : 
推理 8&。 空间 C[0, 1] 的 元 的 全 体 在 空间 R[0, 1 “内 组 成 
一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 . 
证 。 这 里 ,只 要 注意 到 空间 R[0, 1] 上 定义 的 一 列 泛 函 . 


pz) 一 7 sup (lim x(t) 一 nm x(r)), 
znef0 了 1 iro 1 >1i0 


Vx(t)€E RI[O0,1] (1x=1,2,...) 
就 可 以 了 . 证 毕 . 
”推理 9， 设 空间 MC,[fo, co) 是 [0, 十 co) 上 的 有 界 殉 遍 连 续 ， 
且 lim x() 一 0 的 函数 的 全 体 在 范 数 lz| 一 sup 1z(5| 下 所 成 
的 Banach 空间 。 那么 ,对 于 其 内 满足 关系 式 


加 


SuP | x(2) de | 一 十 co 
的 函数 x+(z) 之 全 体 MRo[0, 十 oo)， 在 空间 MCof0,， -co) 内 组 
成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ,从 而 , 在 M Cof0, 十 co) 的 范 数 下 它 
构成 一 个 第 一 岗 的 赋 范 线性 空间 . 

证 。 这 里 ， 只 要 注意 到 空间 MC6o[0, 十 co ) 上 定义 的 一 族 水 
了 加 


Pt 一 | rdt, Vx(lt)€ MCo0, 十 co) (o> 0) 


就 不 难 验证 上 命题 的 前 半 部 分 . 
至 于 后 半 部 分 的 证 明 , 只 要 注意 到 半数 族 


* 279 + 


一 {> 当 0 志 1 之 a 肝 ; 
° 0 ， 当 上 > 盖 w 时 ， 
Yr(z)E MCA[0,+o0);a 守 0 
是 稠 于 空间 M Co[0, 十 oo) 的 就 可 以 了 . 证 毕 . 
为 了 讨论 有 关 围 变 函 数 的 集 , 下面 先 给 出 两 个 引 理 : 
引 理 1， 设 {f,(7)1i€ 71} 为 [a, 2 区 间 上 的 一 族 复 值 CR)- 可 
积 通 数 ,并 且 有 


四 up| f(a = oo%, 
那么 ,所 有 使 得 关系 式 
sup | AORGEA < co 

成 立 的 (RR)- 可 积 复 值 水 数 x(z) 的 全 体 ， 在 空间 R[a, 5]“ 内 ”组 
成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ， 

证 。 上 只 要 注意 到 空间 R[a, 2] 上 定义 的 一 族 泛 胃 

po) = || HD «x(a 
利用 $4.2 定理 1 的 推理 归 雇 证明, 旦 注意 到 R[a ,51 至 闻 财 单位 
球 5(0, 1) 上 的 一 特殊 元 族 


vx(zt) € RILa, pb]; 5 EC 7 。 


f.Cz) 
区 ee = TOT le€ | (其 中 , 当 fC2) 一 0 时 , 令 co 一 1 了) 


即 可 。 证 毕 . 

引 理 1。 在 引 理 1 中 ， 如 果 将 后 面 的 “R[a,5] 空间 ” 换 为 
“C[a,b] 空间 ”, 使 关系 式 成 立 的 所 有 “(R)- 可 积 函数 ” 换 为 “连续 
函数 ”, 那 么 , 原 引 理 的 结论 亦 成 立 . 

证 。 这 里 , 比 引 理 1 的 证 明 复杂 一 些 ， 即 在 妇 廖 证 明 中 要 用 
到 函数 论 的 知识 ea， 从 而 相应 地 注意 到 空间 C[a,5] 闭 单位 球 
有 0,1) 上 的 一 族 特殊 元 


?十 至 


Epnlt) = 5| eal)ds, = 1,2,...*,L.€E1l(i€E [a,6]). 


(其 中 
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一 天 


UL 


FA 


j.Cs) 
os Ke ;se [es 51, 1) SON:; 
1， 其 它 情 况 ， 2E ) 
以 及 性 质 oa 一 一 >e,(z)(K- 一 00); xc6E [ap (rE 1) 和 关系 


《 概 》 
式 ， 
kim | fonda 一 | fe a 一 | flD1a Ce 


就 可 以 了 . 证 毕 . 
根据 上 面 的 两 个 引 理 ,我 们 不 难得 到 下 面 的 两 个 推理 ， 
推理 10.。 转变 加 数 空间 VY[0, 1] 的 元 之 全 体 在 空间 RL0,1] 
“内 ”组 成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 . 
证 。 这 里 ,只 要 在 引 理 1 中, 特别 取 CR)- 可 积 函数 族 (fi) 
[ee 71} 为 图 数列 


cos 1 
fn) = !€ 1 到， |， 
0 ， se lo, | (n= 1,2,...) 
并 注意 到 转变 攻 数 的 特性 , 从 而 借助 于 广义 积分 的 Abel 收敛 性 判 


” 别 法 就 易 证 明 本 命题 . 证 毕 . 


类 似 地 ,我 们 也 可 以 由 引 理 1 直接 导出 下 面 的 推理 ; 

推理 10'.。 在 区 间 [0.1] 上 连续 的 圈 变 驮 数 的 全 体 ， 在 空间 
C[0, 1] 内 组 成 一 个 第 一 纲 的 线性 子 空间 ;从 而 , 它 在 空间 C10,1] 
的 汽 数 下 构成 一 个 第 一 纲 的 赋 范 线性 空间 . 

注 2. 由 引 理 1', 特别 当 在 空间 C1 一 x, x] 上 讨论 时 , 并 在 
[一 x, zx] 上 取 一 列 (R)- 可 积 水 数 为 


sin (n+ 3)C5,— 2)| 
2x sin 下 (so CO— 1) | | 


Yi, 40 EC [ 一- xz] (2 二 一 1 ， 2 -) 


fnCt) 一 RnCsos i) = 


+* 261 ， 


那么 , 我 们 便 再 次 导出 了 著名 的 关于 “Fourier 级 数 的 发 散 问 题 的 
结果 . 

注 3， 在 关于 “ 桶 形 空间 的 论著 中 (可 参看 文献 [33],[1041)， 
我 们 知道 有 一 个 重要 的 命题 T:“ 在 [0,11 内 某 一 点 存在 着 右 导 数 
的 连续 函数 的 全 体 是 空间 C10, 1] 内 的 第 一 纲 集 ,在 那里 ， 它 的 
证 明 是 较 麻 烦 的 . 但 在 推理 10 中 却 较 容易 地 得 出 了 比 命 题 工 较 
弱 的 结果 . 

同样 地 , 利用 $4.2 的 结果 ， 我 们 还 可 以 较 容易 地 得 到 比 命题 
了 较 弱 的 另外 一 个 例子 如 下 : 

推理 11.* 设 4 为 [0,1] 内 的 任 一 给 定点 ,那么 ,在 io 点 存在 
着 左 \ 石 导数 的 连续 函数 的 全 体 G， 在 空间 CL[0, 1] 内 组 成 一 个 第 
一 有 岗 的 线性 子 空间 ;从 而 , 它 在 空间 C10, 1] 的 范 数 下 构成 一 个 第 
一 纲 的 赋 范 线性 空间 . 

证 。 对 于 空间 C[0, 1] 中 的 元 , 当 作 适当 扩展 处 理 后 ， 我 们 
就 可 以 应 用 关于 Fourier 级 数 的 Fejér 算 子 的 HakompcgI 下 定理 弛 ) 
这 样 一 来 , 当 在 空间 C[0, 1] 上 做 一 列 泛 国 


(x) 一 Falx, to) 一 xz) ， 
Eu(| sin = ， 0 


n=1,2,...;x€ C[0, 1], 


sin 一 一 
(其 中 , Fu(z, 癌 一 工 | x 十 人 一 一 di.) 由 通常 的 “ 共 


2 sin ?一 - 
2 


鸣 定 理 ” 和 C7TeKnos 定理 我 们 就 可 推出 ; 如 果 上 面 的 集 G 在 空间 
C[0, 1] 内 是 第 二 纲 集 . 那么 , Vx(z)€ C[0,1] ,极限 lim pa(x) 必 
存在 ， 即 空 间 CL10, 1 中 的 任 一 了 冰 数 x(7) 在 点 均 有 左 、 右 导数 
存在 .但 这 显然 是 不 可 能 的 .因而 用 归 廖 法 证 得 本 命题 的 前 半 部 
分 结论 ， 
最 后 ， 由 在 区 间 [0, 1] 上 的 多 项 式 全 体 是 稠 于 空间 C[0, 1] 
+ 282 。 
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的 ,可 知 上 述 集 G 亦 在 C10, 1j 中 乎 , 因 此 立即 得 到 本 命题 的 后 半 
部 分 结论 ， 证 毕 . 

注 4. 由 第 一 纲 集 的 定义 ,进而 可 知 ,在 区 间 [0,1] 内 给 定 的 其 
一 点 列 { 好 } 中 的 某 些 点 上 存在 着 左 、 右 导数 的 连续 项 数 的 全 体 ,是 
空间 CL0,1] 内 的 第 一 纲 集 .特别 地 ,在 [0,1] 内 的 任意 ” 有理 点 ”上 
存在 着 左 \ 右 导数 的 连续 函数 的 全 体 是 空间 C10,1] 内 的 第 一 纲 集 . 

注 5.* 推理 10 和 推理 11 中 所 举 出 的 第 一 纲 赋 范 线性 空间 
都 不 是 “ 桶 形 空间 ”.。 在 推理 10 的 情形 是 人 们 已 知 的 。 至 于 推理 
11 的 情形 ,为 方便 起 见 ,我 们 取 空 间 为 C[ 一 1, 1], 取 ww 一 0 来 讨 
论 就 可 以 了 。. 如 果 在 所 涉及 的 第 一 纲 赋 范 线性 空间 G 中 ， 对 应 于 
转变 函数 列 


<1 一 二 时 ， 


galt) 一 一 上 当 一 -< 一 一 二 时 ， 


0， 其 它 的 tz€ [一 1, 1]; 
作出 空间 G 的 一 列 有 界线 性 泛 限 


pr(x) 一 |- x(t)dga(t)» Vx(t) EG (7 一 1，2，…)， 
那么 , 通过 积分 和 的 特定 取 法 并 作 一 些 归 并 和 运算 , 就 可 得 到 
[pz (x)| 一 I x(t) dgnlz) 

< 


we 
A 

-et-) 

(x(t2) 一 x(0)| + |x(—is) — x(0)|) 


<) 二 人 
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十 


二 


x (二 )-xC0) | 


I #2) 0 -0 (3) +| 
Ce 人 


(其 中 , 二 二 和 性 生 十)， 然 而 ,空间 G 中 的 元 x) 在 1 一 0 点 


是 存在 着 左 、 右 导数 *-C0)、 x4(0) 的 ,因此 ,可 得 到 
[x(#2) — xC0)| gs (二 ) _ x(t) — x(0 


1 


sin 一 - 
27 


i | 2 
1 
272 a 
1 

< 去 x(za) 一 | 一 2 元 
二 PP sin 二 

一 2|x'+(0)| 《2 一 > co ). 

[一生 ) — x(0)|g, 外 一 0) 一 一人 0 


sin 一 
7 


1 
.| zx 一 如 ) 一 z(C0) | 


ae 
in 
He 
一 一 tn , 1 
1 


[一 一 一 
2 


nH 
< 


一 ! 


nn 


一 |x-(0)| (n 一 00)..。 


从 而 ,立即 推 得 
sup [pCx)|<00, Vx€G. 


[psl| = V (gi7)—> 00 (7 一 co)， 


故 知 ， 在 赋 范 线性 至 : 闻 G 中 ,_ 致 有 界 原理 是 不 成 立 的 ， 从 而 ,由 
线性 拓扑 空间 中 著名 的 定理 ,立即 推 知 此 空间 不 是 彬 形 空间 . 


习 题 


. 试验 证 本 节 的 推理 1 

. 试 详细 验证 本 节 的 推理 2 。 

. 试 详细 验证 本 节 的 推理 4 ， 

. 试 详细 验证 本 节 的 推理 7 。 

. 试 详细 验证 本 节 的 引 理 1 。 

. 试 详细 验证 本 节 的 推理 10， 一 


Cn WE 本 IO 


$ 4.5. 元 列 的 弱 收 敛 与 强 收 化 


(—) 
作为 $4.2 推理 6 的 直接 结果 , 我 们 首先 可 以 得 到 关于 元 列强 
收敛 一 个 充 要 条 件 . 
定理 1。 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 , {x,}jCBE,xo€ EE， 那么 , 为 


ee < 二 xzo(2 一 co)， 必 须 且 只 须 满足 条 件 


(GD 数列 ix, 上} 有 界 ( 且 有 ||xol| 专 lim 上 EIDE 

(ii) 对 于 B* 中 的 集 G*, 当 [G*] 一 Ep* 时 ,有 f(x,) > f(xo) 
(n—> 0c0), ViEG*. 

证 。 事实 上 ,由 元 {xs}， zo 均 可 视 为 E* 上 的 有 界线 性 泛 函 
(注意 到 ECE**)， 而 E* 是 完备 的 (因此 是 第 二 纲 的 ) 赋 范 线性 
空间 , 泛 孙 的 值 域 是 数 域 民 ,也 是 一 个 Banach 空间 ,因此 可 以 利用 
$4.2 推理 6 得 出 本 定理 结论 . 证 毕 。 
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注 1.。 由 上 面 的 定理 可 知 ,对 于 五 中 任 一 个 无 界 的 元 列 {x，,} 
来 说 ,其 绝 不 可 能 弱 收 敛 ,由 此 可 得 下 面 一 例 : 

例 ， 在 7[ 一 zx] 空间 中 ,元 列 {x,} 一 {wsin nt} 是 不 弱 收 

验 。 由 于 : 

x,ll? = 人 nsinntidr = 2 ( sin z )22zv 
nu sin 24 
-和 一 
因而 由 上 面 的 定理 1 的 逆 命 题 直 接 可 知 , [xs} 在 L[ 一 x, x] 内 是 
不 存在 器 收 钙 极限 的 。 验 毕 . 

注 2. 里 然 根 据 定理 1 我 们 能 非常 简单 地 得 到 上 例 的 结论 ， 
然而 ， 若 要 直接 验证 却 是 并 不 简单 的 ( 例 可 参看 [1461 第 十 三 章 的 
杂 题 19 中 下 .Riesz 给 出 的 证 法 ,从 中 我 们 可 再 次 体会 “抽象 定理 
的 重要 性 和 其 丰富 内 容 ). 

作为 定理 1 的 应 用 ， 我 们 可 以 经 出 几 个 具体 空间 弱 收 敛 的 充 
要 条 件 ( 证 明 作 为 习题 留 给 读者 完成 ). 

推理 1。 在 空间 (ec) 和 空间 (7) (p 1) 中 ,为 了 元 列 x 一 
{Ej(n 一 1, 2， ) 弱 收敛 到 元 和 一 {8 加}, 必须 且 只 须 其 满足 

Gi) 数列 和 x,j} 是 有 界 的 ; 

(i》 对 于 元 x 的 每 一 个 坐标 絮 "(2 一 1 ,2，*…*), 均 有 

和 (2 一 co 一 1， 2 -1). 

推理 2。 在 Li[a, 5] 空间 中 (yp 1)， 为 了 元 列 x 一 xn(#) 
(> 一 1，2，… - ) 弱 收 敛 到 元 xo(z)， 汐 须 且 只 须 满 足 

G) 数列 划 x* 几 是 有 界 的 ; 

(i) ViE [a,5], 均 有 


| Xn(s)ds 一 > | ro(s)ds (n ~— co)。 


并 时 
一 Hix 一 > 00 (7 —> oo ) . 
改 


(二 ) 
在 $2.3 中 ,我 们 曾经 说 过 , 虽然 我 们 可 知 元 列 的 “ 强 收敛 ” 必 
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蕴含 着 其 “ 弱 收 人 钱 ”, 然 而 在 一 般 的 赋 范 线性 空间 中 ,“ 弱 收 纹 却 导 
不 出 “ 强 收 敛 ”. 然而 , 在 这 一 段 我 们 将 要 指出 : 存 任意 有 限 维 的 
赋 范 线性 空间 中 以 及 在 空间 (7) 中 (虽然 它 是 无 穷 维 的 11)，, 元 列 
的 弱 收 和 敛 与 强 收敛 却 是 等 价 的 . : 
定理 2。 在 任意 有 限 维 的 赋 范 线性 空间 中 ， 元 列 的 弱 收 敛 与 
强 收 敛 是 等 价 的 . 
证 ， 由 $1.1 的 引 理 2( 即 在 有 限 维 空间 中 ,元 列 的 强 收 钱 等 
价 于 其 各 坐标 收敛 ), 我 们 不 难看 出 : 只 要 能 证 明 ， 对 于 此 有 限 维 
空间 E" 中 的 任 一 元 列 {xx} (其 中 ,与 $1.1 一 样 , 设 x 一 4%el 十 
ey 十 es)， 当 其 弱 收 伍 于 元 mo 一 各 'e 十 部 'e 十 -十 
风 c。 时 ,我 们 就 可 导出 其 各 坐标 收敛, 即 
EK 一 co 一 1 2 0) 
这 时 ,定理 便 得 证 。 下 面 来 验证 这 一 事实 . z 
由 Hahn-Banach 定理 的 推论 ($3.3 的 定理 1 ), 我 们 可 以 得 出 ， 
由 于 {eili = 1, 2,-…, #} 是 线性 无 关 的 ,因此 , Vej(1 二 i 二 )， 
3f; € E*, 使 得 
fi(e;) = 1]; fi(e;) 一 0 (i， 1 二 1,2， “*"， 27 沪 1)， 
于 是 ,根据 {xx} 弱 收 伍 于 x6o 的 假设 , 则 有 
fiCxt) 一 fi(xo) GG=1,2,.., 7n) (一 co)。 
注意 到 f(1 委 : 委 站) 的 选 法 , 即 导 出 
ES) 一 人 > 区 (z 一 1， 2,:.*., 1n)(k—> 00)., 证 毕 ， 
下面 给 出 关于 (六 空间 强 、 弱 收敛 等 价 的 有 趣 命题 : 
定理 3 (Schur 定理 )、 在 (5 空间 中 ， 元 列 的 弱 收 敛 与 强 
收敛 是 等 价 的 . z 
证 。 其 实 , 我 们 只 要 证 明 , 在 空间 (1 中, 如果 有 元 列 {x,} ,使 


得 Ty Ce b(n 一 co)， 则 有 x, 一 9 (2 一 co)， 那么 ， 本 定理 也 就 


证 得 了 ， 下面 用 归 廖 法 证 明 此 结论 ， 
首先 ， 由 $2.3 我 们 已 知 (20* 一 《m), 因 此 ,如 果 有 x， < 对 8 


(n 一 00), 则 当 我 们 设 x 一 {$1"”} (x 一 1，2,，……) 时 ， 对 于 任何 
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的 坐标 8"(i 一 1，2,，……*), 必 可 导出 
: Ss” 一 0 《2 一 co). (1) 


其 次 ， 如 果 有 |- 六 (一 co)， 则 必 有 lim lx 一 上 
>>0, 且 必 有 自然 数 m， 使 得 在 ”之 m 之 后 , 均 有 lx < 二 so。 故 
由 (1 空间 上 范 数 的 定义 ,有 

im > "| 60> 0. (2) 


因而 ,由 “上 极限 "的 定义 及 式 (2), 可 取 一 自然 数 am) 及 其 相 
应 的 项 数 i, 使 得 


i 4 
2 | 有 | 之 于 803 (3) 
i=1 


由 式 (1) 和 (2), 当 上 面 项 数 i 固定 时 ， 我 们 又 可 找到 一 自然 数 
n; 二 1， 使 得 


Ei 1 - 拓 二 
> | és ?| 一 本 so > ， |&: ?| > E03 (4) 
一 1 


i=1 


。 > 人 go 
I 5 “13 
人 一 一 一 一 一 | | 
一 全 6 。 > ge 
+ -~ po ee 
< 
,~ ?4.6 。 
4 一 2 . 5 .la 
Yah " mt 
征 
Fes 之 二 5 74 
I EE (LT | 
1 
< Eo 
5 
加 4.8 
Rs 站 
且 有 项 数 ;,, 使 得 
iz 1 i 4 
> || 宇 >)— 之 60, (5) 
i=i+1 j= i=1 5 
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一 - 般 说 来 ， 与 上 而 类 似 ， 如 果 已 找 出 了 自然 数 7 一 1 及 与 此 元 Xn gs 
的 相应 项 数 xx- 时 ,同样 由 式 (1) 和 (2)， 当 项 数 放 -, 固定 时 , 必 可 
找到 目 然 数 ik > TR—1y 使 得 


:大 一 1 ~ 
> < 广 eo 2) |E0| > eo; (6) 
一 1 ft 一 1 
县 有 项 数 i , 使 得 
7 大 i ik—i1 4 
>), P| > 3 S46 (7) 
i 二 =i!+1 i=1 i=1 > 


这 样 一 来 , 选 出 了 两 自然 数列 {zx} 和 {i4}， 它 们 满足 相应 的 上 述 不 
等 去. 
最 后 ， 同 样 由 (0 一 〈m)， 在 本 站 有 界线 性 泛 函 


太一 {fr }€ (Cm 为 10 = sgné PR 一 和 
时 (& 一 1;2,……)( 其 中 :; 令 加 一 0). 我 们 有 
flroal 一 | fose 


一 iki 二 1 ?i 


—. > f VER 


4 
> | >》, feelnk) 


i=ik_1t+1 | (其 它 ) 
1k 
> 人 |e) 一 2) 8 
i =ik tl (其 它 ) 
4 ee rm 
全 8o 一 5 一 一 850 (X= 1,2, ) 


(这 里 ， 注 意 到 开始 的 假设 jx 一 > 1#9?1 < 和 go (k=1, 2, 
…))， 从 而 知 
fxup) 310) 一 0 (Kk—> 00). 
此 也 即 rnt EK > 00), ,注意 到 txCtzo， 改 此 显然 与 原 设 
"二 -bn oo) 矛盾 .证 毕 ， 
注 3， 在 定理 3 的 证 明 中 ,我 们 可 以 看 到 ,在 论证 中 主要 用 到 
的 乃 是 元 列 的 “坐标 ”收敛 于 0 的 性 质 ， 因 此， 我 们 也 可 将 该 定理 
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定理 3 在 空间 (C7) 中 , 如 果 元 列 {x,} 的 名 “坐标 ” 均 收 化 于 
0 ,那么 , 当 {x,} 不 强 收 人 钱 于 6 时 , 必 存 在 一 子 列 {xwx} 和 4x,1 及 一 泛 
六 fo€ (8)*, 使 得 

fo(xn1) 宇 20>0 (R= 1,2, *) 

一 致 成 立 . 

注 4. 从 上 面 的 定理 也 可 看 出 ， 虽 然 在 有 穷 维 赋 苑 线性 空间 
中 ,元 列 的 强 收 敛 与 弱 收 敛 是 等 价 的 ,然而 , 强 、 弱 收敛 等 价 并 不 是 
赋 范 线性 空间 为 有 限 维 的 特征 (这 与 Hilbert 空间 是 不 同 的 ) 


(三 ) 

在 本 段 , 我 们 将 讨论 当 一 个 元 列 弱 收敛 于 一 元 mm 时 ， 如 何 从 
该 元 列 构造 出 另 一 新 的 元 列 , 使 其 以 xo 为 其 强 收 纹 元 .这些 结 果 
在 逼近 证 中 是 非常 有 用 的 . 

首先 , 利用 $3.3 节 定 理 1 后 的 推理 以 及 该 节 后 面 的 推理 2 可 
以 直接 得 出 下 面 两 个 命题 : 

定理 4 设 E 为 一 赋 范 线性 空间 , 并 设 E 中 的 元 列 xs} 弱 收 
化 于 元 x*， 那么 ， 必定 存在 由 该 元 列 线性 组 合 构 成 的 一 个 元 列 


[> 12z ,使 其 强 收敛 于 元 ma 


定理 5. 设 E 为 一 赋 克 线性 空间 ,并 设 EE 中 的 元 列 xa? 弱 收 
敏 于 元 x*， 那 么 , 必定 存在 由 该 元 列 凸 组 合 构成 的 一 个 元 列 


(站) 


| > xi 
i 二 1 


m (2) 
2 4 = 1,4" 之 0， 


i 二 1 


f= 1,2,. ,Mm(n);n 一 1,2,… |， 


使 其 强 收 剑 于 元 xo. 

注 5。 当 一 个 元 列 {xs} 弱 收 伍 于 x 时， 其 内 任何 子 列 {xn4} 
也 必 强 收敛 于 xo， 因此 ,在 上 述 的 两 定理 中 , 当 将 那里 线性 组 合 或 
山 组 合 的 元 列 中 的 x; 换 为 xz 时 ,其 结论 仍 成 并. 

定理 5 。 设 £ 为 一 赋 范 线性 空间 , {xs}CE,xo€E. 那么 
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为 了 {tx*} 弱 收敛 于 Tos 必须 且 只 须 对 于 任 一 自 然 数 ( 增 ) 子 列 {n;}， 
mn) 2 人) 
必 存 在 由 {xw } 构 成 的 凸 组 合 元 列 ty 一 | 2x | > 149 一 1， 


1 0, i=1, 2 mn); n—1, 2， | ,使 其 强 收 剑 于 元 x 
证 。 必要 性 已 由 注 5 得 到 ， 下 面 仅 证 明定 理 的 充分 性 . 
事实 上 , V0 a f€E”*, 先 令 8/ 一 lim f(x,)， a= limf(x,), 那 


-和 四 


么 ,由 下 极限 定义 可 知 YE 二 0,， 3{nx}《 上 自然 数列 ), 使 得 
f(x) < 四 二 本， 一 12 (8) 
今 对 于 此 自然 数列 ， 


Nl 之 N31 nC ”9 
由 定理 假设 ,对 于 上 述 正 数 s, 则 可 找到 一 凸 组 合 元 


m0) 


Yn D> 10 x € {yan}, 
使 得 

一 xz 去 -2 ， 

|y | 2 (9) 
于 是 ,就 得 到 


f(x0) 一 f(xo 一 yw ) 十 帮 yw) 
mo) 
< ls 一 yo 十 之 io Hrs). 
由 式 (8) 和 (9), 可 导 得 


nr (140) 
f(xo) < 了 十 >, 49) C 十 三 ) = g++8, 


二 1 


注意 到 任意 性 ,还 可 导出 
f(x0) Eo = lim fxs), VIE E*. 


be st 


于 是 ,再 当 用 一 f 代替 f 时 ,从 上 、 下 极限 的 转换 关系 ,有 
f (20) > Hm f(zo), VIE E*. 
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最 后 , 当 把 上 面 的 {z,} 换 为 {zs} 的 任何 一 个 子 列 {z。} 时 ,那里 的 结 
论 仍 是 成 立 的 ， 因 此 ,可 导出 
帮 xo) 一 lim f(x»), VIE E* 


也 即 得 到 x， < 曙 y》 mm 42 一 c).， 证 毕 . 


为 了 介绍 下 面 一 个 关于 “线性 组 合 ” 的 元 ( 强 ) 青 近 的 较 一 般 性 
之 定理 ,我 们 来 介绍 一 个 引 理 (为 此 ,我 们 先 回忆 在 155 页 脚注 中 关 
于 任意 线性 空间 中 (关于 6 点 )* 对 称 ” 集 VV 的 定义 , 即 有 : Vx ET， 
Vi€EK,|4| = 1 > 1r€EV): 

引 理 . 设 E 为 一 峰 范 线性 空间 ，V 是 互 中 一 关于 原点 6“ 对 
称 的 喇 集 ,并 设 

p(V) 一 inf， sup [fCx)| (Fe E*). 

那么 ,为 了 集 V 在 “ 原 心 球 ”5(0, po) 中 是 稠 的 ,必须 上 且 只 须 其 满足 
条 件 p(V) 之 po. 

证 。1) 一 >” 这 是 显然 的 ， 由 VV 在 SC6, oo) 稠 的 假设 ， 我 
们 有 


sup f(x) | > sup, [f(x)| = polfl, vie E*, 


因而 ,直接 导出 : p(TV) 一 int ， sup [f(x) | 之 po. 


2)“ < 一 ”反之 ,如 果 在 定理 所 设 条 件 下 , 却 有 元 x。€ S(6,po)， 
使 得 x,&V。， 那么 ， 当 我 们 先 将 E 视 为 “ 实 ” 赋 范 线性 空间 时 ， 
由 $3.3 的 定理 则 知 , 存在 一 个 互 上 的 “ 实 > 有 界线 性 泛 函 R,, 使 得 

sup Ri(%) < R(x0). 


类 似 $3.3 推理 1 的 证 明 , 如 果 当 EE 为 复 空间 时 , 令 f(x) 一 R, (x) 
—iR(ix), vxr€rE, 那 和 » fi€ E*; 是 .由 V 关于 原点 9 的 对 称 性 
可 知 , 对 任意 x EV, 如 果 设 0, 一 arghGx) 则 亦 有 exe， 从 而 
由 上 式 以 及 x 的 假设 ,我 们 可 得 

sup [f(x)| = sup [ef (x)] 一 sup fiCe ox) 


呈 sup Refi(e™‘tor) = sup Ri(e-'Sox) 
x EV x€V 
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一 - sub R (x) 二 RR 1(X0o) < 委 [请 (xo)| 


BS A jz < — fpo. 
由 此 便 导 出 


p(V) 一 inf ss sup [fCx) | < sup [f(x)| < oo。 
显然 与 假设 条 件 p(V) 之 po 巴 盾 . 证 毕 ， 


定理 6。 设 为 一 赋 范 线性 空间 ，{xs}CE， 那么 , 为 了 对 
每 个 元 xE 及 任意 正 数 。 ,必定 存在 元 列 的 一 线性 组 全 了 xt 
使 其 满足 条 件 z 

> [4x| =， Pat —x 
必须 且 只 须 Vie E*， 如 果 spljCzo) 一 co， 则 有 /一 0 ( 零 泛 


泥 ). 
证 . 1)“ 一 >” 由 定理 条 件 可 导出 Vi< E*, 有 


(f(x)| < f(x) 一 # (> nt)| + (> Mat) 


< 人 de Ba) + Da M0) 
大 一 1 k=1 
< .e+ (sup lfCxs)|)e, VxEE 


成 立 ， 因 而 不 难 导 出 f= 0. 
2)“ < 一 ” 由 定理 假设 可 知 (用 逆 否 命题 形式 ), 如 果 有 一 泛 
疯 矿 关 0 ( 零 泛 阔 )， 则 SUP [f(rs)| 一 oo.。 因此, 当 定义 集 


< 6 


=- {yly = D> Xixi, >, |2,| < 1, 2， | 
一 ] 


4 一 |]， 2 ， -… ) 
时 ,显然 可 以 看 出 ,对 每 一 自然 数 《, Vi 均 是 关于 6 丘 对称 ”的 由 


集 , 并 且 有 元 天 Ex (n 一 1， 2 …); 于 是 ， 由 关于 泛 函 记 的 候 
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设 ,我 们 就 有 


sup |f.(x)| 之 sup 
区 ET 大 好 


(加 一 地 sop fe) 1 一 % 


由 此 可 导出 
PV) 一 inf sup If()1 一 (= 1,2,.…*). 


一 工 


最 后 ,由 上 面 的 引 理 则 可 导出 ， 对 于 互 中 任意 球 $(6, p)， 均 有 
汪 $ (6, p), 也 即 每 一 个 集 Vi(% 一 1， 2，…) 均 是 稠 于 空间 王 的 。 
证 毕 . 

注 6. 借助 于 上 面 的 命题 , 我 们 不 难看 出 , 著名 的 (关于 闭 区 
间 上 的 连续 函数 可 以 由 多 项 式 “ 一 致 逼近 ”) Weierstrass 定理 其 实 
与 下 面 的 推理 是 等 价 的 : 

推理 (Lerch). 设 gG) 是 [a, 2] 上 的 一 个 有 界 变 差 交 数 ,并 
设 其 在 [a,5] 上 左 连 续 , g(6) 一 0. 那么 ,如 果 有 


rag =—0 (n=0,1, 2，-… )， 


则 在 [a，2] 上 必 有 g(z) 三 0〈《 关 于 这 个 推理 的 证 明 及 其 等 价 性 的 
证 明 ,我 们 留 给 读者 目 己 完成 ). 


(四 ) 


在 什么 条 件 下 ,一 个 元 列 的 强 收 敛 与 其 弱 收 敛 能 够 等 价 呢 ? 这 
是 一 个 仍 待 研究 的 有 趣 问题 . 下 面 ,我 们 给 出 几 个 已 知 的 结果 . 

定理 7. 当 赋 范 线 性 空间 五 为 一 内 积 空间 "时 ,那么 ,为 了 弱 
收敛 于 xz 的 元 列 tx 也 踢 收 化 于 xo， 必须 且 只 须 其 “ 范 数 ”也 收 
敛 , 即 有 x,l| 一 lixoll (2 一 co). 

证 ， 必要 性 是 显然 的 . 下面 证 明 其 充分 性 . 此 时 ， 只 要 注意 
到 内 积 "性质, 由 
|xs 一 xoll? = (x — xos x, — xo) 

||x,ll? — (xo, Xn) 一 (xwzxzo) 十 xoll? (n=1,2,...), 
并 注意 到 内 积 是 连续 的 以 及 定理 的 假设 ,直接 可 以 导出 
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lm ER 一 xoll? 一 站 zx 一 24xoyxo) 十 上 zx = 0， 


也 好 导 得 x, 一 xoln 一 00)， 证 毕 . 
由 上 面 定 理 的 启发 , 回忆 到 $3.6 关于 “一 致 凸 ”空间 的 概 仿 ， 
可 以 将 其 推广 得 到 下 面 的 定理 : 
定理 8。 设 E 为 一致 是 的 赋 范 线性 空间 . 那么, 为 了 弱 收 
伍 于 x 的 元 列 {x。} 也 强 收 敛 于 xo, 必须 且 只 须 其 有 llxsll 一 llxol 
(z 一 oo) 
证 。 同样 ,只 要 证 明定 理 的 充分 性 就 可 以 了 . 首先 ， 我 们 假 
设 xo 关 90( 和 否则 定理 结论 已 得 ), 并 且 不 妨 假设 zs 关 0(2 一 1，2， 
…), 于 是 , 当 设 一 下 条 xz 一 [本 (> 一 1。2，-…) 时 ,由 
定理 假设 显然 可 以 看 出 
4 一 -一 ~ 
此 时 , 必 有 xs 一 x，(n 一 00). 
有 反之, 如果 lzs 一 zil->0 (2 一 00), 那么 ,由 空间 的 一 致 凸 
的 假设 ,可 得 
ixs 十 xl 川 ->2 《2 一 oo)， 
注意 到 jjxs 十 zl 委 jc 中 十 zl 一 202 一 1，2，…)， 由 上 式 则 
知 , 必 存在 一 子 列 {x%}Ct{x} 及 一 正 数 so 使 得 一 致 有 
lz 十 il 天 2 一 s (一 1， 2 …). (10) 
但 另 一 方面 ,由 {x4} 弱 收敛 于 x6 的 假设 ,我 们 还 有 


zak 十 £0 ~ 2x0 (KX— 00). 


《 弱 ) 
从 而 由 前 面 的 定理 1 及 式 (10), 可 导出 


|2xol} < Lm | 十 zl 委 2 一 so， 
KR 


也 即 jx 万 1 一 学 < 1， 此 显然 与 x 的 取 法 矛盾 。 从 而 即 知 *， 


一 xo(n 一 00). 
最 后 ,根据 定理 假设 以 及 关于 {x;}, x 的 性 质 , 我 们 从 式 


* 295 。 


lx， 一 zol 一 | 一 


四 


x az zl, jz 
< el + i 
< ll ET 上 !| .| 
一 eo 一 十 | 一下， 


(n = 1],2,.: . ) 
不 难 导 出 x, 一 xok(z 一 co)， 证 毕 . 
注 7. 上 面 的 定理 对 于 非 一 致 凸 空间 未 必 成 立 
反例 . 在 (c) 空间 中 ,我 们 取 元 列 *, 一 (1，1， ，1，0， 


0，…) (2 一 1 2 0). 那么 , 必 有 xz 一 oo 一 (人 11 73xa 
一 eol 一 co). 然而 , xs-z>eo (2 一 co). 
验 ， 我 们 逐条 来 验证 所 需 的 结论 : 
1) 注意 到 CO™ = (71), 且 有 V1 一 {fi} € (7), 均 有 


jx») 一 一 一 之 f= f(es) (n> co) 


成 立 , 因 而 ,可 知 x, 一 eo (n> 00). 
2) 从 (ce) 空间 范 数 的 定义 ， 我 们 显然 可 知 xsl| = 1 = ||edl| 
(n= 1,2,...). 
“3) 同样 由 空间 (Cc) 中 范 数 的 定义 ,我 们 还 有 
|>， 一 eol 一 0, “> 0, 1, 1, .…)| — 1 (nn 一 1,2,...). 


从 而 可 知 zx>eo (2 一 co)， 验 毕 . 

在 本 段 最 后 ,我 们 (借助 于 $3.6 关于 C[0,1j 空 间 的 “万 有 性 ” 
定理 ) 将 要 给 出 一 个 与 上 两 定理 形式 相关 联 的 一 个 重要 定理 , 它 将 
深刻 地 揭示 出 ， 在 一 个 可 分 的 Banac 空间 中 , 其 元 列 的 强 、 弱 收 
敛 与 其 范 数 收 敛 之 间 紧 密 的 内 在 联系 辐 ， 为 此 ， 我 们 先 介绍 两 个 
引 | 理 . 

引 理 1。 设 元 列 {x3}CcCc[0, 1] 满足 条 件 x? = 1 (> 一 1， 
2,.， *) 及 
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lim ro(2) = 0, ViE€El0,1] 
那么 ,Y8 之 0， 当 设 w(x3,8) = max | xz) 一 xz 外 时 ,我 
们 有 


lim w(x?,6) 宇 1 


有 


(为 了 简单 起 见 , 数 :,z”€ [0,1] .我们 均 省 略 不 写 了 ). 
证 。 首先 ， 由 Eropos 定理 我 们 可 知 : V6 > 0, 3ECI[0,1]， 
使 得 (EE) 二 1 一 35, 有 目 在 E 上 , xs(z) 一 全 0 〈2z 一 co)。 于 是 ， 


Ye > 0, 3zo( 自 然 数 ) ,使 汝 这 wo 时 ， 就 有 [|x?(2)| 一 syVIE 已 ， 
这 样 ， 当 设 ,max | 5 人 人) | 一 |x3 (7%) | 时 ， Vt” € EE, 只 要 [2x 一 i | 


委 6《 从 EE 的 测度 性 质 ,这 样 的 点 tx 一 定 是 存在 的 ), 则 有 
[x3(25) — xa(tn)| > [x3(1a)) — |xn (tn)| 


> max x xnCz)| —e=|x?||—e 
Og? 


一 了 一 E， Vn no, 
从 而 导出 
wx.6) 一 wa [xf — xe(z")| 


> |x5(15) OO— x02)|>>1—&， Vn > po, 


也 即 有 
lim w(xs, 6) 宇 1 一, 


和 


最 后 ,注意 到 正 数 s 的 任意 性 ， 我 们 则 可 直接 得 出 本 引 理 的 结论 . 
证 毕 ， 
引 理 2。 如 果 元 列 {x?}CC{0,1] 满 足 条 件 
lim x?o(t) = 0, WtiE€ [0, 1]， 


那 经 ,VXE Cc[0,1], V6 > 0， 均 有 
im w(x + x?,6) 过 ‘w(x,6). 

证 。 假设 :*"€ [0, 1], 满足 | 一 | 过 5 及 1x(z) 一 
xi) 一 w《x,6)， 那么 ,由 x? 的 假设 ,Ve > 0, 3n (自然 数 )， 
使 得 当时 ,就 有 |x3(2)| < gs/2 xD)| < 这 样 一 
来 ,我 们 就 有 
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[zz 十 xD 一 [xz 十 xD 
> |x(12) — x(t )| ~— |x2Ce)! — ral)| 
> wr) — 8, Vn no. 
从 而 导出 
w(x 二 x, 6) > wr,6)— ee, Vn > no, 
由 此 则 得 : 
lim w(x + x2,6) 守 w(x, 6)— Ee. 


oo 


最 后 ,由 正 数 & 的 任意 性 ,我 们 可 直接 得 出 本 引 理 结论 ， 证 毕 . 

有 了 上 面 两 个 引 理 ,我 们 就 可 引出 下 面 定理 : 

定理 9 (Kaneu) 如 果 巨 为 一 个 “可 分 的 ”Banach 空间 ， 那 
么 ,我 们 能 够 在 互 中 引 人 一 个 新 的 范 数 “外 .上 ”, 使 它 与 五 的 原 范 
数 等 价 ; 并 且 ， 在 此 范 数 下 ， 对 于 任意 一 个 弱 收 敛 于 xo 的 元 列 
{xs}, 只 要 有 |xoj* 一 zl*( 一 co)， 就 可 导出 {xa} 强 收 敛 于 

证 。 首先 , 从 $3.6 后 的 附录 关于 C[0, 1] 空 间 万 有 性 ”定理 ， 
由 于 每 一 个 可 分 的 Banach 空间 均 与 C[0, 1] 内 某 一 个 闭 线 性 子 空 
则 等 价 , 因 此 ,我 们 只 要 对 空间 C[0, 1] 证 明 本 命题 就 可 以 了 . 

其 次 ,我 们 在 C[0, 1] 空间 中 重新 定义 一 个 新 的 范 数 


ll = ll + Do (4), vxce Lo, 1]. 


CH» |* 由本 二 由 于 
co (:, 2) = max |x(#)— x(t)| < 2max |x(#)| = 2|ix||，, 
有 edd 3 Oct<1 


因此 ,导出 
zl < zll* < 31x||, vx € cf0o, 1]. 
吕 上 面 定义 的 新 范 数 “|* |*” 与 原 空 间 的 范 数 是 等 价 的 .我们 将 
此 新 范 数 下 的 连续 函数 空间 记 为 Cx. 
于 是 ,为 了 在 Cx 空间 中 证 明 本 定理 的 结论 ,只 要 证 有 明 , V{x?} 
CCx, 如 果 二 > 6， 而 x2->9(z-> coco) 那么, Vx € Cn, 必 有 
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jz 十 zl- 全 | zl 一 >co) 就 可 以 了 ( 即 原 命 题 变 形 后 的 逆 否 命题 )。 
下 面 我 们 就 利用 上 面 两 个 引 理 来 证 明 这 个 结论 ， 

事实 上 ,由 ?>0 (2 一 oo)， 可 找 出 一 正 数 eo。 二 1 及 一 子 列 
(为 简单 起 见 ,我 们 就 取 为 {x?} 本 身 ) {x3}, 使 得 均 有 ||x?1|* > 38o。 
由 {x2?} 弱 收 敛 于 6 的 假设 ,不 难 导出 (注意 V[0, 1] 上 的 元 均 为 
C[0,1] 上 的 有 界线 性 泛 溺 , 但 根据 上 面 范 数 的 等 价 性 , 知 其 亦 为 
C* 上 的 有 乔 线 性 泛 图 ),{zz(9} 是 逐 点 收敛 于 0 的 ,因而 由 引 理 1 


导出 (注意 , ||x5| 实 Je > go) 


lm o (#2, 3)> (k= 1,2,...). (11) 


Ed 


此 外 ,对 任意 的 元 x€ Cx, 由 x(z) 在 [0, 1] 上 的 一 致 连续 性 ,对 上 
述 正 数 6, 我 们 又 可 找到 一 自然 数 ,使 得 均 有 


1 80 
o (二 ) < 所， Vh > ko. (12) 
于 是 ,对 任意 目 然 数 入 , 由 式 (11), 及 下 极限 的 性 质 , 可 找到 一 ( 公 


共 的 时 刻 ) 上 自然 数 m， 使 得 


o (3 二 )> a (KX=1,2,.*…., ko 十 入) Vn 之 fo, 


从 而 有 


KotN 


1 oO 1 Ev 
一 -cz 一 | 全 ， Vn 之 7 如， 13 
kt 2 ( ”下 F kot1 0 (13) 


当 注 意 到 引 理 2 时 ,同样 由 下 极限 的 性 质 , 我 们 可 以 得 到 一 个 自然 
数 Ni, 使 得 


“(s+ #2, 主 )>。 (<, 宇 ) 一 一 2 一 ( 当 记忆 如 时 ); 


2 
Vn 之 好 1 。 (14) 
这 样 ,由 于 
KotN ko 
1 (x+ Xs 1) 一 S'io (: 十 Xx? ， 工 ) 
r=1 24 Rk rx=1 2* 4 


KotN 


十 2) = (e+ 3E (15) 


不 二 0 十 1 
利用 去 (14) 和 (12)， 我 们 可 对 (15) 式 右 端的 第 一 个 和 数 作 如 下 的 
估计 : 


9 【要 0 


k=1 k=1 
Ro 
Dw (x, 工 ) Eo 
ki 2« 尼 2 bt 
A > 一 9 一 人 = 
k=1 2 4 24 站 24o+; 
~ by 1 |、 by 人 。 
— 0 此 9 -一 一 一 一 一 人 | 一 0 
一 k=1 2 人 kt1 2 (3 2 Xot3 
La 
1 1 Eo . 
> 之 2 OD (x, 主 ) ko+2? _ (16) 


由 式 (13) 和 (12)， 我 们 又 可 对 (15) 式 中 的 第 二 个 和 数 作 如 下 的 估 


计 : 
KotN 
1 CO (x 十 x2， 1) 
k++1 2* k 
kotN Ko+N 
1 ( o 1 1 ( 1 ) 
— wxn, CO— 一 -一 c0 | xx， 一 一 
ret1 2 ,人 2 “AR 
(3) , (2) a g 38 
0 _. 0 0 。 
F kot1 F Kot3 2 kot3” (17) 
于 是 ,将 上 式 (16) 和 (17) 相 加 ,可 得 到 
kotN knotN 
1 1 1 1 8 
(+ 及 > 六 寺 (0 汪 - 才 : 
之 ， 0( Ny 站 人 2 *， 7 kot3 
Vn 之 max( po 1 ) 。 
因此 有 


根据 之 的 任意 性 ,可 导出 
im 5) To (rte 二 )> 马云 (二 ) 一 和 


n> k=1 R=1 
最 后 ,同样 由 在 7Y[e,， 2 中 的 元 亦 为 Cx 上 的 有 界线 性 泛 明 ,关上 此 ， 
由 假设 条 件 亦 可 导出 , 在 原来 的 空间 C[0, 1] 内 亦 有 xs py 0， 
即 x 十 x? 二 x (nn 一 0), 所 以 由 定理 1 我们 还 有 
lim jz + x2l| ||xll. 


天 | 


将 上 面 两 式 相 加 ,可 导出 
lim |z x?ll* > |x|*, Vx€ Cr. 


即 llz 十 xz?||*-A>| zl* yxc Cr。 证 毕 。 


(五 ) 


本 节 最 后 ,介绍 弱 收 剑 元 在 全 连续 线性 算 子 作用 下 的 性 质 ， 
为 此 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 ( 它 的 证 明 留 给 读者 完成 ): 

引 理 . 设 {x,} 为 赋 范 线性 空间 E 中 的 一 元 列 , 工 为 从 五 到 另 
一 赋 范 线性 空间 E, 内 的 一 有 和 轩 线 性 算 子 ， 那 么 ， 从 要 有 x。 


*o (2 一 co)， 则 亦 有 T(xs) TY TO) (n 一 co ). 


定理 190， 设 人 A 为 赋 范 线性 空间 到 E, 内 的 全 连续 线性 算 
子 . 那么 , V{x。}CE, 如 果 有 x ma (一 co)。 则 必 有 A(zo) 


一 A(xo) (n—> co )。 
证 。 首先 ,由 上 面 的 引 理 我 们 可 得 (联系 $2.2 中 关于 全 连续 


线性 算 子 的 性 质 .) 


ACxs) EY C0) (n> 00), 


其 次 ,如 果 此 时 ACxn)-x>A(xo) (一 co) 那么 ,386 0， tx 
{x»}, 使 得 

1ACzk7 一 A(x) 宇 e。 (一 1， 2，-…). 
另 一 方面 ,注意 到 本 节 的 定理 1 我 们 可 知 ,数列 {xs 由} 作为 {x 
的 子 列 ,因而 也 是 有 界 的 ;因此 ,由 全 连续 算 子 的 定义 可 知 ,人 A(xo1)} 
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中 必 存 在 一 收敛 子 列 {A(zw )}、 最 后 ,由 于 元 列 的 强 收 剑 之 极限 
元 必 亦 为 其 弱 收 敛 的 极限 元 ,以 及 弱 必 伍 的 极限 元 是 一 意 确定 的 ， 
因此 便 可 得 到 

A(zo) > ACx0) (v00). 
但 由 元 列 {x }Ctxm}， 因而 此 式 与 上 式 矛 盾 ， 从 而 可 知 应 
有 ACx。) 一 ACxo) (x 下 co). 证 毕 . : 

有 意思 的 是 ,当空 间 E 是 自 反 的 时 候 , 上 面 定理 的 把 “ 弱 * 收 剑 
转变 为 “ 强 ” 收 敛 的 性质 也 表明 一 个 线性 算 子 是 全 连续 算 子 的 特 
征 . 

定理 10。 当 巨 是 自 反 空间 时 ,从 五 到 赋 范 线性 空间 E, 内 的 


线性 算 子 A, 如 采 对 于 任意 元 列 {xs。}CE, 只 要 有 zw < xo, 就 必 


有 A(xs) 一 A(Cxo) (2 一 oo) 成 立 . 那么 ,A 必 为 全 连续 的 . 

证 。 事实 上 ,由 $3.5 可 知 , 自 反 空间 内 的 任意 有 界 闭 集 必 是 
弱 目 列 紧 的 . 因此 对 于 任意 脐 无穷 扎 集 M， 必 定 存 在 一 元 列 
{x。}CM, 使 得 

. ra— x EM (n— co ). 
因而 由 定理 假设 , 则 应 有 

A(xs) > A(xo) (n—> 00) 

也 妈 {AC(xs)} 是 E, 中 一 收敛 列 , 从 而 知 A 为 全 连续 算 子 ， 证 毕 ， 


习 题 


. 试 证 明 本 节 定 理 1 后 的 推理 1. 
、 试 证 明 本 节 定理 1 后 的 推理 2 。 
. 试 证 明 本 节 注 6 . 
. 试 证 明 本 节 注 6 中 的 推理 . 
. 试 证 明 本 节 定 理 10 前 面 的 引 理 . 
. 设 {x} 为 赋 范 线性 空间 一 弱 收 敛 于 m 的 元 列 。 试 证 明 ; 为 了 {x} 
强 收敛 于 =， 必须 且 只 须 {x。} 是 列 紧 集 . 

7， 设 元 列 {zs}c (满足 Vfe (2)*， {f(x,)} 均 为 收敛 数列 。 试 证 明 ; 
必定 存在 一 元 x。€ (1'), 使 得 *， 也 甸 》*o (ooc)， 


A 
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$ 4.6. 关于 拟 次 加 泛 函 的 有 限 性 


利用 $ 4.2 中 关于 共鸣 定理 的 证 明 方 法 ,我 们 也 可 以 讨论 拟 次 
加 泛 函 plx) 取 土 co 的 点 的 分 布 情况 以 及 满足 plx) < co 的 区 域 
的 构造 和 情况， 根据 所 次 加 泛 函 的 定义 ， 我 们 要 求 它 不 必定 义 在 
整个 空间 E 上 而 只 需要 定义 在 空间 内 的 一 个 所 谓 “ 半 模 ”( 加 法 半 
群 ) 的 集合 中 就 可 以 了 . 

定义 ， 空间 E 中 的 集合 汪 称 为 半 模 ,是 指 在 于 内 定义 了 一 个 
加 法 运算 "十 ,使 其 满足 

(i) 当 x+€E 了 了 ,y&€ 允 时 ,唯一 确定 一 元 x 十 y€ 5 (封闭 ); 

(ii) (x++y)+z=x+ (y+2), Vr,y, z 《2 (结合 ); 

ii)x 十 yy 二 y 十 x、，Yx,y€ 2( 交 换 ), 
如 霖 EE 为 距离 空间 ， 且 半 模 S 是 以 零 元 6 为 极限 点 的 一 个 开 集 ， 
则 称 G 为 中 的 角形 半 模 , 


(—) 
首先 ， 我 们 讨论 拟 次 加 泛 痕 取 有 限 值 与 取 土 co 的 区 域 间 的 相 
互 大 系 , 特 别 是 当 其 值 上 有 限 “ 即 不 取 +eo ) 时 ,其 取 一 c 的 区 域 
的 情况 . 为 此 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 ( 它 的 证 明 留 给 读者 完成 ): 
引 理 。 设 SCxo， 60) 为 赋 范 线性 空间 E 内 的 一 个 球 那么 ， 
集 了 一 | 4183(Cr， 50) 必 满 足 


A>0 


(i) 了 十 TCF Gi) VCV (vi > 0). 

定理 1. 设 定义 在 E 中 集 一 【45 (x。, 5o 内 的 对 拟 
次 加 沁 函 p(x) 满足 

(i》 在 ( 开 凸 集 ) V, 一 U 4S(xo, 60) 内 均 有 p(x) 二 oo; 


ol 
(ii 在 六 的 “ 底 边界 (V\V)N {x | lx 本 xo|| 一 60} 上 均 有 


p\X) 一 一 co。 
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屠 么 , 泛 冰 plx) 必 在 整个 集 IN 六 内 恒 取 一 co (本 市 , 我 们 均 仿 
定 在 峰 范 线性 空间 玉 上 来 讨论 ,有 了 时 ,为 简便 起 见 ， 我 们 就 不 一 一 
指明 了 ). z 

证 。 首先 , 由 上 面 的 假设 条 件 (i) 我 们 由 沁 函 p(x) 的 拟 次 加 
性 及 引 理 ,显然 容易 导出 

p(x) < coco， YxEF (1) 

其 次 ,Vy €E V\V,, 必 有 |y 一 | 宇 bo 成立。 事实 上 ,如若 不 
然 ; 当 ly 一 al 一 吝 天 部 时 ,我 们 可 取 数 尺 一 全 二 2, 其 显然 
有 0< 1 和 一 1, 并 且 有 

|y 一 to < jy 一 3 + ||xo 一 如 za 
一 0 十 (1 一 2)lzo 一 15 

从 而 得 到 y € 148(xo，5o)CP 其 与 原 假设 矛盾 . 

这 里 ,对 ly 一 xol| > 8 的 情况 来 讨论 《因为 在 jy — x = 6 
时 ,由 假设 已 经 得 出 p(y) 一 一 00). 

此 时 ,由 3 的 假设 可 知 , 34, > 1, zx ET 使 得 

y = ht, x, 一 xol| ~ 0o。 
此 外 , 当 令 本 数 
p14) = zx — xol 
时 ， 显然 p(4) 是 1 的 连续 函数 (参看 图 4， 9), 且 有 
p41) = |x 一 xol| lly YY zol 一 00， 
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p(1) = lx — xoll < 6. 
因而 ,由 连续 函数 性 质 可 知 , 当 令 数 
to = sup{i| p21) < 一 5 1cE[1， 1]} 
时 , 必 有 pho) 一 60, 即 有 | ox 一 zol 一 6o《 以 及 1<= No <、 11). 
下 面 验证 元 hx1€ V\V 1， 事实 上 ， 由 上 面 引 理 我 们 显然 可 知 
loxi1 EV ,另外 ,如 果 1oxz EVV, 那么 , 30 二 4, 二 1, x，€EV ,使 得 
hori 一 Xx3, Nx; 一 zol 一 5 


由 此 可 导出 
| — zo = lx — xll < 5. 
也 即 有 9 ( 冯 ) < 3。 但 由 上 面 jn 的 取 法 应 有 如 < 4， 矛盾. 
将 上 面 两 段 结论 合 起 来 ,得 出 元 


MoxrE CV\V)N {zr||zx — xoll = 6,}, 
对 此 ， 从 定理 假设 应 有 p(Xox1) = 一 一 22 .最 后 由 xi, 和 的 取 : 法 有 
Xxi€ S(xos 60)9> 村 一 和 00,， 故 由 上 面 的 引 理 应 有 (1 一 140) x 
€ 了 因而 由 泛 了 水 的 所 次 加 性 以 及 起 (1), 可 导出 
ply) = phzi) SERAp hor) + pl — xl} < —o0. 
|] 


证 毕 . 

定理 2. 假设 定义 在 ( 凸 锥 ) 了 一 U 1S (Cr 60) 内 的 拟 次 
加 泛 函 p(x) 满足 

Gi) 在 ( 开 书 集 ) Vi== jj 45(《x。o, 5o) 内 均 有 p(x) 一 oo ; 


tC<A<l 
(ii) 在 开 球 SGCz，5o) 内 p(x) 的 数值 有 上 界 (或 不 取 o0o). 
那么 , 泛 函 p(x) 或 者 在 x 的 某 一 球 5S(xo, 60o) 内 的 值 是 有 界 的 ( 相 
应 地 不 取 士 oo ) 或 者 在 开 集 【上 15(2m，5o) 内 恒 取 一 oo. 


和 证. 假若 沁 抽 p(x%) 在 xo 的 任意 球 SCxzo， 56)CS(Cxo， 5o) 内 的 
值 均 无 下 界 ( 相 应 地 有 取 一 oo 的 点 ) ,那么 ,必定 存在 一 元 列 {tz,jC 
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p(y) 一 —00, Vy€V\V,. 


SCxo， 60)， 使 得 lim Xx» 一 xo, HH. 


p《xa) 三 一 x《 相 应 地 , p(xs) 一 一 co) (一 1，2，-…) 
今 若 虑 了 内 的 球 8S(2xro， 6o) ,由 上 面 的 论述 知 , Vx € 5S(2xo,60) 
3N (自然 数 ), 使 得 当 n 汪 NN 时 , 均 有 
||x, 一 xol| 一 6 |x 一 2xol|. 


从 而 有 


| Cx 一 Xn) 一 zo < ||x 一 2xo|| 十 [x 一 xzo| <. 0o。 


这 样 ; 当 ”> 和 时 , 便 导 出 

p(x) < klp(x— xs) + px)] Shlpo 一 2) (一 1,2……) 
(对 应 地 , p(x) 和 4[2z 一 xn) + p(xa)] = [p(x CO— x,)— 00] 
一 一 00) 其 中 ， 数 po 为 泛 函 plx) 在 球 S(x。，65,) 内 的 值 的 基 一 上 
界 . 此 有 即 泛 通 p(x) 在 球 S(2x0, 60) 内 恒 取 一 oo, 最 后 ， 由 于 集 
LU 4342a， 60)S LU 45(xos 6) 以 及 上 面 的 定理 1, 不 难 导出 泛 函 


2>0 


p(x) 在 集 【45(C2xo, 5o) 内 亦 恒 取 一 co。 证 毕 . 


类 似 定理 2 的 证 明 方法 ,我 们 容易 得 到 下 面 三 个 推理 (证 明 留 
给 读者 自己 完成 ): 

推理 1。 假设 定义 在 半 模 另 上 的 泛 函 p(x) 满足 

(i) 在 某 一 开 球 5(xo, 5o)C 内 泛 函 p(x) 的 值 有 上 界 ( 或 不 
取 十 co ); 

(i) 在 球 SC2xo， 6o) 内 p(x) 不 恒 为 一 co， 
那么 , 沁 函 p(*) 必 在 元 za 的 某 一 球 SCzo， 61) 内 的 值 是 有 界 的 ( 相 
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应 地 ,不 取 土 co)， 

推理 2， 在 半 模 上 定义 的 泛 孙 p(x), 如 果 在 某 一 开 球 
SCxro，56o) 内 的 值 有 上 界 且 不 取 一 0o, 而且 xol 二 25,, 那么 , 所 通 | 
P(x) 必 在 元 rz 的 某 一 球 S(x。o, 61) 内 的 值 是 有 界 的 . 

推理 3， 如 果 在 开 的 半 模 半 中 , 泛 函 p(x) > 一 oo 的 点 稠 于 
,并 且 对 于 马 内 每 一 点 ,泛泛 的 值 均 是 “局 部 有 上 界 ”的 ,那么 , 泛 
天 p(x) 的 值 在 之 内 的 每 一 点 也 必 是 “局 部 有 界 ” 的. 

利用 定理 2 的 证 明 方 法 ,还 可 以 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 3. 设 互 为 目 反 空间 , p(x) 为 已 内 某 一 凸 的 半 模 上 
定义 的 拟 次 加 凸 泛 函 ,其 满足 

Qi) 在 某 一 闲 球 S(x。, 66)CE 上 , 泛 函 px) 的 值 有 上 界 ; 

(i) 对 任 一 点 yESCxzo 6o)， 球 S(xo 十 7》，po)C3 均 含有 
pz) 志 一 co 的 点 ， 
那么 , 泛 函 plx) 在 闭 球 SCxo， 6。) 上 的 值 必 是 有 界 的 . 从 而 其 在 
SCz，5o) 内 均 是 连续 的 . 

证 。 由 $ 3.2 我 们 已 知 ， 当 凸 泛 函 在 S(x。o, 6o) 内 取 有 限 值 ， 
并 且 其 值 是 有 上 界 的 时 候 , 其 就 是 连续 泛 国 . 因此 ,我 们 只 要 证 明 
本 定理 的 前 一 部 分 结论 就 可 以 了 . 下面, 我 们 用 归 廖 法 证 明 。 

反之 ,如 果 泛 函 p(x) 的 值 在 球 5Cx。o, 5e) 上 是 无 下 界 的 , 则 必 
存在 一 元 列 {xs} 己 SCx。o，, 5o) 使 得 


pxn) = —n (n= 1,2,.….). 


MW ee 
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因此 , 当 注 意 到 二 的 月 反 性 时 ,由 $ 3.5 的 结果 知 ,必定 存在 一 
子 列 {xar} Cr}, 使 得 

zk 7) yo€ S(x0o,60) (RK—> co ). 
不 妨 设 元 列 {xs} 自 己 就 具有 上面 的 性 质 , 即 Xn CY 一 co ). 于 
是 利用 上 节 的 定理 5 则 知 , 必 有 {x,} 的 一 凸 组合 列 {ys}， 


A | ni 
> 其中， 了》 2 一 1, 0 之 2 过 1 
不 二 太一 挟 


. . R=nsn 人 二 1 mijn=1,2,...), 
使 得 
入 一 > Yo (2 一 co)， 


于 是 由 证 函 p(x) 凸 性 的 假设 还 可 以 得 到 
p(ya) 一 p( > sex ) < > p(x) Cn (2 一 1:2 . ) . 
R= 不 三 放 


最 后 ,应 用 定理 2 的 证 明 方 法 ,我 们 不 难 导 出 泛 冰 p(x) 在 球 
S(xo 十 yo: 60) 内 是 恒 取 一 00 的 , 因而 与 定理 的 假设 条 件 (i) 了 矛盾 . 
证 毕 ， : 
5| 理 .， 如 采 全 为 E 中 以 6 为 其 一 极限 点 的 半 模 ,p(x) 为 马 
上 定义 的 拟 次 加 泛 函 ， 且 设 有 一 元 列 {xs}C5, 使 得 x 一 6(n 一 
0) 以 及 p(xs) 一 一 co (zn 一 1,2,………), 那么 ,对 5 内 的 任 一 开 
集 G， 如 末 p(x) 在 其 内 的 值 均 不 取 十 co( 一 co)， 则 其 必 恒 取 
一 co( 十 co ). 

证 。 反之 ,如 果 有 一 点 ze GCS，, 使 得 p《xo) 所 一 co《〈 或 相 
应 地 ,十 co), 那 么 ,由 xo 是 G 的 内 点 , 故 可 设 有 某 一 球 Sxo, 60) CS 
G, 这 样 , 由 假设 可 知 , 泛 函 p(x) 在 SCm， 5o) 亦 均 不 取 十 co (相应 
地 ,一 co ), 故 对 于 任意 元 x $C(6,656) 门 6 ,由 于 xo 士 YESCxo，50)， 
因而 由 p(w) 的 拟 次 加 性 ,我 们 可 以 导出 


p(x) = plxo — (x, — +)1 > se, — p(xo ~— Xx) > —00,， 
(相应 地 ,p(x) 一 p[ (x 十 4) 一 xo] 之 2 — p(xo) 
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一 一 co); Vx€ $5(0, 5,)/S. 

从 而 ,与 定理 的 前 面 假设 矛盾 。 证 毕 . 

注 . 在 引 理 的 证 明 中 ， 我 们 还 可 以 看 出 ， 拟 次 加 谤 函 p(x) 
取 十 ce( 或 一 oo ) 的 点 集 均 是 目 密 集 . 

定理 4. 设 开 为 E 内 过 6 元 的 闭 超 平 面 ， 其 将 空间 分 为 两 
个 开 集 E, 和 E,; 泛 沙 p(x) 在 E, 的 某 个 开 半 球 5(09, 5o) 门 已 内 
均 有 p(x) 天 oo. 那么 , 必 有 

(i) 在 EE 内 均 有 p(x) 天 oo; 

(ii) 在 E, 内 如 果 元 x 使 得 p(x) 疡 一 9 ， 则 在 5, 内 均 有 
pz) 关 一 coj; 

(ii) 在 五 : 内 如 果 元 列 {ys} 使 得 恒 有 plyn) 一 一 co (2 一 1， 
2,"…') ,那么 ， 

1° 如 果 inf jy ,| 一 0， 则 在 E, 内 泛 沼 p(x) 恒 取 一 co ; 


2” 如果 inf{jlyj p(y) 一 一 co，y6BE 一 4 >>0， 则 在 EE 
内 存在 一 个 与 ZL 等 距 为 4 的“ 平行" 闭 超 平面 了 ,使 得 
(a) 在 E, 内 的 闭 超 平 面 Bo 与 L 之 间 , 泛 了 泡 p(x) 取 有 限 值 ; 
(b》 除 了 西 ; 以 及 本 与 耳 之 疗 的 部 分 外 , 泛 冰 p(x) 在 五 内 
的 其 余部 分 恒 取 一 co ; 
(c) 在 ;内 , 泛 光 p(x) 恒 取 十 oo 


信人 DC 
1> ~ 
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证 。 由 泛 永 p(x) 的 拟 次 加 性 ,上面 的 结论 (i 是 明显 的 ; 而 
当 注 意 到 $ 4.1 的 引 理 2, 并 利用 上 面 的 结论 (i) 时 ,这 里 的 结论 (ii) 
也 可 由 归 廖 法 直接 得 出 ;至 于 结论 Gi) 中 的 1 可 以 由 结论 (i) 及 前 
面 的 引 理 中 的 结果 导出 : 结论 ( 沿 ) 的 (2°) 中 的 (a) 是 明显 的 ,只 要 
从 (及 了 一 四 一 infld(y HolpG) 一 一 22;76E 开 所 便 知 ; (iii) 
(2°) 中 的 (c) 同样 可 以 由 $ 4.1 的 引 理 2 推出 ， 余 下 来 的 ,我 们 只 
要 验证 一 下 结论 (iii) 中 (2°) 的 (b) 就 可 以 了 . 

首先 ,由 超 乎 面 的 性 质 可 知 ,存在 一 有 界线 性 泛 通 如 6 五 ， 使 
得 在 E; 内 , 均 有 folx) 0， 并 且 

HI, = {x|f(x) = 0,x€ E}. 
今 做 一 个 闭 超 平面 
I = {x|fo(x) =d.: [fl], x € E}, 

由 隔离 性 定理 我 们 可 知 , Vxi€ TH, 3h€ E*, 使 得 


1 ，x 一 Yi _ 1 
f(x) = {» en hl 一 Fy 


但 由 超 平面 的 性 质 可 知 ( 参 看 $2.1 习题 9) ,存在 常数 c, > 0, 使 得 
IF 一 cl， 因而 推 得 7 
1 = ACHD, 一 cifoC x1) 一 cid|lfo 一 | 一 Zn) 


也 即 dr, Do) 一 4. 于 是 可 知 I 上 任意 一 点 到 并 的 距离 均 为 生 
数 4， 即 鹉 与 五 是 相距 4 的 “平行 ' 闭 超 平 面 . 

其 次 ， 对 于 在 E, 内 除了 亚 以 及 互 :与 于 之 间 部 分 以 外 之 的 
任 一 点 y， 同 样 由 闭 超 平面 的 性 质 可 知 ， 必 有 jy) > df 从 
而 , 由 可 取 El 中 元 列 {ya}, 使 其 有 p(ya) 一 一 ow 一 1)2，…) 且 


' 


if yal 一 4 > 0 的 假设 可 知 , 对 正 数 5 一 二 (人 i 一 4) 必 存在 


一 正 整数 mm， 使 得 |, 二 4 十 5， 由 此 可 得 fy) 一 站 py 
二 (4d 十 8)llf|、 所 以 , 当 注 意 到 6 的 假设 时 ,可 导出 


foly yn0) 一 f(y) 一 fo ys,) 一 foly) 一 (2 十 6)||fol 
1) 反之 ,如 4<di， 则 由 所 设 ， 知 plx) 在 开 半 球 5(64) NE， 内 均 可 有 限 
家 ,与 4 所 设 义 盾 ， 
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fC) — 3 C9) + op) ~ 3 Coy) 一 2 


—6. |fll > 0. 
因此 元 y 一 ys,€ B1、p(y 一 yr,) < co。 最后， 由 泛 世 p(x) 的 拟 
次 加 性 ,立即 可 得 
p(y) SRIply — yy) + ply)] 一 一 co， 
此 即 p(y) 一 一 eo。 便 得 出 了 结论 Gii)(2°) 中 的 (b). 证 毕 ， 
(二 ) 

下 面 讨论 由 拟 次 加 泛 函 不 取 十 oo 值 的 点 集 所 产生 的 一 类 半 模 
5 一 {xijp(x) 二 co ，x€E} 的 结构 问题 。 首先, 我 们 给 出 下 面 的 
一 个 结果 : z 

定理 5。 设 泛 函 p(x) 在 互 内 有 取 +oo 的 点 . 那么 , 或 者 
p(x) 一 十 co 的 点 稠 于 五 ,或 者 在 已 内 存在 一 元 xs 和 “ 低 一 维 ” 的 
闭 子 空间 E。, 以 及 E。 上 的 某 次 加 泛 通 加 (y) ,使 得 

”() 泛 函 poly) 在 E。 的 任意 球 5Cy, 7) 内 的 值 都 是 有 界 的 。 

(i)》 半 模 = {xlp(x) 二 00,x€EE}C{y 十 pxolp 守 poly), 
y € Eo}. 

证 。 如 泛 冰 pl*) 二 十 co 的 点 不 稠 于 E, 则 必 有 一 球 SCxo,66) 
之 E (不 妨 设 x。* 9) 使 在 其 内 均 有 plx) 二 co0， 凤 有 S(xo, 50》 
CS, 

现在 ,对 元 * 应 用 Hahn-Banach 的 推论 , 知 3fo€ BE*, 使 得 

fl 一 1， foCxo) 一 zj . 
对 fo 我 们 做 一 闭 超 平面 ， 
Eo= {xr|fol(x) = 0,x EE}, | 

由 前 面 的 讨论 显然 可 知 ，E。 是 比 B“ 低 一 维 ” 的 闭 子 空间 ， 并 且 
Vx € EE, 必 有 唯一 的 分 解 式 


XT = yr prxo (其 中 ,ys EF,,pz 一 


pe) ) 


[ze 
由 此 ， 再 设 集 2 一 (yx|x€ 323， 根据 上 面 分 解 式 的 唯一 性 显 
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然 可 知 ，3 亦 为 子 空 间 E。 内 的 半 模 ， 并 且 由 于 S(xo,so)C3E， 故 
对 于 任意 元 y € Eo, 只 要 区 一 50 出 ] 7 十 xzo6Ez， 从 而 y€ 2o， 此 
即 零 元 6 亦 为 Bo 内 半 模 2 的 内 点 ,因此 , 2 一 也 

现在 ,在 子 空 间 BEB。 上 定义 浸 函 我 们 先 令 集 扣 一 卫 十 {axo| 
a 一 0}, 然后 定义 放 函 

poly) = inf{ply + pro€ Sy € Eo}. 

由 于 Vy€ Eo， 由 3 一 Eo 可知 ， 必 有 元 yx € Bo, 使 y = y.€ Bo. 
再 则 ,根据 3 的 定义 , 知 元 x 一) 十 pzxo€ 2， 从 而 对 任意 数 a 二 
0, 必 有 


图 4.13 


x+ 十 Qaxo = yy 十 (pi 二 a)ro € SS, 
放样 ,由 泛 函 po 的 定义 ,可 得 到 
Poly) 一 polys) = inf{ply; + pxo€ S,y € Eo} < ps 一 co， 
由 此 也 即 导 出 , 上述 的 p(y) 力 是 在 全 空间 Be 上 有 定义 的 不 取 co 
的 沦 函 ， 并 由 S 及 卫 所 设 , 还 知 其 是 次 加 的 . 
此 外 ， 注 意 到 当 | 中 < % 时 (76 E,)， 由 于 均 存 在 着 相应 的 


正 整数 x, 使 得 |， 一 血 | 一 5 因而 由 


nn 


( 一 一 32) 十 XoE€ S(xo, 60) CE, 


便 可 推出 
9 31l2. 


9 十 zxo 一 [一 至 ) 十 吉 | 十 之 < 后， 
因此 ,我们 就 得 到 
poly) El, Vy€S(0,60) CECE,. 

而 另 一 方面 , 当 注 意 到 论 函 p(x) 在 空间 五 内 有 取 c 的 氮 的 假 
设 时 , 由 瑟 定 义 及 $ 4.1 引 理 1( 逆 否 命题 形式 )， 可 导出 -axo 和 Z， 
Ya>>0.， 从 而 亦 有 -axo 妆 S. 这 样 ,又 可 得 到 po(8) 之 0. 因此 ,当下 
次 应 用 $ 4.1 引 理 2 时 ,立即 可 推出 , 泛 冰 poly) 在 空间 有 的 任意 
球 S(y， +) 内 的 值 均 是 有 界 的 ,此 即 得 出 本 定理 的 结论 (i， 

最 后 ， 如 果 设 p* 一 inf{ply 十 pxo€2，y&€ Eo}, 根据 下 确 
界 性 质 可 知 , Ve > 0,3s,0 委 ss 一 E) 使 得 y 十 (px 十 ge1)xo€ 5 
于 是 , 便 有 

”十 (px 十 5 十 5)xo 一 [7 十 (o* 十 si)xro]l + exo€ 6G, 
因此 ,可 导出 

poCy) 一 inf{p|y 十 pro € 与 ，》《 E 委 扩 十 6 十 8， 

由 的 任意 性 及 以 上 的 讨论 可 得 到 

po(y) = inf{ply + pro ES,yE En}p* 

= inf{p|y + pxro€ BS,y € Eo}. 
所 以 ， 也 即 推 得 ， 对 于 任意 的 元 x EE 了， 在 其 唯一 的 分 解 式 x 一 
yx 十 prro 中 , 必 有 关系 式 
polyx) SE px. 

从 而 得 到 了 本 定理 的 结论 (ii): 

x = yr prro€ {y+ prolp > poly), y € Eo}. 
证 毕 . 

为 了 得 到 下 面 的 推论 ， 由 下 极限 的 性 质 以 及 泛 函 的 拟 次 加 性 
不 难得 出 下 面 的 一 个 引 理 (证 明 留 给 读者 完成 ). 

引 理 . 如 果 p(x) 为 空间 E 内 以 6 为 极限 点 的 半 模 6 上 的 
一 个 -~- 氢 次 加 泛 冰 ,那么 , 如 果 设 im p(x) 一 和 为 有 限 值 时 , 则 


x 
克 蕊 名 


当 大 > 二 时 ， 必 有 7 之 0; 而 当 《 二 广 时 , 必 有 4 < 0. 
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由 定理 5 及 这 里 的 引 理 ,可 得 到 下 面 的 定理 : 

定理 6。 当 卫 一 {zlp(x) 二 00,x€E EE} , 且 其 开 核 号 包 
含 E 中 基 球 U(xo) 和 “射线 " 集 {axola 二 0} 时 , 集 的 “边界 ”将 
由 某 一 个 “ 低 一 维 ” 的 闭 子 空间 E, 及 其 上 定义 的 一 次 加 泛 了 沼 po 所 
确定 的 集 C 一 {y 十 poly)xoly€ Eol 给 出 ,并 且 

(i) 泛 轩 poly) 在 Eo 的 任意 有 界 集 上 的 值 均 是 有 界 的 ; 

(i) 泛 图 p(y) 在 E,。 上 是 连续 的 , 且 有 po(9) 一 0. 

证 。 上 面 定理 的 结论 除了 (Gi) 以 外 , 均 是 定理 5 的 直接 结果 ， 
只 要 将 这 里 的 集 卫 作为 那里 的 集 5 就 行 了 .下 面 来 推导 (ii). 

Ye 二 0, 由 设 exo€ 了 了 了, 故 知 , 36 二 0， 使 当 | 省 <sCVye E,) 
时 ,就 有 y 十 exo€ 5。 故 从 poly) 的 定义 则 有 poly) 三 6。。 也 即 

him p(y) = 0, 

这 样 ,由 前 $3.2 中 注 9 则 可 导出 所 求 结论 。 ”证 毕 . 

为 了 将 讨论 深入 一 步 ,下 面 先 介绍 三 个 引 理 . 

引 理 1。 设 了 为 线性 空间 E 内 的 半 模 ， 那么 ， 其 凸 包 cov 王 。 
亦 为 互 内 的 半 模 ， 

证 。 我 们 用 归纳 法 证 明 在 荆 中 任意 两 个 "由 不 多 于 二 个 元 所 
组 成 的 凸 组 合 ” ,它们 的 和 仍 是 属于 covz 的 . 此 结论 当 7 = 二 1 时， 
由 上 是 半 模 ,显然 是 成 立 的 ;如 果 当 二 一 1 时， 上 面 的 结论 也 
对 , 那么 , 当 7 二 时 ,如 果 设 x*，y 是 两 个 “由 中 不 多 于 个 元 
所 组 成 的 凸 组 合 “( 这 里 , 当 这 两 个 凸 组 合 的 元 的 个 数 均 小 于 & 时 ， 
结论 可 由 前 面 归 纳 的 假设 而 得 到 ): 

友 Ls 
2 一 2) hixis y= 2 Wiyi 


i 二 1 一 1 


， ， 
(其 中 ， 不 妨 设 0 和 1 和 1， 0 委 65 和 | ， 2) 4 = >, = 1， Tis Ys 


i 二 ] i=1 


《zz 一 1，2，.…， 8)， 则 有 : 当 和 从 一 工时 ， 


Rl1 
z 十 一 ApkCzk 十 yn) 十 (1 pn) (x 十 > 一 全 一 yj 
i=1 FAX 
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大 A K—1 
z+ I Ot Dy) py = Mrk 一 Dix + payk 
了 二 1 


一 工 一 工 


十 之 ， py 一 Ax 


十 pk 士 《1 D3 


yi 
= [二 六 
太一 1 2 
[x 十 yk) 十 《1 一 "13 1 一 
i 二 1 一 1. 
十 5 让 十 (px Lx) (om 十 3 x; )) 
i=1 1 一 1 1 - - A 
当 1 和 AL 时 ， 
Ee kl 
ls 
paCx# 十 从) 十 (1 一 10( 袜 : 
一 1 
k—1 
十 > ) 一 名 站 十 (太一 pa) (a ); 
一 1 时 Hk i=1 | -人 Hk 
当 px < A 时, 


但 是 ,根据 归纳 法 的 假设 可 知 , 在 上 面 两 种 情况 的 关系 式 中 ， 其 每 
一 个 括号 内 的 元 均 是 属于 集 cov 的 。 再 注意 到 关于 凸 包 的 性 质 
COV (covE ) 一 cov 了 ， 立即 便 可 导 得 x 十 y€ COV 之 。 此 即 证 明了 我 
们 前 面 的 论断 . 

其 次 ,注意 到 了 二 的 凸 包 cov3 轧 是 由 了 的 有 限 个 元 的 凸 组 合 
所 成 的 集合 ,因而 ， 上面 得 到 的 结论 也 说 明了 cov3 中 的 任意 两 个 
元 之 和 仍 是 属于 cov3 的 ,也 即 cov3 亦 为 半 模 ,证 毕 . 

引 理 2 . 如 果 扣 为 互 内 的 一 “角形 半 模 ,那么 = 6, 从 
而 有 S 十 ECE. 

证 。 先 证 明 6 的 “内 核 ” 就 是 6 自己 .为 此 ,只 要 证 明 ,Vz 
& SS, 3SCro, 60o)( 球 ), 使 其 内 含 一 球 S(xi， 61)， 有 SCr 6) NS = 
遂 ( 故 xzo 不 能 为 8 的 内 点 ) 就 可 以 了 .下面 证 明 这 一 事实 ， 
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首先 ,由 于 全 为 角形 半 模 ,因此 ,由 定义 《以 6 为 极限 点 的 开 

集 ) 可 知 ,对 于 开 集 S$S(98,60) 人 站 6 而 言 , 必 有 一 球 

S(y, 60)CS(0, 6) NGS. 
从 而 可 导出 S(xo 一 y;60)CSCxo，6o)《 事 实 上 ,VxE€5S (xoy,60)， 
由 于 ， 儿 (一 xz 十 zx 一 证 一 jz 一 人 一切 玫 和 6, 且 
《一 zx + xo) € S(y, 60)CS(0, 60). 因此 有 x 一 xl 一 | 一 * 士 zol 
< 6。， 也 即 有 x€S(xo, 6,)，). 

其 次 ,我 们 有 5S(x, 一 y,5) 人 1S 二 忆 . 事实 上 , 如若 不 然 ， 存 

在 一 元 ut SCxo ”~ 560) NS. 那么 ,由 于 
[xo — ww) — y= | oy) — ll < 8, 
故 知 ze 一 uw€5SCy, 60o)C6S， 从 而 由 全 的 半 模 性 质 可 以 导出 zx 一 
(xo—u) + utS. 
与 zo 的 原 设 巴 盾 。 因 而 证 得 本 命题 的 前 半 有 段 结 论 ， 

最 后 ,由 于 半 模 的 闭 包 必 仍 为 半 模 , 因而 可 得 6 十 SC6E. 但 
由 于 是 开 集 ， 因 而 可 知 集 S 十 8 的 每 一 点 都 是 SS 的 内 点 ， 从 
而 由 上 面前 半 段 结论 我 们 立即 可 得 6 + 5C 一 6. 证 毕 . 

下 面 的 引 理 是 引 理 2 ?的 一 个 直接 推广 : 

引 理 2.。 设 65 为 E 内 的 角形 半 模 ,那么 ,有 

covS 十 covGCcovS. 


证 。 首先 ,由 引 理 1 可 知 ， 此 时 集 covS 亦 为 半 模 ; 此 外 ,由 
凸 包 的 性 质 和 6 开 集 的 假设 ,不 难 验 证 covS 仍 是 开 集 ;同样 地 ,出 
S 以 6 为 极限 点 , 当然 可 知 cov6 亦 应 如 此 ， 因 此 , cov6 也 是 互 内 
的 角形 半 模 。 这 样 ,由 角形 半 模 的 特性 ，( 引 理 2°) 我 们 立即 就 可 
得 到 本 命题 的 结论 ,证 毕 ， 

引 理 3。 设 E 为 自 反 空 间 , 3 为 内 以 6 为 极限 点 的 半 模 . 
那么 ,在 E 内 必 存 在 一 元 % 使 得 开 “ 射 线 ”{pyolp > 0}C cov3. 

证 。 我 们 不 必 谈 了 = 的 平凡 情况 . 今 设 非 零 元 列 {x,}C3， 


使 得 有 zx。 一 0(n 一 0)。 由 于 {jE} C59， 1 , 故 由 自 反 空间 的 
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竹 质 可 知 ， 此 闭 单位 球 上 的 元 列 必 在 在 一 子 列 “ 弱 收 敏 于 y。€ 
3g， D ,不妨 设 此 子 列 就 是 9 自己 ， 即 有 


yo (n> 00). 
Ee | “本 ) 
从 而 由 Ascoli-Mazur 定理 的 推论 ($ 3.3 推论 1 ) 便 可 推 得 ， 对 任意 
正 整数, y。 均 属于 元 列 { 关 | ,>* 所 张 成 的 闭 凸 包 ， 也 轰 


yo€ NN or | 
因而 ,我 们 就 可 得 到 一 元 列 {yj 


-之 次 让 
1,2，-…-) 
使 得 7K 一 > 7 (& 一 oo). 
下 面 证 明 此 元 即 为 本 定理 所 求 之 元 。 事实 上 ，Vo 二 0， 令 


mi; 一 [ 商 可 二 (其 中 [a] 表示 小 于 a 的 最 大 整数 )， 并 注 


> — 1 0 和 2 1, 


意 到 |x 一 0 6 一 co) 的 假设 ， 由 极限 论 的 知识 可 导出 关系 式 
lim millx;| 二 p. 因此 ,Vs 汪 > 0,3 纪 (自然 数 ), 使 得 当 i > 加 时 ,就 有 


£ 
[mi x 一 po| < pe 


另 一 方面 ， 又 由 pyr™> pyo (Rk 一 co)， 故 知 ， 34 《自然 数 )， 使 当 
《全 如 时 ,就 有 


||pyx 一 pyol| 一 pe 
今 设 元 列 允 一 > Nm xi( 一 1，2，…), 对 上 述 的 正 数 6 , 当 


取 正 整数 > max(io, ko) HT ;5 导出 
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|¥x — eyoll < [yi — pyal + lpyr — pyo 


< 这 Oo8rr -m+ 
Vi 


< So -oe 疡 
< > ?名 二 十 二 一 


此 即 lim 了 yx 一 pyo. 

最 后 ,由 是 半 模 的 假设 , 可 知 mixi; ECi 一 多 十 1，*……， 
zk 一 1，2，……*)， 而 元 列 {74}Ccov53， 也 即 导出 了 oyoe cov2 
对 任意 正 数 2 均 成 立 ， 证 毕 . 

有 了 上 面 的 三 个 引 理 ， 我 们 就 可 以 得 到 在 自 反 空间 上 的 某 一 
类 拟 次 加 泛 函 ， 它 们 不 等 于 十 co 的 点 集 所 组 成 的 半 模 的 特征 。 其 
可 由 下 面 定理 给 出 ， 

定理 7.。 设 E 为 和 月 反 空 间 , 泛 阔 p(x) 在 互 内 有 取 十 oo 的 点 ， 
日 集 人 6 = {xip(x) 二 o0. ze 万 ;为 以 6 元 为 极限 点 的 开 凸 集 ( 凸 
的 角形 半 模 )。 那 么 , 在 E 内 存在 着 一 个 “ 低 一 维 ” 的 闭 子 空间 E，。 
和 其 上 的 茶 次 加 泛 冰 po 及 一 元 xo& Eo, 使 得 

(i) 集 的“ 边界” 由 集 C = {y 十 poly)xoly € Bo} 来 确定 ; 

(ii)》 泛 奖 poly) 在 Bo 内 任意 有 界 集 上 的 值 均 是 有 界 的 ; 

(iii) 泛 落 poly) 在 E。 上 是 连续 的 , 且 有 po 0) 一 0. 

证 。 由 引 理 3 可 知 ,在 五 内 存在 一 元 m， 使 得 开 “ 射 线 ” 

{pyolp > 0} CeovS = &,. 

今 取 集 人 S 中 一 元 zo。， 并 令 元 xo 二 yo 十 zo， 下面 证 明 此 元 x 

即 为 本 定理 所 求 之 元 ,事实 上 ,对 任 给 的 正 数 p, 有 


2 


pzo 十 (1 一 2) 


六 yo， 当 p -< 一 1 时 ; 


pxo = p(yot 20) = 9{(p)ao+ [1— ek + {[p]z, 
十 [p 一 (1 一 《p))]Jyo}, 当 Pp 实 1 时 
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《这 里 , (p), 上 pj] 分 别 表示 数 P 的 “小 数 部 分 ”与 “整数 部 分 ”)， 而 
由 全 是 一 个 是 的 角形 半 模 和 关于 三 集 的 内 点 与 边界 点 “联结 线 
段 上 的 点 的 性 质 ( 参 看 $ 3.2) 以 及 引 理 2 的 结果 ， 我 们 立即 可 知 
上 面 的 元 pxo 一 plzo 十 yo) & S， 也 即 推出 了 射线 集 {pxolp > 
0}CS。. 注意 到 S 是 开 集 的 假设 ,立即 可 以 看 出 ,定理 6 的 结论 是 
成 立 的 ,也 即 得 到 了 本 定理 的 结论 GD ,(i) ,(iii); 证 毕 。 


习 题 


1. 试 证 明 本 节 定 理 1 前 面 的 引 理 ， 
2. 试 证 明 本 节 定 理 2 后 面 的 三 个 推理 . 


3. 设 马 为 E 内 一 以 8 为 极限 点 的 半 模 ,K+) 为 人 上 定义 的 氢 次 加 泛 消 . 
斌 证明: 如 果 [im P(X)= —00, 那么 , 当 在 S 中 存在 一 开 集 G, 使 得 泛 函 p(*) 


| 
名 


在 5 内 的 值 有 上 界 时 ,在 G 内 恒 有 zx) = 一 co。 
4. 在 上 题 的 假设 下 , 当 在 6 中 存在 一 开 集 ,使 得 泛 函 xx) 在 cnG 内 
的 值 有 有 下界 时 ,在 GnG 内 恒 有 pC*) = +o0， 
5 。 试 证 明 本 节 注 . 
6. 举例 说 明 : 在 一 以 9 为 极限 点 的 半 模 全 上 定义 的 拟 次 加 泛 函 pCx)， 
(i) 其 取 + co 和 一 co 的 点 是 可 以 彼此 稠密 的 . 
(ii) 其 取 + ceo, 一 co 与 取 有 限 值 的 点 是 可 以 彼此 稠密 的 ， 
7 . 试 证 明 本 节 定 理 6 前 面 的 引 理 . 
8. 设 P 为 赋 范 线性 空间 E 内 的 一 个 “线性 半 群 ”[ 即 有 关系 式 P 二 
PCP;ApCP, (4 之 0)], 并 设 BSPp【《 此 时 P 称 为 “实心 的 ”)。 试 证 明 : 
(i) 当 w€P 时 , 必 有 24€B (VY4>0). 
(ii) 对 任意 元 x EE, 必 有 “分 解 式 ”x 一 一 四 其 中 ,we ve 
9. 试 证 明 在 赋 范 线性 空间 E 的 单位 闭 球 5C0, 1)， 上 定义 的 “ 数 值 有 
界 ” 的 泛 函 的 全 体 B*, 当 定 义 加 法 , 数 乘 如 常 ,而 范 数 定义 为 
lell = sup |alx)|, Ve=g8(x)€ B*, 
时 ,其 构成 一 个 Banach 空间 ,而 下 内 的 一 切 (数值 有 界 )“ 次 加 ”“ 非 负 ” 渤 函 
的 全 体 cy 构成 B* 内 的 线性 半 群 . 
10. 在 上 题 假设 下 , 试 证 明 ; 对 于 任意 的 泛 画 ge 8*, 必 有 分 解 式 
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其 中 ， 
9 ji EC 
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第 五 章 。” 开 映 象 定理 与 二 图 象 定 理 


作为 线性 分 析 三 大 基本 原理 之 一 的 开 映 象 定理 ， 在 泛 冰 分 析 
中 同样 起 着 十 分 重要 的 作用 ,在 本 章 我 们 将 讨论 它 . 同时 ,我 们 也 
将 讨论 在 理论 与 实际 中 应 用 十 分 广泛 的 闭 线性 算 子 的 一 些 性 质 ， 
共 利 用 开 映 象 定理 的 推理 来 讨论 赋 范 线性 空间 中 的 可 数 基 问题 . 


4 5.1. 闭 线 性 算 子 


在 大 量 理论 与 实际 问题 中 见 到 的 线性 算 子 并 不 都 是 连续 (有 
界 ) 的 ,其 中 最 常见 的 一 类 ,就 是 所 谓 “ 闭 线性 算 子 ”( 例如 ， 微 分 算 


子 也 ). 下 面 我 们 就 要 讨论 它 . 


(—) 

定义 1， 设 五 ,E, 均 为 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 ，E XE, 为 它们 
的 积 空 间 《 由 $ 1.4 知 其 亦 为 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 )。 如 果 代 为 从 EE 
内 到 E, 内 的 算 子 ， 其 定义 域 为 镍 (T)CE, 值 域 为 %(T)CE,， 
那么 ,我 们 称 积 空 间 E X E, 内 的 集 

G(T) = {Cr,y) xr€E BW(T), y= Tx €E % (TD) 

= {(r, T(x)) Ix € BT)}. 

为 算 子 工 的 图 象 ， 而 一 个 线性 算 子 工 称 为 是 闭 的 ,是 指 其 图 象 
G(T) 是 Xx E, 内 的 闭 集 , 

注 1。 为 了 从 五 内 到 EB, 内 的 线性 算 子 T 是 闭 的 ， 必 须 且 只 
须 其 满足 条 件 ,V{x,}CB(T)， 只 要 x 一 x(€E), T(x,) 一 
yCE€ EE) (n~> 0), 则 必 有 x€ gD(T)，T(x) 一 y (也 有 的 书 以 此 
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来 作为 闭 线 性 算 子 的 定义 ). 

注 2, 如 果 上 述 线性 算 子 工 存在 “着 算 子 ”T- ( 即 有 了 使 
多 (TT) 与 WY(T) 一 一 对 应 ), 那 么 ,T 闭 与 T-! 闭 是 等 价 的 ， 

注 3。 设 G 为 积 空 间 E x E, 内 一 线性 子 空间 那么 , 为 了 G 
是 一 个 (由 互 内 到 E, 内 ) 线 性 算 子 工 的 图 象 , 必 须 且 只 须 其 满足 条 
件 当 (90,y) EG 时 , 便 有 y 一 0. 

定义 2。 设 Ti, T, 均 为 由 空间 E 内 到 空间 E, 内 的 线性 算 
子 , 其 定义 域 分 别 为 多 (T), 多 (T,) 如 果 多 (TI)C 9B(T,). 且 有 

z T(x) = Ti(x), Vr € WB(T), 
则 我 们 算 TT 为 工 的 扩张 (线性 ) 算 子 ( 有 时 记 为 TCT,). 

由 定义 2 以 及 注 1 ,\ 注 3 ,我 们 可 以 得 到 下 面 有 关闭 的 扩张 算 
子 存 在 的 一 个 定理 : 

定理 1。 设 工 为 从 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 互 内 到 ,内 的 线性 算 
子 . 那么 ,为 了 T 工 存在 闭 的 扩张 算 子 ， 必 须 且 只 须 其 满足 条 人 
Vixnzj} 忆 BD(T), 只 要 

xz 一品 T(x,) >y (2 一 co)， 
则 必 有 yy 一 6. 

证 ，1) 一 > ” 当 工 存在 闭 线性 扩张 算 子 企 时 ,由 注 1, 我 们 
从 下 的 闭 线性 可 导出 ， 当 x, ->0，T(xs) 一 y (n> co) 时 ， 必 
有 个 (6) 一 y; 由 于 个 是 线性 的 , 故 得 到 y = 6. 

2)“ < 二 ” 由 于 G(T) 是 ExE, 内 的 线性 子 空间 , 故 GCT) 
亦 是 。 此 外 ,从 定理 假设 可 知 , 当 (9,y)€ G(T) 时 , 必 有 y= 0. 
因而 由 注 3 可 知 ,GCT) 必 为 一 个 (由 内 到 E, 内) 的 线性 算 子 个 
的 图 象 ， 由 定义 工 还 知 企 为 闭 线性 算 子 , 并 从 G(T)cGCT) 不 
难看 出 个 是 工 的 扩张 算 子 ， 证 毕 . 

下 面 , 我 们 给 出 关于 闭 线 性 算 子 的 几 个 基本 的 定理 ， 

定理 2. 设 T 为 从 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 E 内 到 E, 内 的 连续 线 
性 算 子 .那么 ,只 要 CT) 是 五 内 的 闭 集 , 则 工 必 为 闭 算 子 :反之 ， 
当 E, 是 完备 空间 ,了 为 ( 强 ) 有 界线 性 算 子 时 ,其 逆 命 题 亦 真 . 
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证 。 我 们 先 来 证 明定 理 的 前 半 段 命题 。 事 实 上 ， 当 设 元 列 
{xs} 忆 DD(T) 满 足 条 件 
xp > Xo T(rs) > yo (2 一 oo) 
时 ,由 必 ( 了 T) 是 E 内 闭 集 的 假设 可 知 ，xo€ 多 (TT). 从 而 注意 到 工 
的 连续 性 ,我 们 就 可 导 得 
T(x:) > T(xo) (2 一 co). 
而 由 极限 的 唯一 人 性， 我们 就 可 得 到 T(xo) = %， 即 工 是 一 个 闭 算 
本， 
下 面 证 明定 理 的 后 半 段 命题 。 首先, 由 于 工 在 2(T) 内 是 一 
有 界线 性 算 子 ,因此 , 当 设 其 一 上 界 为 时 ,VY{x,}CB《(T), 如 果 
有 
rn xo (n> 00), 
则 有 
Tx) — Tra)) = TCx, 一 zw) 
委 有 zx 一 xz 直 一 0 (x,p— 00). 
如 {T(zs) 为 空间 E, 内 的 一 Cauchy 列 ， 因 而 由 空间 E, 的 完备 性 
假设 可 知 ， 习 yo《 E,, 使 得 
T(xa) 一 加 (n— 00). 
最 后 ,注意 到 全 为 闭 算 子 的 假设 ,由 上 面 {x,},{TCx,)} 的 关系 式 可 
导出 T(x0) 二 和风 zxo6 多 (T)， 从 而 证 得 多 (T) 为 中 的 闭 集 . 
证 毕 。 
注 4. 由 于 上 面 的 算 子 工 可 以 视 为 线性 空间 玫 (CT) 上 定义 
的 线性 算 子 ,因此 ,由 $ 2.1 可知， 当空 间 E( 从 而 空间 多 (T)) 是 
赋 范 线性 空间 时 , 工 的 强 有 界 性 可 用 其 连续 性 来 代替 ; 然而 , 当空 
间 是 赋 准 范 线性 空间 时 , 这 样 的 代替 却 是 不 行 的 ( 那 时 ,从 线性 
算 子 的 强 有 界 性 可 以 推出 其 连续 性 ,但 反 过 来 却 未 必 成 立 )。 
由 上 南 的 定理 2, 我 们 不 难得 到 下 面 的 推理 : 
推理 如 果 芽 为 “完备 ”的 赋 ( 准 ) 范 线 作 空间 5 内 到 另 一 赋 
( 准 ) 范 线性 空间 E, 内 的 连续 线性 算 子 , 且 其 逆 算 子 :也 《存在 
且 ) 是 强 有 界 算 子 , 那 么 , 只 要 BP(T) 是 闭 集 , 则 %(T) 也 是 闭 集 ， 
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证 。 首先， 由 定理 2 的 前 半 段 命题 我 们 可 知 ,此 时 ,由 本 命题 
的 假 右 条件 可 以 导 得 工 必 为 闭 的 线性 算 子 。 其次， 注意 到 本 节 注 
2 ,我 们 可 导出 工 的 着 算 子 Tm! 也 是 闭 算 子 。 最 后 ,对 有 界 闭 算 子 
T*! 再 次 利用 上 面 定理 2 的 后 半 段 命题 ,可 导出 多 (TT ) 二 %Y(T) 
也 是 E, 内 的 闭 集 。 证 毕 . 

注 5。 根据 定理 2 与 推理 可 知 , 特别 地 ， 如 果 工 是 定义 在 全 
空间 互 上 的 连续 线性 算 子 ,那么 , 它 必 是 闭 算 子 ; 而 当 互 是 完备 空 
间 时 ,如 果 TI (存在 且 ) 是 强 有 界 算 子 , 则 2 (CT) 必 为 闭 集 . 

注 6。 由 上 面 定理 可 知 , 当 所 涉及 的 ,EB, 均 是 完备 空间 时 ， 
便 有 (i 如果 工 是 强 有 界线 性 算 子 ， 则 工 是 闭 算 子 与 多 (T) 是 闭 集 
是 等 价 的 ; (i) 如 果 工 与 T7! 均 为 有 界线 性 算 子 ， 则 如 (TT) 是 闭 集 
5%(T) 是 闭 集 是 等 价 的 。 

注 7。 在 定理 2 及 其 推理 中 ， 当 条 件 不 满足 时 , 结论 未 必 成 
立 。 例 如， 对 定理 2 而 言 , 当 儿 (T) 在 E 内 不 闭 的 时 候 ， 其 上 定 
义 的 有 界线 性 算 子 则 未 必 是 闭 算 子 ;反例 可 举 以 Ca，5] 中 “多 项 
式 全体 之 Co[lz, 4] (参看 $ 1.5) 作 定义 域 的 么 算 子 Co, 吻 知 ， 其 
在 Cofa, 2] 上 显然 是 有 界线 性 算 子 , 但 其 不 满足 闭 算 子 的 定义 . 
如 对 上 推理 而 言 , 当 GZ(T) 不 是 闭 集 时 、， 其 结论 也 未 必 是 成 立 的 ; 
反例 可 取 多 (T) 上 定义 的 么 算 子 即 可 . 

注 8。 一 般 说 来 , 闭 线 性 算 子 未 必 是 连续 的 ,反例 如 下 . 

反例 .、 在 C[0, 1] 内 定义 的 微分 算 子 


i[r, 
T(x) | (z)]， 


Vr 一 rnDe BT) = E 


为 团 而 不 连续 的 线性 算 子 . 

验 。 T(x) 在 多 (T) 上 为 线性 算 子 是 明显 的 至 于 T(x) 的 不 
连续 性 可 由 其 在 静 (T) 上 的 无 界 性 得 出 . (事实 上 , 当 取 元 列 {x,} 
一 { 刀 } 时 ,由 于 || xz 一 1(2 一 1,2,，……), 因 此 ， 


1TGra 儿 一 1 让 一 | 由 = 了 一 oo (一 co)， 


dxft 
四 E CT10， 1]|， 
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下 面 验 证 TT 的 闭 性 。 当 设 元 列 {x,}C F(T) 满 足 条 件 
ra -> tos T(xn) >yo (7 一 co) 
时 ,由 于 空间 C{0, 1] 中 的 收敛 就 是 函数 在 [0,1] 上 的 "一致 收敛 ， 
故 根据 上 述 得 到 
xn(z) 一 祝 xo(t)《 连 续 的 ), rx,(z) 一 > yo(z) 
(一致 ) (一 致 ) 


(n— 00), vir€E [0,11. 
从 而 由 数学 分 析 的 知识 我 们 可 知 , xolz) 亦 是 具有 连续 导 函 数 的 ， 
并 用 有 
X07) = yolt), Vi€El0,1); 
此 即 导 出 了 xee 久 (T)，T(x6o) 一 yp， 因而 是 一 个 闭 线性 算 子 ， 
《二 ) 
下 面 , 我 们 讨论 线性 算 子 了 的 共 轿 算 子 T*, 我 们 首先 给 出 下 


面 的 定理 : 
定理 3. 设 工 为 从 赋 范 线性 空间 五 内 到 E, 内 的 线性 算 子 ， 


并 有 如 (T) 一 EE， 那么 , T* 必 为 定义 在 某 个 多 CT+)CEY# 而 取 
值 在 E* 内 的 闭 线性 算 子 . 

证 。 首先 ， 由 $ 2.4 我 们 已 知 T* 是 在 儿 (T*) 上 一 意 确 定 的 
线性 算 子 . 下面, 来 证 明 它 的 闭 性 。 事实 上 , 当 设 一 泛 函 列 {gs} 忆 
多 (T*)CEr 满足 条 件 
gn> go T*(gn) = f, >h (2 一 co). 

《这 里 ， poE€ Er ,fo € E*) 了 时 ,根据 T* 的 定义 ,我 们 有 
ga{f TCx)] = {[T*(g,)]Cx) = fx), Vxr€ DB(T). 
从 而 由 上 面 泛 了 水 的 假设 ,可 导出 
gol T(x)] = fo(%), Vr€E DT); 
即 go€ 2B《(T*) 及 T*(go) 一 fo， 因此 T* 是 闭 线性 算 子 . 证 毕 . 

定理 4. 如 果 工 为 从 赋 范 线性 空间 互 到 E, 内 的 有 界线 性 算 

子 , 那 么 : TY* (是 E** 到 E?* 内 的 算 子 ) 必 为 工 的 " 保 范 扩张 ”的 
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线性 算 子 ,并 且 , 如 果 互 还 是 自 反 空间 时 , 则 有 T** 一 工 . 

证 。 由 前 面 的 论述 (参看 4$ 2.4 的 定理 1 及 $3.5 中 定理 1 的 
推理 ) 可 知 ，Ty* 必 为 E** 到 Ex** 内 的 有 界线 性 算 子 , 并 有 TT**| 
二 JT 站 二 TT， 因而 当 ECE** 时 , 我 们 可 以 导 得 Yx € E， 有 
x 一 xX€ E(x 为 E 在 “自然 映 象 "下 与 E** 等 同 的 元 ), 太 

[T**(x)](g) = xr[T*(g)] = [T*(g)](x) 

— g[T(x)], Vg€ Er, 
也 即 有 
T**(x) = T**(x) = T(x), Vx€E, 
从 而 即 知 T** 为 的 “ 保 范 扩张 ” 算 子 . 

至 于 是 自 反 的 时 候 , 由 于 EE 一 E**, 因此 显然 有 T** 一 工 . 
证 毕 . 

我 们 必须 注意 的 是 ， 由 共 轿 算 子 的 定义 可 以 看 出 : 当 工 不 是 
全 空间 E 上 定义 的 有 界线 性 算 子 时 ,由 了 T* 的 存在 一 般 并 不 能 保证 
T** 的 存在 性 。 因 为 一 般 说 来 ， 那 时 并 不 能 保证 多 《(T*) 仍然 在 
Er 内 是 稠密 的 . 不 过 ,我 们 却 有 下 面 的 一 个 结果 : 

定理 5。 设 工 为 从 赋 范 线性 空间 内 到 EE, 内 的 线性 算 子 ， 
风 (T) 一 E; 并 且 , ,为 一 自 反 空间 .那么 ,只 要 T 是 闭 算 子 , 则 
亦 有 BD(T*) 一 Et. 

“” 证。 用 归 雇 法 证 明 。. 如 果 有 gB(T*) 冬 EY ,那么 , 由 $ 3.3 定 
理 1 的 结果 及 E, 的 自 反 性 ,我 们 可 知 ,3yo€ BE, 一 E**, 使 得 yo 二 
9, 且 有 

g(y0) = Ylg) = 0, Vg € DT*). (1) 
另 一 方面 ,注意 到 在 赋 范 线性 ( 积 ) 空 间 E X E, 中 , 由 于 工 为 闭 算 
子 的 假设 ,可 知 甚 图 象 G(T) 是 EE x E, 中 的 一 个 闭 线性 子 空间 ， 
是 由 上 面 元 Yo ~ 0， 还 知 其 内 的 “点 ” (09, yo) & G(T). 因而 ,同样 
在 积 空间 E X E, 上 对 闭 线性 子 空 间 G(T) 与 点 (6, yo) 使 用 $3.3 
的 定理 1, 可 知 存在 积 空间 上 一 有 界线 性 泛 函 ( 妨 ,go)e (E X ED)* 
= E* X EX (参看 $2.3 习题 4) ,使 其 有 
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(js, go) [C0, yo)] = f(0) + go(yo) < 0， 
及 
(fo go [Cx, T(x)] 一 jz) + gof T(x)] 一 0，Vzre BT). 
这 样 一 来 ,由 上 面 第 一 式 可 得 
go yo) > 0; (2) 
从 第 二 式 又 可 得 到 : 
go T(x)] = —folx), Vr€ BT), 


妇 
goc DIT*). (3) 


然而 式 (2),(3) 显 然 与 三 式 (1) 是 矛盾 的 .证 毕 . | 
注 9。 在 定理 5 的 假设 条 件 中 , 当 E, 不 是 自 反 空间 时 ,我 
们 可 以 得 到 ,只 要 工 是 闭 算 子 , 则 BT*) 在 E* 内 是 “, 弱 > 稠 的 
(参看 文献 [68]). 
注 10. 当 定 理 5 中 E, 不 是 自 反 空间 时 ,那里 的 结论 未 必 成 
立 ， 下 面 我 们 举 一 反 例 说 明之 〔 由 此 例 我 们 也 可 看 到 求 共 力 算 子 
T* 的 方法 
反例 设 E=E, 一 LL![0,1]， 算 子 工 一 工 ， 
DB(T) = {z(z)1z(0) 一 rz(1) 一 0,x( 在 [0;,1] 上 绝对 连续 }. 那么 
gD (T) 一 ,TT 为 闭 线性 算 子 ,然而 ， 儿 (T*) 皇 E*. 
验 ， 首先 ， 由 $1.3， 我 们 已 知 多 项 式 是 ( 按 L! 中 的 范 数 ) 移 
于 L100, 1] 的 ;因此 , 我 们 不 难 验 证 ， 在 区 间 [0, 1] 的 两 端点 上 取 
值 为 零 的 绝对 连续 函数 的 全 体 ( 按 L! 中 的 范 数 ) 在 L:[0, 1] 空 间 
内 也 是 稠 的 ,从 而 我 们 可 知 多 (T) 一 Li[0, 1]. 
”其 次 , 我 们 验证 工 为 闭 算 子 (T 为 线性 算 子 是 明显 的 )， 事 实 
上 , 当 设 元 列 {x,}CB(T) ,及 my ye Li[0, 1] 满 足 条 件 
rn—> ro T(xs) 一 yo (n—> co) 


时 ,由 {zx} 的 性 质 可 知 
x+) 一 | de, Ys€E [0,1] (n=1,2,...). 
但 由 于 假设 条 件 ,我 们 有 
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本 


上 oa = | pa | < ED ~ pla 
< | #0 — nd = TC) — yl >0 一 oo)， 


因而 当 令 函数 xuG) 一 | yx(5a: 时 ,由 以 上 两 关系 式 ,可 导出 
tn(s) Sols) (n> 00); vs€ [0,1]. 
因此 特别 地 有 oC0) 一 zo(1) 一 0, 及 


les — zo — 10s) — sl) 1as > 0 (n> 00). 


故 由 极限 的 唯一 性 ,可 导出 sx。 最 后 ,由 的 假设 ,可 知 mu 一 
ze DT), 4) = aas) 一 pls) ( 概 ) se [0, 1]， 
即 T(z) 一 yos 也 即 工 为 一 闭 线性 算 子 . 

其 三 ， 我 们 求 工 的 共 办 算 子 的 定义 域 @(T9. 由 于 Vge 
GCT9D，( 由 定义 ) 有 

g[T(x)] = [T*(g)1(x), Vr€ DB(T). 

故 可 得 

Jeda = | CT x)d, va € BT) 


(其中,，gG)€E DT*)CL*[0, 1] 一 M[0, 1]). 今 特 取 x(z) 分 
别 为 以 下 元 列 : 


1 ， 当 % 委 1 上 委 了 时 ; 
0， 当 上 < 一 二 ,或 十 工时 ; 
xn(t) 一 ” ” 
线性 ， 当 在 [0,1] 其 它 点 时 ,其 中 ， 0 | 
《2 一 1 , 2， “…) 。 
那么 ,上 式 变 为 


"| g(t) dz 一 "| g(t) dt 一 | [T*(g)](7) - xslt) de 
(n=1,2, ...), 
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令 了 一 co， 可 导出 
grGo) 一 rC) 一 | [T*(g](Da (0s < 1). 


也 即 有 在 [0, 1] 上 均 有 g'(z)( 概 ) 存 在 , 且 有 

: g(1) 二 一 [T*(g)](z),，( 概 )ze 了 [0,1] 

反之 ， 对 任 一 有 界 可 测 函数 g(z)， 当 其 绝对 连续 ,并 有 g'(z) € 
MI0，1] 时 ,由 分 部 积分 法 ,我 们 则 可 得 到 


| x ‘(tg(t) dt = -| g(x lt, V(t) € BT). 


说 明 必 有 gQ)€ 儿 (T*). 综合 上 面 的 论述 便 可 知 ， 久 (T*) 即 为 
:空间 M[0, 1] 中 所 有 使 其 “ 导 甬 数 仍 属于 空间 的 “绝对 连续 ” 汤 
数 的 全 体 . 

最 后 ， 我 们 说 明 儿 (T*) 挟 ([0,1])* 一 M10, 1]. 事实 
上 , 如果 有 多 (T*) 一 MI[0, 1], 则 可 得 到 结论 ; 空间 MI[0,1] 中 
的 元 均 是 “对 等 ”于 连续 函数 的 。 而 这 显然 是 不 成 立 的 。 此 即 说 明 
EGCT*) 是 不 可 能 稠 于 (ZLL0，1]) 的 。 验 毕 . 

注 11. 在 定理 5 中 ,即使 有 多 (T*) 一 Er (甚至 多 (TT*) 一 
E*), 一 般 也 不 能 保证 工 必 为 闭 算 子 . 

事实 上 , 当 我 们 取 一 自 反 空间 EE = E,, 然后 取 E 中 向 于 它 的 
一 线性 真子 空间 还 时 ,我 们 在 纺 上 定义 一 么 算 子 Co， 显 然 可 知 
D(C#Y) 一 B*, 然而 由 多 不 是 5 中 的 闭 集 , 故 由 定理 2 可 知 Co 不 
是 闭 算 子 . 

注意 到 注 11 及 注 9 ， 对 定理 5 有 下 面 的 (加 强 了 条 件 的 ) 逆 
命题 : 

定理 6. 如 果 工 为 (整个 ) 赋 范 线性 空间 互 上 定义 的 线性 算 
子 ( 取 值 于 EE) ,并 且 SCT*) 是 “% 弱 ” 稠 于 EY? 的 。 那 么 , 工 必 为 
闭 算 子 。 

证 。 用 归 廖 法 证 明 . 如 果 有 一 元 列 {x,}CE ,使 得 

xz 一 Xo T(xs) > yo 《7 一 00); (4) 

但 T(xo) ~ yo。 那么 ,由 Hahn—Banach 定理 则 知 ， 刁 8o8 E?, 使 得 
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gof T(x0)] 一 go(y) = go Txo) 一 yo 一 TTGro 一 ?| 
由 于 8(T*) 是 * 弱 稠 于 E* 的 ,因此 ,对 上 述 ge Er，3fg,}C 
多 (T*) ,使 得 go 小 加 go(n 一 co)、 特 别 地 有 
gn[l T(x0) 一 yo] —> gof T(xo) — yo] (n 一 00). 
这 样 ,联系 到 go 取 法 ,我 们 由 上 式 则 知 , ag。e 多 (T*)CE*, 使 得 
gnol T(x0)] — ga yo) = ga [T(xo) 一 yo] 关 0， (5) 
然而 根据 ge 多 (T*), 因而 由 定义 即 有 T*(gs,)€ E*, 从 而 由 上 
式 (4) 的 前 一 式 假设 ,可 导出 (注意 T* 的 定义 ) 
gnof T(xa)] = [T*g, J(Cx,) 一 [T*g, xo) 
= gul T(xo)] (n—> 00); 
同样 由 g,,€ E*, 及 式 ( 4 ) 的 后 一 式 假设 ,又 可 导出 
8gnu[T(xo)] 一 gw(yo) (2 -一 oo ). 
根据 极限 的 唯一 性 ,及 上 两 式 , 我 们 可 得 到 gy [T(x0)] 一 g,,(y0)， 
但 此 显然 与 式 (5) 了 矛盾. 证 毕 . 


习 题 
1. 试验 证 本 节 注 1, 注 2, 注 3。 
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$ 5.2. 开 映 象 定理 与 闭 图 象 定理 


在 许多 实际 问题 中 ， 我 们 常常 遇 到 通过 已 知 条 件 求 出 未 知 元 
的 问题 。 例如, 解 代数 方程 .微分 方程 等 等 。 如 果 把 它们 抽象 统一 
起 来 ， 则 可 得 到 一 般 算 子 方程 的 求解 问题 。 其 实 也 就 是 考虑 相应 
算 子 的 逆 算 子 的 存在 问题 . 当 通 常 附 加 上 该 解 要 “存在 ,唯一 ,并 且 
对 依赖 的 (已 知 ) 条 件 是 连续 的 ”要 求 时 ， 间 题 也 便 归 结 为 寻求 “ 连 
续 的 ” 逆 算 子 的 存在 问题 ， 对 线性 算 子 而 言 ， 也 就 是 考虑 其 “有 帘 
逆 算 子 ” 的 存在 问题 ， 在 本 节 ( 及 $5.5), 我 们 要 介绍 与 此 紧密 相关 
的 一 些 定理 .这 里 ,特别 要 强调 的 是 “ 开 上 映 象 定理 ”、 通 过 它 不 但 能 
够 导出 一 些 非常 重要 和 适用 的 关于 有 界 逆 算 子 的 存在 定理 ,而且 
由 它 我 们 还 将 可 以 得 到 在 分 析 中 应 用 十 分 广泛 的 闭 图 象 定理 , 

定义 . 从 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 五 到 E, 内 的 线性 算 子 称 为 开 算 
子 , 是 指 在 工 的 作用 下 ,五 中 任意 原 心 球 ”的 映 象 也 必 含 有 E, 中 
的 一 个 “ 原 心 球 ”( 即 Ya > 0, 3p8 > 0, 使 得 5.(60,8)CCTIS(0,m)]; 
其 中 , 5, 表示 空间 E, 内 的 球 ). 

例 1。 对 赋 范 线性 空间 E 中 的 任意 7 个 线性 无 关 有 界线 性 泛 
孙 fi» f;， ”“*"*y fa» 线性 算 子 工 ， 

T(x) = (flx), fax), +, flr)), Vr€E, 

是 一 个 从 空间 EE 映 象 到 空间 K&” 内 的 开 算 子 ; 特别 地 , 每 一 个 泛 消 
fe B* 均 是 从 五 到 数 域 (空间 ) 玉 内 的 开 算 子 ， 

验 。 此 已 由 $3.4 关于 Helly 定理 的 证 明 中 得 到 ， 验 毕 , 

例 2。 设 五 是 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 互 的 一 闭 线性 子 空间 。 那 
么 ,三 到 商 空 间 E/E 的 典 则 映 象 p， 


x | > [x], VxrERBR. 
一 定 是 开 算 子 . | 

验 . 事实 上 ,我 们 只 要 注意 到 $1.4 中 ， 商 空间 E/E, 内 元 的 
范 数 定义 上 [z]‖ 一 inf lz|| YLx] e E/E。, 则 可 看 出 ,对 于 E/E。 
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内 的 任意 开 球 $(6, s)， 从 其 任 一 点 Ix] ES(6, 2)， 必 有 一 元 x 
€ [Lx], 使 得 jjxoj| 二 s。， 因 而 可 知 

S(9, scJCo[s(6, ce)], 
(其 中 , 5(6,e)CE) 此 外 同样 由 $1.4 可 知 9 为 一 “ 同 态 ” 映 象 . 
而 是 线性 算 子 ,此 也 即 得 知 2 是 一 个 开 算 子 。 验 毕 ， 

注 1. 上 面 的 定义 告诉 我 们 , 所 谓 开 算 子 ， 其 实 就 是 使 空间 
E 中 以 6 为 内 点 的 集 仍然 映 象 为 空间 EE, 中 以 8 为 内 点 的 集 的 ( 线 
性 ) 算 子 。 由 此 我 们 还 可 导出 “ 开 算 子 必 将 EE 中 的 开 集 变 为 Ei 中 
的 一 个 开 集 ”. 

下 面 ,我们 只 要 说 明 此 时 对 于 EE 中 的 任 一 球 5S(xo, oa) ， 有 映 银 
T[S(xos 98)] 必 包含 Ei 中 一 个 球 就 可 以 了 .然而 ,因为 二 是 开 算 子 ， 
故 对 于 原 心 球 ”5(0, a)， 必 有 E, 中 一 原 心 球 51(9, 8)， 使 其 
满足 条 件 5S,(9, 8)CT[S(6,a)]. 这 样 ，YVy&€ 5S:(T(xo), 8)、 由 
ly 一 TCx)i <8， 故 知 y 一 TCxo) € S$:(0, 8p)， 从 而 由 设 可 得 y 
一 To(x) € T[S(0,a)]. 有 即 3x€ 5(0, x) ,使 》 一 T(xo) 一 T(x) ,由 
此 导 得 

》 一 T(r 十 xo)，xz 十 xocSGCroy wx); 
色 有 》 € T[S(xo, 2«)] 多 此 即 导 出 Si(T(xo0) 》 p8)CT[ISCzo， cx) ] . 

注 2. 不 难看 出 : 妆 工 是 一 个 从 赋 〈 准 ) 范 线性 空间 互 到 EE, 
“上 ”的 1 一 1 对 应 线性 算 子 时 ,，“ TI 为 连续 算 子 与 工 为 开 算 子 是 

事实 上 , 当 IT: 是 连续 算 子 时 ,由 其 在 E, 中 “原点 6 的 连续 
性 , 可 导出 Ve > 0, 38 >0，, 使 得 当 j 一 引 科 8 时 ,有 1T-:() 
一 T(6) 咱 入 cc。 此 即 TCy) 志 a， 也 就 是 T7141[5,《6, 8)] 忆 
5(9,m) .从 而 可 得 8(6, 8P)CTIS(6, wa)]， 便 导出 工 为 开 算 子 。 反 
之 , 当 工 为 开 算 子 时 ,将 上 面 的 关系 倒 推 回去 ,可 得 到 线性 算 子 T” 
在 Ei 中 “原点 ”6 的 连续 性 ， 最 后 ,注意 到 前 $2.1 的 结果 ， 由 TT 
的 分 配 性 ,我 们 不 难 导 出 它 亦 在 全 空间 E, 上 是 连续 的 . 

下 面 ,我 们 就 来 给 出 著名 的 " 开 映 人 象 定理 : 

定理 1 (Banach 定理 )， 设 工 是 由 一 “完备 ”的 赋 ( 准 ) 范 线 


* 3324 


性 空间 的 线性 子 空 间 多 (T) 到 一 “第 二 纲 赋 ( 谁 ) 范 线性 空间 E， 
内 的 线性 算 子 。 其 满足 条 件 : 

1?. 工 是 闭 算 子 ; 

2?. 工 的 值 域 2 CT) 是 E, 中 的 第 二 纲 集 ， 
那么 ,有 下 面 结 论 成 立 : 

Gi) 对 任意 正 数 s, 映 象 T[5(6, s)n 开 (T)] 必 含 有 空间 已， 
中 的 某 一 “ 原 心 球 ”; 

(i) YT) 一 

证 。 下 面 , 分 三 步 证 明 : 

1) 由 线性 算 子 工 的 值 域 o (CT) 是 已 中 的 第 二 纲 集 ， 对 五 

中 任意 “ 原 心 球 ”5(e) 一 5(9, se)，T[S(Ce)] 必 稠 于 E, 内 某 一 原 
心 球 ”5,(6) = 5.(0, 6). 

事实 上 ,由 于 工 的 值 域 


(TT) 一 U 工 | 15 (二 ) NN 2CT)|| 


从 而 由 其 为 5, 中 的 第 二 岗 集 的 定义 可 知 , 3n6 《自然数 ), 及 E, 中 
某 一 闭 球 S.Cy。，, 5) , 使 得 


T {m Ee 门 DD| 2B, 60). 
当 注 意 到 无 论 ,为 赋 范 或 赋 准 范 空间 时 , 均 有 关系 式 


Si(yo， 60) Dnos, (2， 5 ) 
No 


成 立 (事实 上 , VyE 5 ( 忆 ， 甸 ) ,由 范 或 准 范 的 “三 角 不 等 式 " 可 导 
< 120 2 — 一 0， 


0 
因而 有 ， Moy € Si(yo, 60)). 这 样 一 来 ,由 工 的 分 配 性 及 以 上 的 讨论 
可 导出 


7 一 也 


||noy 一 yol| = 


nid 


1 TS (5 ) NDT) | m5, (*, 名 )， 
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、 0 
当 记 y, 一 如 ;5 一 一 时 ,可 得 
no 0 


T 15 (三 2 CD| DS(y1, 6). 
最 后 ， 由 于 Vy € 5S.(0, 6) S$.(6), 由 于 Yi1 十 y€ Si(yi;6), 故 由 上 


式 则 知 ，3x'e 下 (二 ) n GCT) ,使 得 
iTGz — (y+ ye < 


另外 ,由 元 me 束 (758) , 故 知 ar“e (三 ) nn DCT)， 使 得 


IT(x") — yl ea 了 


于 是 ,由 于 SG(T) 为 已 中 的 线性 子 空间 ， 故 可 知 * 一 x € 多 (TT)， 
且 有 


和 一 着 和 肥 和 zl 二 lz 中 么 可 十 部 一 5， 


也 即 导 出 * 一 x esSGc)n ECTD. 并 且 由 前 两 关系 式 还 可 得 到 
Tx 一 xz 一 中 一 Tc 一 TGc 7 一 诈 


， ,, 6 ,56 
委 |TG 一 (人 十 切 | 二 JETGc > yl 么 本 十 记 一 6. 


至 此 ,得 出 了 所 需 的 关系 式 TIS(Cs) 门 2(T)]2S(5)， 
2) 在 证 明 1) 的 结果 下 ， 当 空间 互 是 完备 的 时 候 , 根 据 工 的 
闭 算 子 性 质 , 可 将 结论 中 稠 的 关系 加 强 为 “包含 ”关系 . 
首先 ,由 1) 的 结论 我 们 可 知 ,对 于 正 数列 : {et} 一 人 | , 必 有 
一 正 数 列 {164} 与 之 对 应 ,使 得 一 致 地 有 
T[S(edN DBT) IOS) (KR=1,2,...) (1) 
《并 且 , 我 们 不 妨 设 6440(X 一 co)) ， 下 面 ,我 们 证 明 , 必 有 关系 式 
TISCO)N BT) ESG) 
成 立 ， 事 实 上 ,Vy € 3(56) ， 由 式 (1) 可 知 ， 集 TI5(e) 几 BCT)] 
是 稠 于 球 5.(61) 的 ,因此 对 上 面 的 正 数 5,, ar ke 5(e,) 站 BB(T) ,使 
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得 
ly 和 T(x )| < 人。 
同样 ， 由 于 这 里 的 元 y 一 T(x) €E 5.(6,)， 故 由 式 (1) 可 知 ， 集 
T[S(e,) 站 DSIT)] 是 榈 于 球 S.C6,) 的 ;因而 » AX2 € SCs)) 站 SAG ? 
使 得 
[|[y 一 T(x,)] 一 T(z,)| < 0,. 
一 般 地 ， 对 于 元 y 一 [T(xi) 十 T(x2) 士 …… 十 T(xa1)] 一 》 一 
YVT(zD E58,)， 由 式 (1) 可 知 ， 对 上 面 的 正 数 8。 而 言 ，3ax， 
R=1 
€ S(e,) 门 多 (T), 使 得 
fy — Sr) | - Ts,) 
- k=1 
这 样 ,根据 工 的 分 配 性 以 及 5,40(n 一 co) 的 假设 ,可 导出 
T( > zt ) 一 》 (2 一 co )。 (2) 
二 1 
男 一 方面 ,由 {xx} 的 选 革 我 们 又 可 导出 


> ll < > ~ pe 


1 24 


| < Ontie 


从 而 由 空间 互 的 完备 性 可 知 (注意 $1.2 习题 9) , 元 > Xx 收 钱 ， 
R 3x € E ,使 得 
De 一 oo G) 
最 后 ,注意 到 工 是 闭 算 子 的 假设 ,由 式 (2) 及 (3 可 导出 
x€ DT), T(x) 一 y. 
同样 由 zl 过 > zal < s， 我 们 还 知 *e 3Ce) nn GCT)， 至 此 ， 


便 导 出 了 本 段 所 需 的 关系 式 ， 
3) 由 证 明 2) 我 们 导出 了 本 定理 的 结论 (i)， 同 样 ， 由 它 我 
们 还 可 得 到 5.(8.)C%(T); 由 工 的 分 配 性 可 知 必 有 (TT) 一 
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E,, 此 到 导出 了 本 定理 的 结论 (ii) . 

注 3，。 当 多 (T) 一 已 时 ， 上 面 的 定理 说 明 “ 从 一 完备 的 赋 
( 准 ) 范 线性 空间 E 到 一 第 二 纲 的 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 E,“ 上 ”的 团 
线性 算 子 一 定 也 是 开 算 子 . 

下 面 讨论 关于 线性 闭 算 子 的 连续 性 问题 。 在 上 一 症 ， 我 们 曾 
经 指出 ， 在 一 个 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 上 ”定义 的 连续 线性 算 子 一 定 
是 闭 算 子 ， 我 们 自然 会 产生 这 个 命题 的 逆 命 题 是 否 正确 这 样 一 个 
问题 ， 从 1910 年 Hellinger-Toeplitz 关于 Hilbert 空间 中 的 对 称 算 子 
的 工作 开始 ,继而 是 (及 ) 空 间 中 的 共 罗 算 千 连续 性 的 研究 , 最 后 才 
发 展 到 下 面 关于 在 一 般 贼 准 范 空间 上 的 结果 , 即 著 名 的 “ 闭 图 象 定 
理 ”。 这 里 ,用 定理 1 的 证 明 方法 给 出 结果 ， 

定理 2. 设 工 是 由 一 “第 二 纲 ” 的 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 到 一 完 
备 的 " 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 5, 内 的 线性 算 子 ， 那 么 ， 当 工 是 闭 算 子 
时 , 它 就 是 连续 线性 算 子 . 

证 。 当 用 “TA(M,)”(M1CE,) 表 示 集 M, 对 于 工 的 原 像 ` 
时 ( 即 TM) 表示 在 工 的 作用 下 映 象 为 M, 的 (E 中 ) 点 的 集合 ). 
与 定理 1 的 证 明 类 似 , Ve > 0, 有 


E= U T-: 53, (2) nyeD|. 
从 而 由 五 的 第 二 纲 假设 , 则 存在 一 足够 大 的 正 整数 由 及 五 中 某 一 
闭 球 Sxo, 60), 使 得 

T-: a5, (5) N WT) | S5500). 


同样 由 的 赋 ( 准 ) 范 性 以 及 线性 算 子 “ 原 像 的 初等 性 质 ( 类 似 定 
理 1 中 的 证 明 ) 可 得 到 


ZE 
但 9yr(T) 为 E, 中 的 线性 子 空间 ， 从 上 可 知 Ye € 3 (9， 各)， 由 
“十 村 e5 (ss， 如 及 加 e 5 (, 2 )， 又 可 得 = 一 (< 二 至 
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一 和 ET-4S (se) 站 SCT)]， 即 


I 5 (9， 人 一 5 ( 备 ). 


其 次 ,我 们 也 可 由 工 的 闭 线性 算 子 的 假设 及 空间 E, 的 完备 性 
的 假设 导出 ,上面 关于 稠 的 关系 式 可 以 加 强 为 “包含 "的 关系 式 ， 


事实 上 ,仍然 与 定理 1 的 证 明 类 似 , 由 上 式 可 导出 ,对 正 数列 {去}， 


必 和 存在 正 数列 464}, 8:10 《% 一 co)， 使 得 均 有 

TAS(ei) mo CT)]>>SCe) R= 1,2,...). 
从 而 ,与 定理 1 证 明 中 2) 相 类 似 , 由 归纳 法 则 可 导出 Vx € 5(6,)， 
Vn《 自 然 数 ), 由 3x,€ T-![Si(e,) 丫 %Y(T)], 使 得 


?4 一 1 


|: 一 和 zj — xsl|l Ebr. 
因此 导出 
2 (2 一 co)， (3) 


另 一 方面 ,由 {4} 所 设 还 可 知 (x,) 5 (es)， 因而 由 
> ITGzel < > ex 一 > 均一 8 
及 空间 E, 的 完备 性 ,可 知 ,3y € 5.(s)C Ei, 使 得 
I (Da TeV m0). (4) 


太一 1 

这 样 一 来 ,由 式 (3),(4) 以 及 TT 为 闭 线性 算 子 的 假设 , 可 得 出 y = 
T(x), 从 而 导出 了 关系 式 T[5(50)]CSiCs). 即 线性 算 子 TT 在 E 
的 “原点 ”6 是 连续 的 ， 同样, 由 $2.1 的 结果 便 导 出 了 T 是 E 上 的 
连续 线性 算 子 .证 毕 , 

下 面 ， 我 们 在 一 定 的 附加 条 件 下 (这 是 常见 的 情况 ) 给 出 关于 
上 面 两 个 重要 定理 相互 等 价 性 的 定理 : 

定理 3. 如果 上 面 定 理 1,2 中 的 空间 ,EE, 均 是 完备 的 ， 
并 且 , 闭 线性 算 子 工 定义 在 整个 空间 互 上 ，, 那么 , 开 映 象 定理 与 闭 
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图 象 定 理 是 可 彼此 相互 导出 的 . 
证 。1)》 开 映 象 定理 一 > 团 图 象 定理 ”事实 上 ,由 工 是 财 线性 
算 子 的 假设 可 知 , 图 象 G(T) 亦 为 乘积 空间 E x E, (此 时 亦 为 完 
备 的 ) 内 的 闭 线性 子 空间 ,从 而 知 其 也 构成 一 个 “完备 的 赋 ( 准 ) 苑 
线性 空间 ， 下 面 , 我 们 在 G(T) 上 定义 一 个 算 子 A， 
A[(x, T(x))] = xr, V(x,T(x)) € G(T). 
显然 , 可 看 出 , A 是 从 G(T) 到 E 上 的 1 一 1 对 应 线性 算 子 (从 而 逆 
算 子 A“! 存在 ), 并 且 ,由 乘积 空间 的 范 数 定义 可 知 
[A[Cx, T(x))I = lx < liz] + IT Cz) 
= |(r, T(x))N, v(x,T(x)) € GCT)， 
因此 ,导出 A 为 定义 在 整个 空间 GCT) 上 的 有 界线 性 算 子 。 于是， 
由 上 节 注 4 知 A 也 是 一 个 闭 线性 算 子 . 注意 到 A 的 值 域 % (A) 
一 瑟 是 第 二 纲 的 ( 因 互 是 完备 空间 ), 所 以 ,由 定理 1 可知, A 必 为 
开 算 子 。 这 样 一 来 ， 注 意 到 本 节 注 2， 可 导出 , A 是 连续 线性 算 
子 . 
此 外 ,由 GCT) 上 定义 的 算 子 B， 
B[(r, T(x))] = T(x), V(r, T(x)) € G(T). 
可 以 看 出 ，B 也 是 一 从 G(T) 到 E, 内 的 有 界线 性 算 子 ， 从 而 也 
是 连续 线性 算 子 .于 是 ,由 明显 的 关系 式 工 二 B. A-. 可 导出 , 工 
也 是 E 上 定义 的 连续 线性 算 子 。 此 即 得 出 了 定理 2. 
2) 闭 图 象 定理 => 开 映 象 定 理 ”事实 上 ， 首 先 由 工 是 闭 线 
性 算 子 的 假设 , 我 们 不 难看 出 ,E, 中 “ 零 元 ”的 原 像 IT:(40}) 一 
N 必 为 完备 空间 E 中 的 一 闭 线 性 子 空间 。 从 而 由 $1.4 节 的 定理 
2, 3 及 其 习题 4 可 知 ， 商 空间 E/N 也 必 为 一 完备 的 赋 ( 准 ) 范 空 
河 。 于 是 ,由 T 可 得 到 在 E/N 上 定义 的 线性 算 子 工 , 且 有 
IT([x]) = T(x), VYV[x]€ E/N. 
并 且 容 易 看 出 , 工 是 从 空间 E/N 到 (T) 上 的 1 一 1 对 应 的 线 
性 算 子 . 下 面 验证 它 是 闭 算 子 .如 果 设 元 列 {[x,]}CE/N 满足 
条 件 
[xa] —> [x], T([x,])—>y€E E, (2 一 oo)， (5) 
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那么 ,由 上 面 第 一 式 及 商 空间 ( 准 ) 范 数 的 定义 我 们 有 


[zs xl= inf ul 0 (> 0%0). 
因此 ,存在 一 列 元 x € [xm 一 x] (一 1,2,，*…) 使 得 
o 1 一 .、。 
us, | Dp (二 1,2,.、…). 


于 是 , 根据 $1.4 定理 3 中 证 明 商 空间 完备 性 的 方法 ， 可 得 一 元 列 
xnkE [xn (KR 二 1,2,*…*) 及 元 x ”€ [x], 使 得 
Un 一 Xo — x (KX=1,2,.……). 
这 样 便 得 到 (注意 式 (5)) 
xz2 一 zx， TOx9) 一 工 ([xw]) 一 》 (XX— co )， 
因而 由 工 的 闭 性 ,可 得 到 工 (x”) 一 y, 即 
T([x]) = T(x°) 一 7， 

回 到 式 (5) ,此 即 导 出 了 算 子 工 亦 是 闭 的 线性 算 子 。 从而, 由 上 节 
注 2 可 知 ,其 逆 算 子 工 :也 是 从 ol (T) 到 完备 的 赋 ( 准 ) 范 线性 空 
间 E/N 上 的 闭 线性 算 子 ; 且 由 这 时 的 假设 (%(T) 是 第 二 纲 的 ) 
及 闭 图 象 定 理 我 们 还 可 导出 TT"! 是 连续 线性 算 子 。 同样 由 本 节 注 
2, 可 知 工 是 一 个 开 算 子 ， 

最 后 ,我 们 由 工 的 开 算 子 性 质 导 出 工 也 是 一 个 开 算 子 。 事实 
上 , 当 我 们 用 9 表示 EHF> E/N 的 典 则 映 象 时 ， 由 前 面 关于 开 算 
子 的 例 2, 我们 已 知 , 9 必 为 互 上 的 开 线 性 算 子 。 所 以 , 当 算 子 

T= To 

时 ， 我 们 不 难 导 出 ， 工 也 是 互 上 的 开 算 子 。 此 即 得 出 了 开 映 象 定 
理 . 证 毕 , 

下 面 , 我 们 对 上 面 定 理 给 出 几 个 常用 的 推理 : 

推理 1， 设 工 为 Banach (或 Frechet) 空间 E 到 一 “第 二 纲 ” 贼 
( 准 ) 范 线性 空间 E, 上 的 连续 线性 算 子 。 那么 , 工 必 将 E 中 的 开 集 
映 象 为 E, 中 的 开 集 ， 

证 。 首先 ,注意 到 此 时 由 工 为 连续 线性 算 子 的 假设 ,以 及 吃 
(T) 二 EE, 因此 ， 由 $5.1 中 定理 2 可 知 , 工 是 互 上 的 一 个 闭 算 子 ， 
由 EE 是 完备 的 ,WY(T) =: E 亦 是 第 二 岗 的 ， 因 而 由 开 映 象 定理 
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可 知 工 也 是 一 个 开 算 子 。 最 后 直接 由 本 节 注 1 可 导出 本 推理 的 结 
论 。 证 毕 ， 

推理 2. 在 上 面 定理 1 的 假设 条 件 下 , 如果 TT 还 是 由 多 (1) 
到 9%Y(T) 的 1 一 1 对 应 算 子 , 那么， 其 逆 算 子 IT"! 必 为 定义 在 E， 
上 的 连续 线性 算 子 . 

证 。 首先 ,由 算 子 工 的 1 一 1 对 应 性 , 知 其 逆 算 子 工 ! 是 存在 
的 。 另外， 由 定理 工 可 知 YYTGT) 一 已 . 因而 当 把 工 视 为 赋 〈 准 ) 
范 线性 空间 多 (CT) 到 已 上 的 1 一 1 对 应 线性 算 子 时 ， 定 理工 的 结 
论说 明 ,此 时 , 工 也 是 一 个 开 算 子 。 最 后 ,直接 利用 本 节 注 2, 便 可 
导出 T: 必 为 吾 上 的 连续 线性 算 子 .证 毕 . 

推理 3.， (Banach 逆 算 子 定理 ),， 设 工 为 Banach (或 Fréchet) 
空间 5 到 一 “第 二 纲 " 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 E, 上 的 1 一 1 对 应 的 连续 
线性 算 子 .那么 , T7! 也 必 为 一 连续 线性 算 子 . 

证 。 事实 上 ， 由 上 市 的 定理 2 及 注 4, 可 知 工 也 是 一 个 财 线 
性 算 子 .由 这 里 的 假设 条 件 及 上 面 的 开 映 象 定理 ,可 知 工 亦 为 一 开 
算 子 . 因此 ,根据 本 节 注 2, 可 知 T 二 必 为 从 E, 到 EE 上 的 有 界线 
性 算 子 .证 毕 . 

推理 4.。 设 线 性 空间 E 内 的 定义 的 两 个 不 同 的 ( 准 ) 范 数 
直上. 均 使 其 成 为 Banach 《或 Fréchet) 空间 ,而 且 这 两 个 
范 数 满足 条 件 

[xll,.-—>0=> lx.—0, vré€E. 

那么 ,上 面 的 两 个 准 范 数 是 等 价 的 , (zl 一 9 <=> lxl|,->9) 即 3a， 
B60， 使 得 ox|: 志 ||xi, < Bllx|la; vx € EF. 

此 推理 4 我们 在 $5.4 将 要 用 到 , 我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 完 
成 ， 

由 闭 图 象 定理 并 注意 到 上 节 定 理 2 的 结果 ， 我 们 还 可 以 直接 
得 到 下 面 的 推理 : 

推理 5. 设 工 为 第 二 岗 赋 《〈 准 ) 范 线性 空间 到 一 Banach (或 
Fréchet) 空间 内 的 线性 算 子 , 则 工 为 连续 算 子 与 工 为 闭 算 子 是 彼此 
等 价 的 . 
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最 后 我 们 利用 闭 图 象 定理 给 出 涉及 到 两 个 闭 算 子 范 数 比 较 的 
一 个 推理 : 

推理 6 (L. Haormander). 设 E, E, E, 均 为 Banach 空间 ; 
T,, T,， 分 别 是 从 EE 内 到 EE 与 ,内 的 闭 线性 算 子 ， 且 有 5 (TD) 
CB(T,). 那么 , 必 存 在 一 个 正常 数 8， 使 得 

上 Ts 和 EGG + lx) 7 Yr BOT). 

证 。 首先 ,由 TT 的 闭 线性 算 子 的 假设 我 们 可 知 ,图 象 G(T) 
必 为 乘积 空间 E x E, 内 的 一 个 闭 集 ， 从 而 由 假设 及 积 空 间 的 性 
质 , 可 知 G(T,) 亦 为 一 个 Banach 空间 ， 

其 次 ,我 们 做 一 个 从 空间 GCT 到 已 : 内 的 算 子 A: 

A[(x,T(x))] = T(x), Vlx,Ti(x)) € G(T). 
由 工 , T, 的 分 配 性 ,我 们 显然 可 知 A 也 是 一 个 线性 算 子 ， 下 面 证 
明 A 是 一 个 闭 算 子 . 事实 上 ,如 果 有 元 列 { 《xsTi(xs))}CG(TD). 
使 得 
xa, Ti(xo)) > (Cr, T(x)), Tx) 一 》 (n> 0). 

那么 ,由 假设 可 知 , {xs}C 多 (TD)C 多 (T,), 并 由 乘积 空间 中 元 的 
范 数 定义 ,可 得 

xn ->x T(x ) >y (n> 00). 
从 而 ， 注 意 到 算 子 IT 的 闭 性 可 导 得 x€ 3B(T2) 及 T(x) 一 7， 即 
有 

A[kxzTi(Gxz))] = T,(x) = yo。 

此 即 证 得 A 亦 为 一 个 闭 线性 算 子 ， 

最 后 ,由 于 多 (A) 一 G(T) 是 第 二 纲 和 的 ,，E; 是 完备 的 , 因此 ， 
根据 闭 图 象 定理 可 导出 ，A 为 从 GCT 到 E, 内 的 连续 线性 算 子 . 
这 样 一 来 ,由 $2.1 的 结果 ,也 可 导出 A 是 一 个 有 界线 性 算 子 .于 
是 ,根据 空间 G(T)CE X E, 内 范 数 的 定义 , 便 可 直接 得 到 本 推 
理 的 结论 .证 毕 , 

注 4. 在 开 瞎 象 定 理 中 ,其 值 域 oz (CT) 是 第 二 纲 集 的 条 
件 是 取消 不 得 的 ， 

反例 1。 设 (区 为 将 (的 空间 中 的 元 改 以 (人 (Co 的 ) 极 大 模 - 
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为 范 数 的 赋 范 线性 空间 ， 则 当 令 C 为 从 空间 (9) 到 (区 的 “ 么 算 
子 《元 不 变 , 但 各 相应 空间 的 范 数 不 同 ), 那么 , C 为 (2) 上 的 闭 线 
性 算 子 ,但 不 是 开 算 子 ，. 

验 。 由 于 明显 的 关系 式 


[Clo 一 sup 1 < > 158,| 一 co，vVxz = {8,} € (0), 
六 nn 二 1 


因此 ,我 们 可 知 C 为 全 空间 (2) 上 定义 的 有 界线 性 算 子 ， 从 而 由 上 
市 定理 2, 可 知 它 亦 为 一 闭 算 子 。 此 外 ,由 于 C 是 1 一 1 对 应 的 ,所 
以 逆 算 子 C 存在。 然而 C7! 一 定 不 是 连续 算 子 . 若 不 然 ， 则 其 
必 为 从 空间 (716) 到 (2) 上 的 有 界线 性 算 子 ,从 而 导出 范 数 “|| -上 2)” 
与 "(2)” 是 等 价 的 ,由 此 ,从 空间 (2) 的 完备 性 则 应 导出 空间 (23) 
的 完备 性 ;然而 由 $4.4 我 们 已 知 ( 罗 是 第 一 纲 的 赋 范 线性 空间 , 从 
向 导出 了 矛盾 ,因而 C7! 是 不 连续 的 ， 由 本 节 注 2, 也 导出 C 不 是 开 
算 子 。 验 毕 ， 

注 5. 在 文献 [66] 中 ,Hausdorff 对 于 一 般 的 〈 非 线性 )“ 开 算 
子 定义 为 “连续 算 子 ”， 其 将 开 集 映 象 为 开 集 。 并 证 明了 如 下 结 
论 : 当 工 为 距离 空间 五 到 E, 上 的 “ 开 算 子 ? 时 ,如 果 五 完备 ,， 则 已， 
是 拓扑 完备 ”的 ( 即 一 个 完备 空间 的 同 胚 映像 ). 于 是 ,结合 上 面 的 
开 上 映 象 定理 , 我 们 可 导出 下 面 说 明 %”(《T) 的 第 二 纲 假设 对 于 上 
面 “ 开 算 子 ”而 言 ( 连 续 (1 )…… ) 是 一 个 “实质 性 ”的 条 件 的 结论 : 
“ 设 T 是 从 Fréchet 空间 E 到 一 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 E, 上 的 连续 线 
性 算 子 ,那么 ,为 了 工 为 开 算 子 ,必须 且 只 须 E, 是 第 二 纲 的 空间 ”. 

注 6. 类 似 地 , 在 闭 图 象 定 理 中 ， 当 把 多 (T) = EE 为 “第 二 
纲 的 ( 赋 范 线性 空间 ) 条 件 去 掉 时 ,结论 也 未 必 成 立 ， 

反例 2。 设 T 为 上 面 反 例 1 中 之 C7-!. 那么 ，C- 必 为 空间 
(8) 到 (2) 上 的 闭 线 性 算 子 ,但 却 不 是 连续 算 子 . 

验 . 由 上 面 反例 1, 我 们 已 知 C 为 闭 算 子 ， 因 此 由 上 一 节 注 
2, 显然 可 知 C” 亦 为 闭 算 子 。 同样 由 反例 1， 还 知 C-! 不 是 连续 
算 子 . 验 毕 , 

注 7. 必须 注意 的 是 : 与 开 映 象 定理 不 同 ,， 儿 (T) 为 第 二 纲 
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了 恒 寺 


的 ( 赋 ( 准 ) 范 线性 ) 空 间 并 不 是 闭 图 象 定理 的 实质 性 条 件 ， 也 即 是 
说 ， 我 们 的 确 可 以 找到 一 个 在 第 一 纲 赋 ( 准 ) 范 线性 空间 上 定义 
而 在 (整个 ) 另 一 个 完备 空间 上 取 值 的 闭 线性 算 子 ,使 其 也 是 连续 
算 子 的 例子 . 

例 。 设 E 为 任 一 Banach 空间 (无 穷 维 ), B 为 E 中 一 个 Hamel 
基 所 成 之 集 ( 并 设 jj 二 1, YAE B); Vr € E, 当 其 对 B 的 唯一 表 
达 式 为 

XX DF) anhs 《其 中 有, hi， -+ ,hE€ B) 
R=1 

时 ,我 们 定义 


zj 一 之 ， | ok > 
二 1 

并 设 在 此 范 数 下 的 空间 为 .那么 , E, 必 为 “第 一 纲 ” 的 冉 范 线 
性 空 旬 ;并 且 当 令 已 一 EE 上 的 “ 么 算 子 ” 为 C 时 , 则 C7! 必 为 EE, 到 
E 上 的 闲 连 续 算 子 〈《 从 而 C 是 一 个 闲 的 开 算 子 , 但 C 不 是 连续 算 
子 ). 

验 ， 首先 ， 我 们 验证 C7! 必 是 Ei 到 EE 上 的 连续 算 子 ， 事实 
上 ,由 式 


jc 下 = fixll, = > lol 宇 > ee 


> 险 xi- Il, veE. 


回忆 $2.1 的 结果 ,可 直接 导出 所 需 结论 ,从 而 由 上 节 定 理 2,C-! 也 
是 闭 算 子 ,( 因 而 , C 作为 C-: 的 逆 算 子 , 由 上 节 注 2 也 是 闭 的 ; 且 
由 C-: 是 连续 线性 算 子 ,由 本 节 注 2 又 可 导出 C 为 一 个 开 算 子 ;由 
FE, 是 第 一 纲 ( 待 证 ), 5 是 完备 的 (也 是 第 二 岗 )， 故 可 知 C 不 能 再 
是 连续 的 .否则 C 将 使 了 与 了 “线性 同 胚 ")， 

然后 ,我 们 验证 E, 是 第 一 纲 的 ， 事 实 上 ， 我 们 将 王 的 Hamd 
基 B 分 为 任意 可 列 个 子 集 { B。} ,使 得 


B 冬 B, 挟 -… 和 Bs, 衬 *…,，B 一 》, 8B，,. 


» 343. 


那么 , Vn, B, 的 线性 组 合 [B,] 均 具有 下 列 性 质 : 

i。 集 [B,] 不 含 内 点 ， 事 实 上 ,Vxo€ [B,]， 当 设 xzo 一 ou 
十 op 十 … 十 oxhk 时 ,由 其 做 法 可 知 , 36 < Bsn, 使 hp&[B,]. 
这 样 , 当 取 一 向 零 的 正 数列 {6;} ,并 设 元 列 

ym = Oi 二 why b+ Emph (m= 1,2,...，) 
时 ,显然 可 知 y,, 羡 [B,](m 二 1, 2， ). 然而 ， 

[yw — xolli = lena = en >0 (m— 0%). 
此 即 知 集 [8B,] 不 含 内 点 . 

i. [8B,] 是 闭 集 。 事实 上 , 如 果 有 元 ze [Bs,] ,zo 二 Bihi 十 
Bhi + 十 Bihi; 肥 之 ;有 有 ;有 ,hh; 苹 [B,j(io 志 站 ,那么 ， 
当 设 元 列 j {0}, 注 足 条 件 

tn > zo (m—> oo) 


Od, 


时 ,由 Ei 中 的 范 数 定义 ， 可 得 到 ,如果 元 xm 一 3 SK" ht 
i+1 
(1 1) ， 则 有 


i (1) io 
jz。 一 so = > LAs > BAP A 
太一 1 
ss 0 (Cm 一 1 2， ) 
《这 里 ,我 们 约定 , 当 《& > 时 PB 一 0). 但 上 面 两 关系 式 显然 是 矛 
盾 的 。 此 即 [28, 是 闭 集 ， 
综合 i, ii, 我 们 即 知 每 一 个 [B。] 均 是 E, 中 的 臣 集 ,从 而 E,= 


U [3,] 是 第 一 纲 的 ， 验 毕 . 
注 8.。 注 7 的 例 中 的 算 子 C 也 可 作为 值 域 yzr(C) 不 是 第 二 
纲 集 但 开 映 象 定理 仍然 成 立 的 一 个 例子 . 
习 题 
1. 用 齐 映 象 定理 再 次 验证 本 节 定 义 下 面 的 例 1， 


2. 用 闭 图 象 定理 再 次 验证 $4.3 习题 7. 
3. 用 闭 图 象 定理 证 明 ; 从 Banach 空间 E (分别 ) 到 Ei(i€ 7) 内 的 有 界 


* 344。 


TT 
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线性 算 子 族 {Ti|1€7} 的 共鸣 定理 。 
4. 试 证 明 本 节 推 理 4， 
5. 设 互 为 一 Banach (或 Fréchet) 空间 、E,, E, 为 其 内 的 闭 线 性 子 空间 ， 
且 YY 元 +€E, 均 有 唯一 的 分 解 式 
X= xx (rE Es x € E,). 
试 证 处 : 3 (常数 ) 6, 使 得 Yx e BE, x 的 (唯一 ) 分 解 元 xy ra* 均 有 
Hx Bx 


$ 5.3. 闭 图 象 定理 与 Banach 逆 算 子 定理 的 一 些 应 用 


在 上 节 中 所 述 的 Banach 逆 算 子 定理 (那里 的 推理 3), 对 于 
( 偏 ) 微 分 方程 及 线性 代数 方程 的 求解 问题 , 讨论 解 对 “初始 条 件 ” 
的 连续 依赖 性 等 方面 , 均 有 很 大 的 实用 价值 ， 借 助 于 闭 图 象 定理 ， 
人 们 又 常常 能 把 关于 算 子 的 连续 性 的 讨论 予以 简化 ， 下 面 举 几 个 
例子 说 明 . 

首先 ,我 们 讨论 涉及 到 闭 图 象 定理 的 两 个 例子 . 

例 1。 设 1 万 psp' 二 00、(aj) 是 无 穷 矩 阵 , 且 满 足 条 件 : 

1? 对 每 i 行 , 均 有 


Del < ot + 1); 
j=1 “Pp 4 


2? VY 元 x 一 45;} € (1?), 由 下 级 数 


2 


和 一 


所 组 成 的 元 y 二 {1} ()。 
那么 ,定义 为 
y = T(x), Vx€ (全 ) 
的 算 子 T 是 从 (7?) 到 (2?') 内 的 连续 线性 算 子 ， 
验 ，。 由 上 面 的 定义 , 我 们 已 知 工 的 分 配 人 性 .。 因此, 下面 仅 证 
明 其 连续 性 ， 而 由 闭 图 象 定理 ， 只 要 证 明 芽 是 闭 算 子 就行 了 . 设 
元 列 {xs} 己 (2?)，, 使 得 


Xxn—> Xo T(xs)—> y (n— 00). 
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那么 ， 当 我 们 令 rm 一 人) T(x,) 一 1 (2 一 1，2，.……)， 
xzo {8} y 一 {mi} 时 , 由 于 空间 (7) 内 的 元 列 收 伊 必 可 导出 其 
”坐标 收 伍 , 因 而 由 {T(x;)} 收 全 于 我们 则 可 导出 

NM > (n>00,7=1,2,..*), 
男 一 方面 , 当 令 工 (x0) 一 {wm} 时 , Vi (自然 数 ),《 由 前 式 及 Halder 
不 等 式 ) 有 


a — P| = | > ws — Pp) 
7 一 1 


< {Dil 


1 三 1 


一 {> all |x, CO— zol ~—>0 (mn—>00), 
从 而 导出 


7 > 《2 ~ 00). 

这 样 ,由 极限 的 唯一 性 及 上 面 两 关系 式 我 们 就 可 得 到 二 1 一 
1,2,……). 即 y 一 T(xo). 也 即 工 为 一 闭 算 子 。 验 毕 ， 

例 2。 设 ( 常 系数 ) 偏 微分 方程 (“ 超 椭圆 ” 型) 

P (了 二 让， a “tn)=0 
(其 中 ， P(1) =P (Xi, 43>***， 1) 为 hi 4 > ** A, 的 多 项 式 ) 永 
足 条 件 : 对 于 C” 空间 中 某 一 紧 集 98, 其 具有 “广义 解 ”x € L?(4) 
《 即 在 8 的 一 个 等 测 集 适当 改变 *(z) 的 值 后 , *( 在 2 内 可 具有 
任意 阶 的 饲 导 数 )， 那 么 , 必 存 在 一 正 数 8, 使 得 凡 满 足 相 应 (代数 
方程 ) P(2) 一 0 的 解 1, 必 亦 满足 : 


1 721 = 3 下 


验 。 首先 ,我 们 取 上 面 偏 微分 算 子 P 的 定义 域 为 
DB(P) = {xrIx(00) = 0;x WE LIQ), R=0,1,2,...} 
(其 中 , 89 代表 8 的 边界 ; x(08) 二 0 代表 x(z) = x(4i, fy，*…， 
fn) = 0, Vt = (4) 2 "9 tn) 《098), 那么 显然 可 以 看 出 
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DP) =— LQ). 

其 次 ,我 们 设 EoC 多 (P) 为 满足 上 偏 微 分 方程 的 “广义 解 ” 
x 元 之 全 体 ， 显 然 ,， Eo 为 LAQ) 内 的 一 线性 子 空间 , 下 面 , 我 们 
证 明 它 是 闭 的 ， 事 实 上 ， 类 似 于 $2.4 习题 8 易 知 ，VYy6 吃 (P)， 
均 有 

0 = | FPCeJ]C you Cd) = | x(#) * [P*(Cy) pa), 
Vx € E,. 

因而 ， Vixs} CECL(Q), 如 果 有 Tp” xzo( 7 一 > co ) 多 那儿 ,回忆 
到 $1.1 中 关于 “内 积 ” 的 连续 性 ,由 上 式 可 导出 


,IPGOIO + yaa 一 人 xD « IP*() IC pl 1) 


= lim | xna(t)。[P*(y) (pdz) 一 0， 
Vy € DB(P). 
由 此 ,注意 到 多 (P) 二 L2(9), 由 .上 式 及 Hahn-Banach 定理 可 得 到 
P(x0) = 0， 
名 xo 亦 为 上 面 依 微分 方程 的 一 个 "广义 解 ”， 此 外 ,由 于 (029) = 
0, 故我 们 不 妨 取 zx 一 xolz) 亦 为 在 2 边界 69 上 均 取 0 值 的 函 
数 , 此 即 有 xo€ E。, 从 而 证 得 E, 确 为 空间 L*(Q8) 内 的 一 个 “ 闭 ” 线 
性 子 空间 。 
然后 ,我们 类 似 地 考查 下 面 7 个 算 子 : 


TCD 一 二 全 DTi) = DP) (X= 1, 2，'……，7)。 


类 似 $24 习题 8 的 结果 , 我 们 可 知 , Te 一 Ti 一 1，2， 2)， 
从 而 (注意 到 此 时 有 5 (Ti) 一 LX2)，1 委 4 和 2) 由 前 $5.1 中 
定理 3 可 导出 Ti(l1 委 & 委 力 均 为 由 幼 (P) 到 二 (9) 内 的 “ 闭 ” 
线性 算 子 。 特别 地 , 当 设 


Te (x) =- 了 工 订 ， DT) 一 E(BP)) (=1,2,...,n) 
t 


时 ， 可 知 T 为 从 Banach 空间 5。( 因 其 为 Banach 空间 LX.9) 之 闭 
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线性 子 空 间 ) 到 Banach 空间 LX《Q9) 内 的 闭 线性 算 子 , 因此 ,用 上 上 讲 
的 闭 图 象 定理 ， 就 可 导出 TR 一 1，2，…，2) 均 为 E。 上 的 连 
续 线性 算 子 。 这样 一 来 , 38 > 0， 使 得 均 有 


Ox p 1 
一 -一 < + 二 一 和 
| VxrE5 (k=1,2, 7) 。 
从 而 
Sa plrl, vre E,, 
也 并 有 


> /| Ee ea < [xC2) lip dt), 
R=1 YY 2 Ot 2 


Vr = x(t) € Eo, 
最 后 , 当 “w 维 ” 复 数 4 满足 前 面 代数 方程 PC(4) = 0 时 ,相应 
的 级 数 


et 人 0 ViE 6 (其 中 ， (1,14) = >, snl) 
x(z) 一 k=1 


0 ， Yi€ O00 
也 必 满 足 PLx(z)] 一 0. 因而 可 知 x(z) 即 为 该 偏 微 分 方程 的 一 个 
解 , 即 x6 Eo。 于 是 ,将 此 * 代 人 上 面 的 不 等 式 ,可 得 到 


i(t54) 12 TAI) |2 
> | aa) < 0), [en lap ds), 


也 即 导 出 
141 = > [44l? 志 p, 
二 1 
验 毕 . 


注 1。 类 似 上 面 的 证 法 ,在 代数 方程 RU2) 一 0 中 , 我 们 可 以 
得 到 4 (复数 ) 的 虚 部 的 有 界 性 控制 4 的 有 界 性 的 结果 等 ， 对 此 有 
兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [70]. 

下 面 ,我 们 讨论 涉及 Banach 逆 算 子 定理 的 两 个 例子 . 

例 3 (线性 微分 方程 解 的 连续 依赖 性 )。 设 已 给 《 阶 线性 微 
分 方程 
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xfzy 十 pe x DE t+ per) 十 DCtDx(t) = yt) 
及 初始 条 件 
rx(a) = x(4) 一 一 xc) 一 0 
《其 中 ， “系数 ”pC2), za， ,pil 人) 均 为 区 间 [a，5] 上 的 连续 
咒 数 ), 且 由 常 微分 方程 论 的 Picard 定理 还 知 、 对 每 个 [a,5] 上 的 
连续 级 数 y(z) , 均 存 在 唯一 一 个 “% 阶 连 续 可 微 ” 的 解 +(2). 那么 ， 
上 面 的 解 x(z) 古 连 续 依赖 于 丽 数 y(z) 的 . 
验 . 首先 ,我 们 记 ( 在 [a,5] 上 具有 《 阶 连 续 导 阔 数 ) 空 间 
C*[a,5] 内 的 子 集 
Ci [las 6] = {xlr(a) = xr (4) == xt (4a) = 0; 
xn€E Cra,6]}. 
由 于 在 空间 C1a,5] 中 ,Vr € CY[a,5], 范 数 定义 为 


zl = > max [x00)|, 


族 知 那里 的 “ 按 范 收 傅 " 即 为 各 阶 导 函 数 均 在 [25] 上“ 一致 收 全 ”， 
因而 易 见 CO?1La,25] 力 是 CW[a,5] 的 一 闭 线性 子 空 间 ， 从 而 ， 
由 CV[a,5] 是 Banach 空间 ,可 知 C8[4,2] 亦 是 Banach 空间 . 

其 次 , Vx € Cs?[a ,6], 我 们 定义 一 算 子 工 为 

[TOx) J] = x oz) TF pt) * x HE) + 

十 pet) xi) 十 pi zx， Vi€E [a,2]. 

多 见 ，T(Gx) ecCfe， 6 ， 因 而 工 万 是 由 Banach 空间 Cla 82] 到 
Banach 空间 CLa, 5] 内 的 线性 算 子 ;并 且 注 意 到 pC(2)(l 志 : 志 ) 
均 为 [a ,5] 上 的 连续 函数 的 假设 ,还 可 导 得 


太 
[role < (1 + 3 leile) lllew, vee chora,e]. 


即 千 仍 是 一 有 界 算 子 ， 
然后 ,由 假设 : 上 面 的 微分 方程 及 初始 条 件 对 任意 的 元 ye 
CLa,b], 均 存在 唯一 的 元 x € Cb8[a,5] ,使 得 TCx) 一 y。 从 而 即 
知 算 于 工 的 值 域 YY (T) = Cfa, 5 ,并 且 算 子 工 是 1 一 1 对 应 的 . 
最 后 ,利用 上 节 Banach 逆 算 子 定理 ,我 们 可 导出 : 工 的 北 算 
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子 T :也 是 从 Clo, 2 到 CI 上 的 有 界线 性 算 子 , 且 是 连续 
算 子 ， 因 此 , 当 上 面 的 函数 y(z)E C{a,2] 作 微小 "变动 时 , 相应 
满足 初始 条 件 的 微分 方程 的 解 x == T (7) 也 必然 作 “ 微 小 ”的 变 
动 , 即使 得 解 函 数 xQ&) 以 及 各 阶 导 限 数 x (2), x 2),，，** ,x2(z) 
均一 致 地 作 微小 -的 变动 。 验 毕 ， 

例 4. 设 E 是 某 些 数 列 所 组 成 的 Fréchet 空间 , 具有 下 列 性 
质 : 

1 .EE 中 元 列 均 有 关系 : 按 范 收 人 钱 一 > 坐标 收敛 ; 

2"，Vy 一 {m1;}€《 ,无 穷 元 一 次 联 立 方程 组 


ok 一 风 (一 1,2，.…) (1) 
A=1 


恒 有 唯一 解 *+ 二 (547 € (DC(G) 的 定义 可 参看 $1.3 习题 4). 
那么 , 必 存 在 E 的 一 列 " 连 续 "线性 泛 函 {f4}, 使 得 Vy = {4%n}€ EE， 
上 面 的 方程 组 的 解 x 二 {#4} 均 可 由 此 列 证 下 给 出 ; 即 有 
Sx =fi(y) (人 一 1，2，…). 

验 . 首先 ， 我 们 设 E, = {{54}|x 二 {54} 是 上 方程 组 (1) 
对 某 一 元 y 一 {7m;} € E 的 解 }， 那 么 ， 由 于 方程 组 (1) 是 一 次 的 ， 
因而 可 知 E, 为 () 内 一 线性 子 空间 . 此 外 ， 又 由 那里 的 假设 条 件 
2° 我 们 还 知 ， 如 果 以 方程 组 (1) 的 对 应 关系 作 E, 上 的 一 算 于 工 ， 

T(x) = y= {%}, Vr =— {S84} € E, 

那么 , 工 则 为 从 E, 到 E 上 的 1 一 1 对 应 的 线性 算 子 . 

其 次 ;我们 在 E, 上 定义 一 “ 准 范 数 


ll = ls + 可 二 
其 中 
|xllo 一 TC%) [es lx ll; 一 uP ] 之 ， OAS | (i=1,2,...); 


Vx 一 {S47 € EE. 
我 们 可 以 证 明 ， 空 间 E, 中 的 元 列 按 上 面 “ 准 范 数 “ 1 亦 有 关 
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系 : 按 范 收 敛 一 > 坐标 收敛 ， 并 且 按 该 “ 准 范 数 还 构成 一 个 
Fréchet 空间 ( 留 给 读者 验证 ). 
然后 ,由 E, 中 范 数 的 假设 条 件 ,我 们 容易 看 出 
TCx) le = lxlo < xs, Vx€E. 
故 综合 上 面 的 结果 可 知 , 工 是 由 Fréchet 空间 E, 到 Frechet 空间 E 
上 的 1 一 1 对 应 的 有 界线 性 算 子 ， 这样， 由 Banach 逆 算 子 定理 则 
可 导出 , 工 的 逆 算 子 T7! 必 为 从 EE 到 E, 上 的 连续 线性 算 子 
{si} =xr = Ti(y), Vy = {ml€E. 
最 后 ,我 们 令 
Ei = fily), Vy EE (Kk=1,2,..:)., 
由 了" 的 分 配 性 ,显然 可 以 得 到 天 (% 一 1，2，………) 的 分 配 性 ;而 由 
TI- 的 连续 性 ,我 们 可 知 ,在 空间 互 中 如 果 y 一 yo, 那么 ,在 空间 El 
中 ( 按 准 范 数 | | ) 必 有 . 
x= Ti(y)— Ti(y0) = ro. 
然而 ,由 “ 准 范 " 数 “ | j| 的 性 质 , 可 导出 ， 当 设 x 一 484} 一 
{5 入} 时 ,由 上 式 可 得 出 (坐标 收 纹 》 z 
一 (一 1, 2，…)。 
此 即 当 ?一 和 时 , 必 有 
fiCy) 一 fr Cyo) (RK=1,2, …). 
从 而 也 即 证 得 上 面 定义 的 {f} 力 是 E 上 定义 的 一 列 连续 线性 泛 
六. 验 毕 . 
习 题 
1。 试 验证 本 节 例 4 中 关于 E, 内 定义 的 准 范 数 的 两 个 性 质 。 
2. 如 果 {f} 为 定义 在 第 二 纲 赋 〈 准 ) 范 线性 空间 E 上 的 一 列 连续 线性 


泛 痕 并 且 极 限 
fCx) 一 lim f(x), YE6EE 


均 存 在 。 试 用 闭 图 象 定理 证 明 * 此 时 f 必 亦 为 E 上 的 连续 线性 线性 泛 消 . 
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$ 5.4. 关于 空间 的 可 数 基 


在 $1.3 讲述 赋 范 线性 空间 的 可 分 性 时 ,我 们 曾经 涉及 到 关于 
空间 的 “可 数 基 ” 的 问题 ,然而 ,在 那里 指出 的 一 些 关 于 基 (Schauder 
基 7 的 性 质 (例如 ,与 有 限 维 的 情况 一 样 ,在 具有 可 数 基 赋 范 线性 空 


间 互 中 ,其 元 对 于 基 {et} 的 唯一 分 解 式 zx 一 >，5ek 的 各 系数 8&4 
友 严 下 


均 为 瑟 的 有 界线 性 泛 函 fi(x)(% 一 1, 2，…); 在 一 定 的 条 件 下 ， 
{f4} 也 构成 空间 E* 的 一 可 数 基 等 等 ), 以 及 可 数 基 存在 的 较 深 入 
的 讨论 ,只 能 在 讲 过 开 映 象 定理 或 闭 图 象 定理 (从 而 导出 Banach 道 
算 子 定理 ) 之 后 才能 进行 .联系 到 可 数 基 和 概念 在 Banach 空间 的 线 
性 方程 ,在 求 和 法 理论 以 及 测度 理论 等 方面 均 有 广泛 应 用 ,从 这 个 
意义 来 说 ， 本 节 同 样 也 可 以 看 做 是 这 两 个 定理 的 一 个 十 分 成 功 和 
有 趣 的 应 用 . 下面， 我 们 讨论 空间 可 数 基 的 存在 问题 ， 还 要 验证 
$1.3 所 提 过 的 结论 . 

首先 我 们 给 出 关于 可 数 基 的 一 个 等 价 命 题 : 

定理 1， 设 五 为 一 Banach 空间 .那么 ， 为 了 非 零 元 列 {ek} 构 
成 互 的 一 个 基 , 必须 且 只 须 其 满足 条 件 

Gi) [{ex}] 二 E( 即 {e,} 之 线性 组 合 稠 于 E); 

(ii) 在 E 中 存在 一 与 原 范 数 等 价 的 新 范 数 上 .小 ,使 得 Vs 
89 ***， En 3 5o +159 Sn, € 六 均 有 


| 2 Stet | < | >) Fren 
k=1 k=1 
证 1)“ 一 >“ 当 { et} 是 互 的 可 数 基 时 ， 由 定义 显然 可 知 ,这 
时 定理 的 条 件 Q) 是 成 立 的 , 对 于 定理 的 条 件 (ii), 由 于 {ex} 是 一 个 
基 , 因 而， Vr 一 之 ， SLCAs {I> SRER 
在 互 中 定义 一 个 新 范 数 
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| (2 SS 1,, ni» 72- 一] 2,.….)， 
1 . 


| 均 是 一 有 界 数列 ， 从 而 当 


El DD 
> Sren » Vxz 一 > rerEE 
k=1 " k=1 


时 ,显然 可 以 看 出 ,该 记 数 是 满足 定理 条 件 (让 的 不 等 式 关系 的 ,天 
且 还 有 


lxll = sup 


lx 2 llx|, vx € E. 
其 次 ,我 们 证 明王 在 范 数 “由 小 ”下 也 构成 一 个 Banach 空间 .事实 
上 , YV{xm}CE, 如果 有 2 一 xm 用 一 > 0(mi, 7 一 co)， 那 尹 , 当 


设 zx。 一 > 3 (m= 1,2,.. ` ) 时 , 便 可 以 导出 


eek 一 > EK" eR 


(m, jy > 00) (z= 1,2,...). 
从 而 看 出 : Vk (自然 数 ) 坐 标 {5 知 小 均 为 一 Cauchy 数列 ， 且 其 必 存 
在 极限 EY(% 一 1,2,..…).。 故 将 上 面 的 关系 式 两 边 取 极 限 mw: 一 
co 可 导出 Vn (自然 数 )， 一 致 地 ”有 


Ei Li 
) Skt ek 一 > EK ek 
一 二 1 


< [x YT xm —>0 


Ex (m, 一 > co ) 


这 样 ， 当 令 广 0 一 > Ek en 时 ， 由 上 式 可 知 xo€ E 昌 有 


len 一 zh 一 sup > Sex 一 > per | 
也 即 证 得 五 在 范 数 站 ' 外 "下 是 完备 的 . 
最 后 ,由 尺 上 结果 直接 应 用 Banach 逆 算 子 定理 则 可 导出 ;上面 
使 五 均 成 为 Banach 空间 的 两 范 数 “| 六 与 趾 : 用 ”是 等 价 的 ， 因 
而 本 定理 中 条 件 (ii) 的 所 有 结果 也 都 得 到 了 . 
2)“ < 一 ” 首先 , 我 们 证 明 在 空间 E 中 ， 凡 能 表 为 {ex} 的 无 
穷 级 数 形成 的 元 , 其 表示 法 必 是 唯一 的 . 事实 上 ,如 果 有 中 一 元 


[一 0(m 一 co )。 


b 3 Grer 亚 Set 郁 么 ， 我 们 有 


k= 1 二 
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| 2 G4 一 De | = |0l, 一 0， 
上 一 了 1 
从 而 由 定理 的 条 件 (ii) ,可 得 到 
| (st Srl, < ID Cia ~0 


(n= 1, 2，-…). 
由 此 ， 从 归纳 法 显然 可 以 得 册 EL= Ek (R= 1,2,..…). 


其 次 ， 我 们 证 朋 EE 中 的 元 均 可 表 为 Y， Eten 的 形式 . 为 此 ， 


由 定理 的 条 件 Qi), {es} 的 线性 组 合 在 E 中 是 秽 的 ， 因 而 我 们 只 要 
证 明 在 叫 :jj 的 范 数 下 ,， 上面 的 形式 的 元 所 成 的 线性 空间 是 完备 
的 就 可 以 了 . 然而 ， 这 一 事实 在 上 面 定 理 的 必要 性 证 明 中 已 经 证 
得 . 综合 以 上 结果 , 即 导出 了 空间 E 以 {ei} 为 一 可 数 基 . 证 毕 . 
推理 1 设 E 为 一 Banach 空间 , 其 内 的 非 零 元 列 {ex} 有 
[ {ex}] = 上. 拷 公 > 为 了 {ex} 构成 E 的 一 个 基 必 须 且 只 须 其 满足 
条 件 38 之 1， 使 得 ,， V8, 582， ,8s ，*"*' ,8,,€ 长 , 均 有 


<s | (n,n 一 1，2，-……)。 


推理 2 如 采 {ex} 是 Banach 空间 E 的 一 可 数 基 ,那么 ,EE 中 元 
* 对 于 每 一 个 基 ex 的 "坐标 ”54, 均 为 E 上 和 的 有 界线 性 泛 浮 ， 并且 
一 致 地 有 
| 二 | = [f(x)| 魏 < Tl YrxEE (KX=1, 2， -.-) 
《其 中 为 某 一 固定 常数 )，. 
注 1， 当 {e4} 是 Banach 空间 的 一 可 数 基 上 时 ,对 EE 的 元 ,我 们 
有 下 面 唯一 的 表达 式 : 


> ”二 AODE YrEE 
&=1 


(其 中 , 泛 孙 列 {f}CE* 由 基 {ex} 所 确定 , 它们 两 者 形成 一 “ 双 正 
交 组 ”)。 这样 Yi € E*, 我 们 有 
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1 一 用 ne) 一 De 


= Sc) -f(x), VreE,. 
即 导出 ‘= 


DS fe) -fy (一 co)， 
k=1 


注 2， 当 {e 旭 为 Banach 空间 E 的 一 可 数 基 上 时. 如果 定义 E 上 
的 两 列 算 子 为 


Li 


Ps (x) 一 > ， SC Ra(xz) 一 2 Exeks VYx 一 >) Srcr EE 
此 于 合十 1 k=1 


k= 1 一 


《2 一 1, 2， “**)， 
那么 ， 由 定理 及 其 证 明 ， 并 注意 到 范 “| . 省” 的 定义 及 其 与 原 范 
-六 的 等 价 关系 ,可 导出 


[POON < sp | 2 saee = ll < ollal 
及 
Rs CON = liz — PO < xl + PoC) 


<(1+PBlz; vr€Eln = 1,2,...) 
(其 中 ,8 为 某 一 沼 数 )， 从 而 可 知 P,, R(x 二 1,，2,…) 均 为 EE 
上 的 有 界线 性 算 子 ,而 满足 上 面 关 系 式 的 正 数 8 之 1 的 下 确 界 ,人 
们 常 称 之 为 {er} 的 " 基 常 数 ”. 
推理 3， 设 {ei} 是 Banach 空间 E 上 的 一 可 数 基 , {jf}CE* 为 
其 对 应 的 双 正 交 泛 闭 ， 那 么 ,为 了 { 玉 } 构 成 E* 的 一 个 可 数 基 . 必 
须 且 只 须 VfeE E*, 均 有 


sup i 己 f(Srea)| 只 SkeAX 


< 1， 人 >， 二 2 EE El—0 
二 一 工 
(2 一 co). 


证 。 1)“ 一 >” 设 {f} 为 E* 的 一 可 数 基 、 那 么 、YVfe E*， 
我 们 必 有 唯一 的 关系 式 j 一 > xxfr《 按 E* 范 数 下 收 伍 )， 于 是 ， 


四 一 工 
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根据 {ec4} 与 {ft} 组 成 一 双 正 交 组 ,我 们 可 得 到 
[三 ms (2 sxc) — On — 2， 3, -0 ); Vv Dore E.” 
从 而 由 
(Es) 


-|[f 一 守 “o ( 忆 &) 
<)- Son -|Bael, 
及 {ft} 为 E* 中 基 的 假设 ， 可 二 出 
/(S see < 上 一 一 on |~。 (n: > 00); 
| 
2)“< 一 ” 同样 由 {ex},{f} 是 一 双 正 交 组 ,以 及 {er} 是 下 
基 的 假设 ,我 们 容易 看 出 ,Vx(**0) e ,其 必 可 表 为 x 一 > f(x) er. 
因而 可 得 加 
| 一 之 f (er)fs |@ 一 1/ 一 之 ， fCexiOf (> AGEN 


= he — SY fe fls) — 六 JeDFCe) 
一 1 不 一 工 | 


sup 


<1 (n= 1,2,...), V Sgiei€E, 
二 1 


— f(D)e) (z= 2,3,.…:), 


而 由 本 节 注 2, 又 有 
| BA = asd < G+ plal, 
故 前 式 可 变 为 
2 一 1 2 f(x) 
此 -名 /co 州 四 = [各 GE 十 |z 


~ (Br ha) 


+ — DeneE (xXx=2.3,..*) (Vr X09) 
因此 综合 以 上 结果 ,由 本 推理 的 假设 , 便 可 导出 
| AN< GD wp{ > [saen) | > Bret 


<1, y seeke 有 一。 (n —> 00). 
二 1 


即 有 f 一 >) f(er) 有 ， 导 出 了 {4} 亦 为 E* 上 的 一 可 数 基 ， 证 半 ， 
R=1 


我 们 指出 : 在 任意 无 穷 维 的 Banach 空间 中 , 必 存 在 一 个 包 各 
可 数 基 的 无 穷 维 闭 线性 子 空间 ， 为 此 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 . 设 为 任 一 无 穷 维 赋 范 线性 空间 ，E。CE 为 其 一 有 限 
维 线性 子 空间 . 那么, Ys > 0，3x6 E, 使 得 上 xl| = 1, 且 一 致 地 
有 

yl < (1 + a) ly 十 2zl， Vy€ Eo, 4. kK. 

证 ， 不妨 令 e 二 1， 那么 ,首先 由 E。 是 有 限 维 线性 子 空间 的 

假设 及 $1.1 的 结果 ， 我 们 可 知 ，E, 的 单位 球面 必 是 ( 自 ) 列 紧 集 ， 


是 必 存在 一 有 穷 -网 {ys yo (Wm vy e Ellyll 1， 


3y4(1 过 之 m) (参看 图 5.1), 使 得 |y 一 yi 二 =). 


其 次 由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,对 上 述 网 中 每 一 元 yi€ ECE 

(不 妨 设 网 中 无 9 元 ), 3f 6 E*, 使 得 
(fl = 1， filyx) = 1 (& 一 1， 2，'…，。 ， 1m), 

于 是 注意 到 ECE**, 且 由 的 无 穷 维 性 ,可 知 E* 亦 是 无 穷 维 的 ， 

因此 ,3x € E, 使 得 ||xl| 一 1, 且 恒 有 
f(x)=0 (R= 1,2,...,m). 
. 最 后 ,我们 证 明 上 述 的 元 * 即 为 所 求 的 元 .事实 上 ,Y6 半 ye 
Eo( 当 y 人 vié€E K, 3yrl] < 《< m), 使 


其 满足 [in | |< 六 二 于 是 , 可 导出 
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5.1 
jy + 2zj = yl | + i x | 


> 相关 二 让 一 站 


E 


之 yll(n (ys 十 po *) 一 了 
-yl(h Go 一 <) 一 人 pi 人 (1 一 全 )， 


2 
即 
2 


bl < 2 


和 + 32x (1 + e)ly + xl. 


证 毕 . 
注 3.， 在 引 理 中 对 元 * 的 寻找 ， 其 实 只 要 它 满足 关系 式 ||xj| 


=1; {fCx)| < 二 太一 1, 2，.….，m) (而 不 需要 大 (*) 一 0) 就 


找到 引 理 所 求 的 * (请 读者 自已 验证 ). 

定理 2， 设 五 为 任 一 无 穷 维 的 Banach 空间 ， 那 么 其 必 含有 一 
具 可 数 基 的 无 穷 维 闭 线性 子 空间 . 

证 事实 上 , 由 推理 1 的 结果 ， 我 们 只 要 证 明 E 中 必 含 有 一 
非 零 元 列 {cs}， 使 其 线性 组 合 的 范 数 满足 推理 1 的 条 件 ， Eo 一 
[{c%}] 即 为 所 求 的 闭 子 空间 . 

事实 上 , Ve > 0, 我 们 先 取 一 正 数 列 {e，} ,使 得 
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Tat+e)<1l+e. 
nn 二 1 


然后 , 任 取 一 元 9€ EE, | 名 一 1, 我 们 做 的 子 空间 E, 一 [eg]; 
并 应 用 上 面 的 引 理 ,我 们 则 知 , 对 正 数 81, 3c9€ E, le 外 一 1, 使 得 
一 致 地 有 
上 和 GE 十 sy 十 专 e 别 ， Vy€ E,, &é€ kK; 

类 似 地 ,由 归纳 法 可 知 ,如 已 按 上 面 的 方法 得 到 了 元 和 ee, e9,…,es}， 
则 当 我 们 做 E 的 # 维 线性 子 空间 E, 一 [{a&|1 三 Ke w}] 时 , 辣 样 
可 知 3ez+i6 巨 :|essil 一 1, 使 得 一 致 地 有 

| 加 | < (1 十 En) ly 十 sco41||， Vy € [{e | crced ls EE Kk. 
这 树 ， YY Sn? "9 &,,€ KK, 可 导出 


<Ta+re,). | 2 set 
#2=1 R=1 


(1 < 1,, mn» n2= 1,2,， -. ). 


<(+e). 2 se 


从 而 由 推理 2 可 直接 看 出 ，Banach 空间 E, 一 [{eh}] (E 的 闭 线 
性 子 空间 ) 即 以 {e&} 为 一 个 基 , 此 即 定 理 所 求 ， 证 毕 . 

我 们 注意 到 本 节 注 3, 由 定理 2 还 可 导出 一 个 有 趣 的 推论 : 

推理 . 设 {x,} 为 一 无 穷 维 的 Banach 空间 五 中 之 元 列 , 其 满足 
条 件 : 

(i) 3ee > 0, 使 一 致 有 zlse> 0 (一 1 2，.); 
名 

那么 ， 在 {x,} 中 必 有 一 子 列 {x,}， 使 其 为 E 中 闭 线 性 子 空间 

[{xw4}] 的 一 可 数 基 . 

证 。 事实 上 , 由 xn 6 《2 一 co) 的 假设 ， 及 引 理 的 证 明 
中 看 出 , 对 于 由 元 {ys y2，……* ,ym}(《 网 ) 所 确定 的 泛 孙 {fi | <4} 
CE*, 能 够 取出 一 元 x,,€ {xs。}, 使 其 均 满 足 


ACHNIE < ra G1, 2 m), 


0 (n — co)， 
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从 而 由 注 3 则 知 ，3 引 理 的 结论 当 换 那里 的 为 元 列 {x,} 时 亦 是 成 
立 的 ， 

于 是 ,类 似 定理 2 的 证 明 方 法 ,我 们 就 可 直接 由 定理 1 的 推理 
2 导出 本 处 的 结论 . 证 毕 . 

下 面 , 我 们 再 给 出 几 个 (涉及 到 共 斩 空 间 ) 关于 基 存 在 的 判别 
性 命题 : 

定理 3 设 瑟 为 一 Banach 空间 ，{e4}CBE. 那么 如 果 Yx 
€ E,3 (唯一 的 ) {54}CCK, 使 得 


之 skeAT7 醒 ) x (n—> 00), (1) 


则 {ex} 必 构 成 E 的 一 个 基 . 

证 . 首先 ,由 式 (1), 我 们 能 将 E 中 的 元 * 与 那里 的 数列 {843 
一 一 对 应 . 设 上 述 数 列 y 一 {41 的 全 体 所 组 成 的 集 为 £1,， 则 其 
显然 构成 一 线性 空间 ,并 且 由 共鸣 定理 , 及 弱 收 敛 关系 ( 见 54.5 定 


理 1) 还 可 导出 V{&4}e Es 数列 {| 了 > 4c 上 有 界 . 
k=1 

于 是 ,我 们 就 可 在 E, 中 定义 范 数 

之 Sek 


完全 与 定理 1 的 证 明 方 法 类 似 , 我 们 可 以 验证 ， 此 时 E, 在 上 面 范 
数 下 亦 构成 一 个 Banach 空间 ,并 当 定 义 E, 上 的 算 子 工 为 

+ 一 工 (7)， V7y 一 人 5 € 五 
时 ,由 弱 极 限 元 的 性 质 及 1 可 得 


TO = xl < lm 


yl = ||{éx}, = sup ， Vy = {&1} € EF,. 


< ylh, Vy € EE,. 


之 ， EKER 
从 而 不 难看 出 工 为 从 Banach 空间 E, 到 Banach 空间 E 上 的 一 一 对 
应 的 有 界线 性 算 子 ,因此 由 Banach 逆 算 子 定理 (8$5.2 推理 3) 可知， 
存在 一 从 互 到 E, 上 的 有 界 逆 线性 算 子 工 -， 

Tri) = y, Vr€E. 
由 上 面 的 不 等 式 , 可 导出 
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lz eyb el, Vy = {St € BE,. 
最 后 ， 根据 E, 中 范 数 的 定义 可 导出 V8,, 52> ***， sm 3 
€ KK, 均 有 


1 


> Shck | 二 | -人 
t= 


+ 3 
<1T | a 
二 1 


并 且 ， 从 分 隔 人 性 定理 导出 的 强 弱 收敛 关系 (4$4.5 定理 4)， 我 
们 还 知 ， 由 上 面 的 假设 (1) 可 以 导出 {ce,} 的 线性 组 合 将 是 稠 于 
E 的 , 即 有 [{es}] 二 EE. 这 样 , 由 定理 1 的 推理 1 可 直接 导出 E 
是 以 {te 为 一 可 数 基 的 . 证 毕 . 
由 上 面 定 理 3, 我 们 容易 得 到 一 个 推理 . 
”推理 1 设 瑟 为 一 Banach 空间 ,{es} 为 E 中 一 线性 无 关 元 列 ， 
{fa} 为 E* 中 一 泛 痕 列 , 那 么 ,如 果 对 于 任意 泛 冰 16 E*, 均 有 


之 ， f (er)fn 


则 {e。} 必 构 成 的 一 个 基 . 
证 . 事实 上 ,由 假设 可 知 


(nn nn T= 1,2,..:). 


(13 33 
求 


1 (2 一 co)， 


[Bd = PHD he) 一 Ka n> 00); 
k=1 大 一 1 


vi€E E*, xEE, 
即 有 


之 frr) er TE Xs VrE€EE., 
k=1 


因此 ,由 定理 3 及 {e,} 假 设 不 难 导 出 本 推理 结论 .证 毕 . 
注意 到 共鸣 定理 或 本 节 注 2， 我 们 还 可 得 到 下 面 的 推理 ; 
推理 2. 设 瑟 为 一 Banach 空间 ,元 列 {ex} 的 线性 组 合 “ 弱 ? 釉 
于 E, 并 与 {f}CE* 构成 一 双 正 交 组 . 那么 为 了 元 列 {ek} 是 五 
中 一 个 基 , 必须 且 只 须 368 这 0， 使 得 一 致 地 有 
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po 一 | 袜 Aoe| < Blall, YreE Cn ~ 1,2,.). 
二 1 


证 . 必要 性 是 显然 的 ， 至 于 充分 性 ,首先 我 们 根据 {es} 的 假 
式 的 假设 ,我 们 还 知 Vé, §2, °° 1"， Sn ， “""3 Sn, € kK, 必 有 


eo) 


(pa > R19 N19 1N12 一 1, ，2 ， -) 


Ac 


< pl se 
k=1 


因此 直接 由 定理 1 的 推理 1 就 可 得 出 {ex} 为 E 的 基 的 结论 .证 毕 . 

推理 3. 如 果 互 为 一 自 反 空 间 , 那么 , 在 推理 2 的 假设 下 ， 只 
要 {ex} 是 空间 EE 的 一 个 基 , 则 {有 } 就 是 空间 E* 的 一 个 基 . 

类 似 地 , 由 定理 3 的 证 明 方 法 ,我们 还 可 得 到 下 面 关 于 E* 具 
有 可 数 基 的 一 个 推论 ( 它 需 要 用 到 $3.3 习题 中 关于 E* 中 集 是 

“正则 闭 ” 的 概念 ): 

推理 4. 如 果 {e。} 为 Banach 空间 互 中 的 一 个 基 ,{f.}CE* 为 
其 相应 的 双 正 交 泛 函 , 那 么 , 当 .多 一 [{f,}] 是 E* 一 “正则 闭 ” 和 集 
时 则 {fs1 就 亦 构 成 BE* 的 一 个 基 . 

其 证 明 请 读者 完成 . 

下 面 , 我 们 再 给 出 从 一 个 基 判 断 出 另 一 个 基 的 命题 : 

定理 4. 设 E 为 Banach 空间 , {ex} 为 的 一 个 基 , {fh}CE* 
为 其 对 应 的 双 正 交 泛 函 。 那么 , 当 元 列 [ex] 线性 组 合 稠 于 己 , 且 满 


之 | er—erlllfill = so < 1 


足 条 件 时 , { ex} 也 是 空间 E 的 一 个 基 。 
证 . 首先 从 {er}, {fr} 的 双 正 交 性 可 导出 WE mn 9 “*" IT 
€ 尺 ， 均 有 


E41 一 HlGiert G02 + 7 + bo,en)) S| > 有 | Nil 
(人 < 1) (2 一 1，2:,……). 
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从 而 由 定理 的 假设 可 导 得 
ek < > sAcek|| 十 Ss (ex — ek) 


< | > A| 十 > > bies 
-~ [> gxexl(1 + ol -ee 一 < 
Srek 


* lallllex 一 exl 


过 (1 十 80) 
此 外 ,还 可 导 得 
此 和 


(xi 一 1，2， …。)。 


二 | ce = 
3 se — Dl ex 一 < 划 
>| > 5kex|| 一 > bies 
-| se — Dla — el) 
>| > scl — DS tne — ll) 


“= (1 一 8) > ses 


因此 申 {ex} 是 的 一 可 数 基 ， 及 定理 1 的 推理 1 的 必要 性 命题 我 
们 可 知 38 > 0 一 致 有 
Ib3 sretl| < el|>, BREek 
最 后 ,综合 上 面 三 个 不 等 式 可 导出 
[> Ere <p (le 二 2 之 更 
注意 到 定理 1 的 推理 1 的 充分 性 命题 ， 可 知 {ex} 亦 为 8 的 一 个 
9 363 。 


le 一 ex 


(2 一 1，2，.….)， 


(n, > 11， Ri» f2 = 1, 2 *… )， 


(n> 1， ns 12 一 1，2， *- )， 


基 ， 证 毕 ， 

关于 可 数 基 的 内 容 是 十 分 丰富 的 ,这 里 不 可 能 详细 介绍 . 

注 4. 在 $1.3 中 我 们 曾经 指出 ,一 个 赋 范 线性 空间 ,如 果 其 具 
有 可 数 基 则 其 一 定 是 可 分 的 ， 然 而 其 逆 命 题 是 否 正 确 呢 ? 也 就 是 
说 对 一 个 可 分 的 赋 范 空间 而 言 是 否 一 定 存 在 可 数 基 呢 9 这 是 一 个 
自从 提出 后 持续 了 四 十 多 年 一 直 没 有 解决 的 问题 ， 直 到 1973 年 ， 
这 个 问题 才 被 P. Enflo 作 了 否定 的 回答 .Enilo 指出 : 的 确 存 在 
一 可 分 的 自 反 空间 , 它 是 不 具有 可 数 基 的 . 由 于 论述 这 个 结论 还 
需要 牵涉 许多 知识 因此 我 们 这 里 就 不 介绍 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 
看 看 文献 [53]. 


刁 题 
1. 试 证 明 本 节 定 理 ! 的 推理 1. 


2. 试 证 明 本 节 定 理 1 的 推理 2. 
3. 设 {c4} 为 E 的 一 可 数 基 ，{f4}CE* 为 与 {ce4} 对 应 的 双 正 交 组 试 证 


明 : 为 了 {fs} 也 构成 下 的 一 可 数 基 ,必须 且 只 须 We E*， 访 ) f(ew) 有 均 在 
入 1 
E* 内 收敛 。. 
4. 试 证 明 本 节 注 3。 
5， 试 证 明 本 节 定 理 3 的 推理 3。 
6， 试 证 明 本 节 定 理 3 的 推理 4。 


$ 5.5. 逆 算 子 I 与 (六 和 的 存在 性 


本 市 我们 在 贱 范 线性 空间 里 讨论 线性 算 子 工 及 并 的 有 界 逆 
算 子 的 存在 定理 , 与 $ 5.2 不 同 的 是 , 在 这 里 我 们 经 常 要 涉及 到 算 
子 (I* 或 T) 值 域 的 性 质 , 因 此 ,有 时 人 们 也 将 下 面 的 一 些 定理 称 
之 为 值 域 定理 . 
首先 ,我 们 给 出 关于 工 存在 和 有 界 的 几 个 命题 : 
”定理 1 设 芽 为 从 赋 范 线性 空间 E 到 E, 内 的 线性 算 子 ， 且 有 


多 (T) 一 下 .那么 ,只 要 YCT*) 在 E* 中 是 “* 弱 ”稠密 的 , 则 T-: 
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证 ， 及 之 ,如果 了 ! 不 存在 ， 由 丁 的 分 配 性 则 知 ，3xo€ E， 
xo 计 日 ,使 得 T(xo) 一 0. 于 是 ,注意 到 共 斩 算 子 的 定义 ,可 导出 
[T (8g)](xo) = g (T(x0)) = 0, VV g € DIT*). 
因而 ,人 (注意 zo 关 6 的 取 法 ) 与 YT*) 在 E* 中 是 “* 弱 ” 稠 的 假设 
矛盾 . 证 毕 ， 
定理 2， 设 工 与 定理 1 假设 相同 .那么 ,为 了 TI: 是 连续 的 ， 
必须 昌 只 须 %Y (TT*) 一 E*. 
证 . 1) 全” 如 果 T 工 存在， 并 且 是 连续 的 线性 算 子 ， 那 么 ， 
VE E*, 册 
go(y) 一 HT Hy)), VyE WT), 
可 得 到 定义 在 %Y(T) C E, 上 的 有 界线 性 泛 沙 ， 从 而 由 Hahn- 
Banach 定理 , 便 可 以 得 到 上 述 ge 的 -一 保 范 延 折 ”和 泛 函 ge Ex(g 不 
必 是 唯一 的 )， 且 由 
glT(x)] = go T(x)] = [TT(x))] = f(x), 
Vr€ TWIT), 
我 们 还 可 导出 ge 多 (T*) 及 T*(g) 二 f， 因 而 从 f 的 任意 性 便 导 
7 %(T)= E*. 
2) < ” 由 定理 假设 %Y(T*) 一 E*, 及 定理 1, 我 们 可 知 ， 
TI 是 存在 的 , 且 Vfe E*, 3( 唯 一 的 ) g6 E*, 使 得 T*(g) 一 fo 这 
样 Vy€E%(T), jyl| 科 1, 注意 到 f,g 的 关系 式 可 导出 
[AAT™(Y))| = {IT*Cg) IOI (Cy))| 
= |g(TCTT1(y)))| 
— |g(y)| lell, vie B*. 
因而 由 共鸣 定理 可 得 到 
sup {TW Nily|e1, ye (I)} < %. 
包工 :是 有 和 界 连 续 的 线性 算 子 .证 毕 . 
定理 3， 设 人 是 从 赋 范 线性 空间 瑟 内 到 五 , 内 的 线性 第 子 ,是 
有 多 (T) 一 E. 那么 ;为 了 CT) 一 存在 ,必须 且 只 须 有 oz (CT = 
E., . 
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证 , 1 之” 反之 ,如果 JE CT ， 6 那么 ， 注 意 到 
YT) 为 E, 内 的 一 闭 线性 子 空间 。 因此 从 分 隔 性 定理 (8 3.3 定 
理 1) 可 知 习 ge E?, 使 得 

gr) 一 pg) 一 0， V6ESp CT)， 
于 是 由 上 式 可 导出 
g{TC(x)] =0, Vre (CT)， 
从 而 由 共 斩 算 子 的 定义 ,我 们 即 知 
BT*)，T*(g) 一 0(E 上 之 “ 零 泛 函 ”)， 
并 且 由 于 此 时 设 《T*) 是 存在 线性 逆 算 子 〈(T#)-: 的 ， 改 (从 一 一 - 
对 应 关系 ) 可 导出 g% 一 0( 零 泛 函 ). 此 显然 与 上 面 g 的 取 法 矛盾 . 
2)“<” 事 实 上 ,如 果 有 一 省 函 goe E*, 使 得 
T (go 一 0(E 之 上 "“ 零 兴 通 ”)， 
那么 ,从 共 斩 算 子 的 定义 ,可 导出 
go T(x)] = [T*(g0)](x) 一 0， Vr€ DT). 
汕 
go(y) 一 0， Vy 一 % (TT), 
最 后 ， 注 意 到 定理 的 假设 条 件 YY (T) 一 E, 以 及 go 为 E, 上 的 连 
续 线 性 泛 通 ,我 们 可 导出 g, 一 0( 零 泛 函 )， 于 是 ,由 T* 的 分 配 性 
及 所 得 结果 便 导 出 其 逆 算 子 (T*)7! 是 存在 的 ， 证 毕 . 

定理 4 如 果 工 同 定理 3 中 所 设 , 那 么 , 当 互 ,为 “第 二 纲 ” 斌 
范 线性 空间 且 有 2 CT) 二 E, 时 , 则 (CT*)-! (存在 且 ) 为 连续 线性 
算 子 . 

证 . 首先 由 定理 3 可 知 (T)*"! 是 存在 的 ， 下面, 我们 就 来 证 
明 (T*)7! 的 有 界 性 . 反之 ,如 果 此 结论 不 真 ,那么 由 前 面 ($2.1 定 
理 2 的 推理 3) 关于 逆 算 子 有 界 性 的 命题 ， 可 知 ，3{g,}CE*, 使 
得 


gall=1 (n=1,2,...); 

|T*(g.)|—>0 (xn— 00). 
那么 , 当 我 们 定义 一 元 列 (注意 线性 算 子 (TIT*)1! 的 存在 性 , 从 而 由 
gn = 0, 可 知 T*(g,) = 0) 
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= Es 一 1,。2,，.…、 
sj ) 


时 ,容易 看 出 


lim = tim “es 一 im 一 一 ， 1 
er nr TN ~ 


另外 , 由 定理 假设 E, 二 %Y(T) 可 知 ，Y ye E,，3xo€E EE, 使 得 
yo 一 T(xo)， 这样 我 们 又 可 得 到 
|gnCyo) | 一 [gn( TCx0o)) | 一 |[T*g,] Cxo) | 
< IT*Cg,) lixoll jzoj 
(2 -== 1], 2, -3 
即 导 出 关系 式 
sup [gaCy)| =+o0, Vy€E,. 


最 后 ,出 空间 E, 是 第 二 纲 的 假设 及 共鸣 定理 ,可 推 得 {jjg 圳 } 是 一 
有 界 的 数列 ,其 显然 与 式 (1) 矛 盾 . 证 毕 . 
为 了 讨论 定理 4 的 逆 命 题 ,我 们 需要 先 来 给 出 一 个 引 理 : 
引 理 . 如 果 工 同 定理 3 中 所 设 , 那么 , 如 果 (Te*) (存在 且 ) 
为 连续 线性 算 子 ， 则 对 中 任 一 闭 “ 原 心 球 ”5(s), 集 TIS(e) 门 
多 (T)] 必 向 于 EE, 中 基 一 原 心 球 ”9 (5) . 
证 . 友之 ,如 果 下 中 有 某 一 “ 原 心 球 ”S(so) ,其 使 得 集 SCe。) 站 


2(T) 经 T 了 肌 象 后 的 “ 像 "在 已 中 的 任意 " 原 心 球 " 素 { 二 )(n 一 1， 


2 …) 均 不 笛 , 那 么 ,在 已 中 有 这 样 的 一 个 点 列 ty 色 } 存在 ， 其 使 
得 每 个 元 ys” * TLS(e) 几 多 (T)] (wn 一 1,2,…*), 且 有 
yi 0 (2 一 5c0). 

于 是 ,如 果 把 空间 E, 视 为 一 实 的 线性 空间 时 ,为 区 别 起 见 ， 
我 们 记 为 Ef (当然 , Ef 仍 是 由 E, 中 的 所 有 元 所 组 成 的 )， 那 么 ， 
由 集 TIS(Ce)on 2(CT)] 疙 是 空间 Ef 内 的 一 闭 凸 集 及 $3.3 的 
Ascoli-Mazur 定理 可 知 、 必定 存在 Ef 上 的 一 列 实 “ 有 界线 性 泛 函 
{g2#}C(E?)*, 使 其 满足 

SuP B72 {TC*)] < g+(y0"), 
Yr WT) (n=1,2,...). 
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而 当 |g#(y6”)| 和 安 |g2lse 2 时 ,我 们 可 得 到 
SP，&7 [T(x)] < gfe 2 

YrE DT) 一 12 (2) 
现 做 泛 函 列 
gat) 一 gx) 一 rcfGz) (2 一 1，2，…)， 
由 $ 3.1 定理 2 的 证 明 , 我 们 可 知 ， 上 面 的 g(x) (一 1,，2，…) 
均 是 原 复 空间 E, 上 的 “ 复 ” 分 配 泛 函 ， 并且， Y ye€ Ei,lyi 和 1， 
令 0 一 arg f(y) 时 ,我 们 有 
人 


le. 
vp, Re ge + 7) Sop, srl *y) 
— np, ls# Cy)1. 
即 导 出 
lg 一 else (2 一 1，2，…)， (3 ) 
从 而 得 知 上 面 的 泛 函 列 {gn} CCE. 
类 似 地 用 上 面 的 方法 我 们 还 可 推 得 
sup ‘ga[ T(x)1| 一 SUP, 8 [T(x)], Vré€E WT). 


外 xs 


于 是 ,由 式 (2) 及 (3) 本 时 
Sp, gr[TCG | < Jlgsll » Hyg", 

: : Vr€E DDT) (n=1,2,...). (4) 
因此 ,注意 到 共 罗 算 子 的 定义 及 上 面 的 结果 可 导出 {g,} CB(T*)， 
且 有 

nb gal TC) = soup, LT (go (| 一 solT” (ga)|， 


V rEDIT) (n=1,2,...); 
联系 到 式 (4)， 可 导出 


[TGdl < (Eb) le GD2 
后 ,由 {ys} 趋 于 9 元 的 假设 及 $2.1 的 结果 同样 可 知 ，(T9)- 


ae 3068 » 


不 是 有 界 的 ,从 而 也 不 会 是 连续 线性 算 子 。 其 与 定理 的 假设 矛盾 ， 
证 毕 ， - 
有 了 上 面 的 引 理 ， 我 们 就 可 以 给 出 定理 4 的 逆 命 题 在 一 定 条 
件 下 成 立 的 结果 如 下 : 
定理 5. 如 果 代 同 定 理 4 所 设 , 且 为 一 闭 算 子 , 那么 , 当 E 是 
Banach 空间 , 且 (T*)"， (存在 开 ) 为 连续 算 子 时 , 则 必 有 
YT) = EE. 


证 ， 首先 ,我 们 取 空间 E 中 一 闭 “ 原 心 球 ” 列 15( 包 外. 那么 

由 引 理 便 可 找到 空间 E, 中 的 一 球 列 {5,(8,)}, 使 得 
5 0 (2 一 oo) 
及 
S.(6,) ET 上 (3) NN CTD| (z= 1,2,...). 

于 是 ,与 $5.2 的 开 映 象 定 理 的 证 明 方 法 一 样 ,由 所 得 关系 式 ， 

利用 空间 互 的 完备 性 以 及 线性 算 子 工 的 闭 性 ,可 导 得 
So CT[SCeon GCT)]. 

因而 ,注意 到 算 子 工 的 分 配 性 , 我 们 可 导出 %(T) = E,， 证 毕 ， 

由 定理 2, 定理 4, 定理 5 及 开 上 映 象 定理 之 推论 ,我 们 不 难 直 接 
得 到 下 面 的 推理 : 

推理 设 工 是 由 Banach 空间 也 到 “第 二 纲 ” 赋 范 线性 空间 
E, 内 的 闭 线性 算 子 ,那么 ,下 面 四 个 条 件 是 相互 等 价 的 : 

(i) 工 把 空间 了 一 一 对 应 地 映 象 到 空间 E, 上 ; 

(i) 工 与 T* 均 存 在 连续 逆 算 子 TT! 与 (T*)7!; 

(iii) YT) = E, 及 WT*) 一 E*; 

(iv) T* 把 空间 Ef 一 一 对 应 地 映 象 到 空间 BE* 上 。 

其 证 明 留 给 读者 完成 。 下 面 讨 论 T-! 与 (T*)-! 的 关系 . 

定理 6 设 工 是 从 赋 范 线性 空间 五 内 到 E, 内 的 线性 算 子 , 且 
用 (TT) 一 E 及 (TT) 一 已 .那么 , 如 果 工 存在, 则 (T*) 
也 存在 ,并 且 〈T) 于 一 CT 此 外 两 个 逆 算 子 T: 与 CT*)- 的 
连续 性 是 等 价 的 ， 
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证 . 我 们 先 证 明定 理 的 前 半 段 命题 . 首先 ,由 多 (TT') 一 
o (TIT) 在 瑟 中 笛 , 故 知 (T) 是 存在 的 ,并 且 由 定理 3, 知 (T*) 
也 是 存在 的 ， 这 两 算 子 是 否 互 等 呢 ? 事实 上 ，Vy6 %Y(T), 有 
[IT 48)J CT 一 ELTITIC7D] = g(y), 


Vg € DT*); 
从 而 导出 
T*(g) EDIT)*], (TO)*[T*(g)] 一 gw， 
Vg € BT*). 
即 得 到 
DI = WT CDI(T*] 
和 


(CI 六 [IT (8) = 8 = [CT*) (TT*(g)), 
VI*(g) € BI(T*)!]. 
由 此 划 知 ， 算 子 (TT)* 是 (T*)7t 的 扩张 ， 而 男 一 方面 ,Vx 6 
多 (T), 我 们 还 有 
[CITTO*PITCO)) = HATTIETC) 1} = f(x), 
vie DICTOD*]; 
由 此 可 得 CT” GCTY)。 即 导出 
DI(T OICYHY(T*) = BICT*) I] (5) 
和 
f(x) = [CTO ICTCY)) = {TY*[(CTT)*(f)]}(x), 
Vr€ DT), fe€E DI(T™)"], 
由 上 面 后 一 式 又 可 得 到 
[CT I x) = [CT CO*CF) I(x), 
Vr€ DIT), fEé DIOTT)*]. 
注意 到 GZ(CT) 稠 于 五 的 假设 ,可 导出 
CAD= TODD, vie BICOT)*), (6) 
由 式 (5) 及 (6)， 我 们 可 知 算 子 (T*) 一 是 (TD)* 的 扩张 。 因 此 ， 
将 上 两 结果 综合 起 来 , 便 证 得 (T?#) 一 一 CT 中 *. 
至 于 定理 的 后 半 段 结论 ,其 证 明 是 容易 的 ， 事实 上 圭 ， 如 果 T-! 
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有 界 , 刘 由 ($ 3.5 定理 1 的 推理 ) 的 结果 知 其 共 辐 算 子 (T-)* 是 
有 界 的 , 且 由 上 段 结果 可 知 (Ti) 一 一 〈T7)* 亦 是 有 界 的 . 反 过 
来 ， 如 果 已 知 (T*)-! 是 有 界 的 ， 那 么 我 们 根据 上 段 的 结果 可 知 
(T-)* 一 (T#)- 是 有 界 的 ， 从 而 同样 由 $ 3.5 的 同一 结果 可 导出 
T- 也 是 有 界 的 . 最 后 ,由 于 赋 范 线性 空间 中 线性 算 子 的 有 界 性 
与 连续 性 是 等 价 的 ,因而 立即 得 出 定理 所 需 的 结论 .证 毕 . 

定理 7， 设 工 是 从 Banach 空间 E 内 到 EE, 内 的 一 个 ` 闭 线性 
算 子 ， 且 多 (T) = 一下。 那么 ， 为 了 算 子 方程 T(x) 一 y 对 一 切 
y &€ E, 均 有 唯一 解 ， 必 须 且 只 须 对 应 的 算 子 方程 T*(g) 一 f 对 一 
著 f€ E* 均 有 唯一 解 。 并 且 ,，T- 和 (T*)-! 均 是 连续 的 . 

证 事实 上 ， 如 果 T-! 存在， 且 WW (T) = E,. 那么 由 开 了 映 
象 定理 可 导出 T-: 的 连续 性 ， 再 利用 本 节 定 理 6 的 结果 ， 还 可 知 
(TI)!: 存 在 并 为 E* 上 的 连续 算 子 . 

反 过 有 来, 如果 (TIT*#) 存在 , 且 YC(T*) = 一 E*, 那 么 ,一 方面 根 
据 升 映 象 定理 , 我 们 可 以 导出 〈T*)-: 的 连续 性 ; 另 一 方面 由 上 面 
的 定理 3, 我 们 可 知 CT) 一 E. 而 由 上 面 的 定理 1， 我们 可 知 
T-! 是 存在 的 .因此 ,由 定理 6 可 导出 T-! 在 %(T) 上 是 连续 的 . 
最 后 ,注意 到 工 是 闭 线性 算 子 的 假设 ,由 $5.1 注 2 可 知 工 :!: 也 是 闭 
的 。 同样 由 该 节 的 结果 , T+ 的 闭 性 与 连续 性 ,以 及 空间 E 的 完备 
性 ,可 导出 其 定义 域 oz-(T) 是 E, 中 的 闭 集 . 

综合 上 面 的 结论 , 便 导 出 了 Oo”(T) = E,. 证 毕 . 


附 录 


这 里 ,我 们 再 引入 一 个 描述 算 子 T 和 T* 的 值 域 之 间 关系 的 一 个 定理 .我 
们 先 给 出 一 个 定义 
定义 . 称 点 xmeE 为 定义 在 下 上 的 算 子 工 的 零点 是 指 7(ro) = 6. 工 的 
零点 集 以 后 均 用 VCT) 表示 ， 即 
HT) = {x| T(x) = 0, x € 可. 
在 集 .f(T) 上 恒 为 零 的 有 界线 性 泛 函 全 体 记 为 .Y(T)+， 即 


NO = HACD] = 1 fe E*), 
类 似 地 , 我 们 可 以 定义 14* 的 零点 集 WCI*)(C EY?) 及 E 内 的 集 ACI*)+ 如 
下 : 
(TT*) = {8|T*(g) 二 0 ( 零 泛 函 ), 8 € EY》， 
NOTE)+ ow {y)fCy) = Ofvf E NOI*)I,y € EE). 
定理 8. 设 T 是 由 Banach 空间 E 到 “第 二 岗 ” 赋 范 线性 空间 E, 中 的 有 
界线 性 算 子 。 那 么 ,有 下 面 命题 成 立 : 
(i) 如 果 YT) 一 E,， 则 WY (IT*) 一 NT); 
(i) 如 果 % (CT*) = E*, 风 (CT) = 二 WCT*)+, 
证 . 1) 我 们 分 两 方面 证 明 (i) (注意 在 定理 假设 条 件 下 有 多 (T*) = 
Er?): 
i T(E*)CAHCT)! 因为 WET*(E#)，3g€ B#, 使 得 f = 二 T*(g); 因 
此 ,可 导出 
1(x) = [T*(g)](*) = g(1(x)) = 一 sg) = 0, Yr€ NH(T). 
BB je WOT)+, 四 
ii MWCT)+CT*《EY)， 首先 ,Yio E W《T)+, 从 定义 有 扣 E 如 及 
hx) = 0, Vx € NT)., 
其 次 ,由 定理 假设 (7T) = 已 知 Vy e 3x,€ E, 使 得 y = T(4y)， 然后 ,我 
们 在 空 si 忆 上 定义 泛 函 8, 使 得 : 
gCy) 一 h(xy), Vy€E,. (7) 
那么 , 上面 定义 的 汪 函 是 一 意 确定 的 ,因为 如 果 对 同一 元 y, 有 两 个 元 xy za 
与 之 对 应 ,使 得 有 y = T(x,) = 一 T(x,), 那么 ,由 元 *1 一 +.€ NH(T) 及 泛 消 
fk .Y(T)+ 的 假设 ， 可 导出 f(x, 一 xz) 二 0, 也 即 有 f(x1) = f(x,), 其 
三 ,由 于 T 是 定义 于 全 空间 E 上 的 有 界线 性 算 子 , 故 由 $5.1 定理 2 可知 T 亦 
是 闭 线性 算 子 。 由 %(T) = E, 是 第 二 纲 集 的 假设 及 开 映 像 定 理 可 知 T 必 是 
开 算 子 , 即 ve > 0, 36>0, 使 得 
5 (6)CT[5Cs)]， (8) 
这 样 , 如 果 元 列 {yx} CE,，, 使 得 一 >2 (> 一 c)， 那 么 , 3Y《〈 自 然 数 ), 使 得 当 
?之 N 时 ,有 和 6 35(5), 从 而 由 定理 假设 已 一 TB) 及 式 (8), 可 知 , afzr}jc 
E, 使 得 
= Tn) (n= 1,2,.) 
且 当 ”>>Y 时 ,有 zol 和 ee， 由 此 也 即 导 出 


yn Ur x0 (no0), 
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关 而 ;由 式 (7) 我 们 可 导出 :VY {yr}cE,, 只 要 有 yy 一 6(n 一 00 ) 就 必 有 
lim gCyn) 一 lim fo xn) 一 fo (Clim x») ~ 0. 
也 即 导 出 为 RE 上 的 连续 线性 泛 陆 。 因 和 而, 天 回 到 式 (7) 便 有 
gs[1(x,)| = gCy) = folx,), Yry € E, 
即 有 8 € 多 (CT*) 及 1T*(g) 二 有 oo, 从 而 导出 了 fo ET*(EY). 

2) 我 们 亦 分 两 方面 来 证 明 《ii) . 

i T(E)CAHCI*)+。 其 证 明 方 法 类 似 上 面 1) 中 的 i， 

i NH(T*)+CT(E)， 首先 , 由 假设 (T*) 一 E* 及 定理 2, 可 知 T'! 是 
连续 的 。 另 外 , 由 工 为 全 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 假设 , 及 $5.1 定理 2, 还 
知 工 必 是 闭 算 子 ; 同 样 ,由 该 节 注 2 可 知 工 "也 是 闲 的 。 注 意 到 五 的 完备 性 ， 
我 们 同样 又 可 导出 多 (T-:) 也 是 E, 内 的 闭 集 。 即 T(E) 是 E, 中 的 一 闭 线性 
子 空间 . 

反之 ， 如果 有 一 元 ww EHC(1*)+, 使 得 po。 T(E), 那么 ,由 $3.3 分 隔 性 
定理 ,( 定 理 1) 我 们 可 找到 一 个 泛 函 ge B?, 使 得 

gyo) =1; ECT(x))= 0, Vvx€E, 《9 ) 
但 由 《9) 的 后 一 式 , 我 们 可 导出 
[1*(g.)](2) = 0, VE 
如 有 T*(&) 一 0(〈 堆 泛 胃 ) ,也 刚 有 g, .AIT*)， 于 是 注意 到 y 的 取 法 ,我 
们 则 可 导出 &.(yo) = 0。 此 显然 与 式 (9) 的 前 一 式 和 矛盾 。 证 毕 。 
与 本 节 中 定理 有 关 的 各 种 例子 可 以 参看 文献 【145], [59]。 


习 题 
1. 试 证 明 本 节 完 理 5 后 面 的 推理 . 
2 试 证 明 本 节 定 理 8 证 明 2) 中 的 i. 


5， 设 1 为 从 髓 范 线 性 空间 E 内 到 E 内 的 线性 算 子 ， 且 有 红 (T) = E. 
试 证 明 : 当 (4*) 7"! 是 连续 算 了 时 , 其 值 域 (1*) 必 为 E* 中 的 闭 集 ， 
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第 六 章 ”抽象 函数 简介 


在 $2.1 中 ,我 们 曾经 给 出 了 “抽象 水 数 ” 的 定义 , 由 于 抽象 立 
数 x(z) 是 (定义 在 数 域内 ) 在 抽象 空间 E 内 取 值 的 ， 而 抽象 空 
间 的 元 一 般 称 为 向 量 , 因 此 也 有 人 称 它们 为 “向量 消 数 ”. 

抽象 水 数 的 概念 对 我 们 说 来 并 不 是 生 蕉 的 .实际 上 ， 我 们 在 
“数学 分 析 中 就 已 经 接触 过 它 , 例如 一 个 含 参 变量 的 积分 


F(E,1) 一 | f(n, 2)dn, 


jn,z) 是 定形 [4 和 9 委 2] 上 的 二 元 连续 水 数 . 由 于 上 面 对 于 
任意 给 定 的 we [4 ,5], 积分 关系 式 就 一 意 地 确定 了 [4,4] 上 的 
一 个 连续 函数 F(§, i).。 因此 由 上 式 所 确定 的 算 子 实际 上 是 一 个 
从 [ea, 2] 到 Banach 空间 C[a,5] 内 的 抽象 函数 . 

对 于 抽象 函数 的 研究 ,首先 当然 可 以 将 实 ` 复 函数 论 的 理论 形 
式 上 地 推广 到 同 量 值 的 情形 来 讨论 ， 然 而 这 样 的 推广 是 否 真有 意 
义 昵 2 例如 ,联想 到 可 测 “转变 、 积 分 “等 概念 在 线性 沁 珊 
的 表现 式 中 所 起 的 作用 ， 我 们 当然 会 推 想 是 否 向 量 值 的 这 种 类 似 
性 质 也 将 会 在 连续 线性 算 子 的 表现 式 中 起 有 效 的 作用 .其 实 , 事 
实 正 是 如 此 .此 外 ,又 如 从 古典 积分 方程 ,微分 方程 的 主要 素材 导 
致 的 沁 函 分 析 的 一 个 近代 分 文 一 一 谱 论 的 研究 中 ， 复 变数 问 量 
值 的 抽象 解析 部 数 〈 预 解 算 子 ) 就 起 着 决定 性 的 作用 。 这 些 都 说 
明 ,抽象 轴 数 的 讨论 不 仅仅 是 一 种 函数 论 的 形式 推广 ,而 是 有 着 其 
丰富 的 理论 和 实际 用 途 的 . 
”在 本 章 各 节 中 ,我 们 均 只 讨论 在 复数 (或 实数 ) 域 定义 而 在 复 
(或 实 )“ Banach 空间 内 取 值 的 抽象 函数 . 
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和 


$ 61 抽象 函数 的 连续 性 与 圈 变 性 


本 贡 ， 作 为 数学 分 析 和 复 变 函数 论 的 一 般 推广 ,我 们 简单 介绍 
抽象 函数 的 连续 性 与 转变 性 (和 绝对 连续 人 性). 
首先 ,必须 引入 极限 的 概念 , 但 是 由 于 对 于 一 个 Banach 空间 


吾 来 说 ,我 们 可 以 定义 各 种 不 同 的 ”拓扑 结构 ,因而 就 相应 产生 各 


种 不 同 的 极限 的 定义 . 例如 ， 我 们 从 前 就 曾 引 人 过 “ 强 ” 收敛 和 
弱 收敛 的 定义 , 正 因为 如 此 , 当 我 们 在 讨论 抽象 函数 的 时 候 , 相 
应 就 会 产生 同一 个 概念 的 不 同 的 定义 ， 如 连续 的 概念 就 有 “ 强 ” 连 
续 和 " 弱 连续 , 可 导 性 则 有 “ 强 ” 可 导 与 “ 弱 ” 可 导 等 等 。 下 面 对 它 
们 一 一 介绍 ,并 且 给 出 一 些 与 数学 分 析 ( 及 复 变 函 数论 ) 中 相 类 似 
的 命题 . 


《一 ) 
定义 1 ， 设 x(z) 是 从 数 集 DCK 到 Banach 空间 E 内 的 抽象 


国 数 ,那么 ，\D 称 x(z) 在 点 me 了 弱 连 续 是 指 它 满足 条 件 
lim [HixC)] — fx(#0)]| = 0, vie Er*; 


GD 称 x(#) 在 点 me D 强 连续 , 是 指 它 满足 条 件 
lim jx(z) 一 xzo) = 0; 

(iii) 如 果 抽象 函数 *(z) 在 D 上 每 一 点 均 是 弱 ( 或 强 ) 连 续 的 ,那么 ， 
我 们 称 x() 在 D 上 弱 ( 或 强 ) 连 续 的 ， 

注 1 我 们 不 难 验证 ,在 本 章 开始 ,由 积分 表达 式 所 给 出 的 抽 
象 函 数 xC) 一 | f(45 让 委 WiE [ab 《其 中 fw, 人 ) 在 4 之， 
:< 上 上 连续 ), 在 [4, 5] 上 是 强 连 续 的 . 

注 2。 如 果 抽 象 函 数 *(5) 在 点 强 连 续 , 那么， 其 必 刘 在 
点 弱 连 续 ; 反 之 , 则 未 必 成 立 ， 事 实 上 ,前 半 段 命题 是 容易 证 明 的 . 
至 于 后 半 段 结论 则 可 考查 下 面 的 两 个 反例 : 
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反例 1.。 设 *G 为 区 间 [0, 1] 到 空间 (?) 内 的 抽象 邓 数 ， 


Cn 当 :一 二 时 
x(z) 一 


1 
0， 当 t 妆 一 ,1€[0,1] 时 (n= 1,2,...). 


那么 ， 我 们 显然 可 以 看 出 *(D) -8 *(0) 一 0 (1 一 0); 然而 从 
| 
1 


:( 二 | = (n= 1,2,..) 可 和 x(1) rx(0) 一 90 -> 0). 
反 鲍 2. 设 x(z) 为 区 间 [ 一 1, 1] 到 空间 L?[ 一 x, x] 内 的 抽 
象 函数 


sin (zs)， 当 z 一 工时 (一 1)，2， 
[x(2)](£) 一 ” 


0， 当 i€ [一 1， 1] 为 其 它 值 时 ， 
那么 x2) 在 :=0 扣 ,从 Fourier 系数 性 质 可 知 其 是 弱 连 续 的 , 且 由 


。 (4) ] = V x (n > 1), 故 知 其 不 是 强 连 续 的 . 


注 3.。 即使 抽象 函数 x(z) 在 [a, 8] 上 处 处 弱 连 续 一 般 也 
不 保证 其 在 [a, 8] 上 的 强 连 续 性 . 当 我 们 利用 到 前 面 ($4.5 习 
题 ) 关 于 具体 空间 中 弱 收 合 的 充 要 条 件 时 ,我 们 可 以 举 出 下 面 两 个 
反例 : 

反例 1， 设 xC) 为 从 [0, co) 到 (2) 内 的 抽象 函数 ， 


(2) = (4, i 一， 
VIi+e (V1 + 条: (VI1 + A 
0 三 1 二 00. 
那么 , x(#) 在 10, co) 是 处 处 弱 连 续 的 , 但 其 至 少 在 上 一 0 不 是 强 
连续 的 ， | 
反例 2. 设 x(z) 为 从 [0, 1] 到 [0, 2x] 内 的 抽象 函数 ， 
*(0) 一 6; [xz(D](5 sn (0<1<1). 


那么 ，x(z) 在 10, 11 是 处 处 弱 连 续 的 ， 然 而 至 少 在 上 一 0 不 是 强 
连续 的 . 
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现在 ,我 们 给 出 关于 弱 连 续 抽 象 函数 的 一 个 定理 : 

定理 1， 设 x(z) 是 定义 在 有 界 闭 域 D C 天 上 的 “ 弱 连 续 抽 
象 函 数 ,那么 ， 

(GD 数值 函数 jxz(z)| 在 到 上 是 有 界 的 ; 

(ii) 元 集 {x (2)1lz ED} 必 包 含 在 E 中 的 可 分 闭 线性 子 空间 
E, 一 [{x(+)1+ 为 有 理 数 ,+ ED}] 内 (这里, E, 为 抽象 滴 数 x(z) 
在 五 上 有 理 点 所 取 值 的 “线性 闭 扩张 ”). 

证 .1) 由 假设 可 知 ，Vje E*, 数值 函数 fx(z)] 均 是 在 有 界 
闭 域 D 上 连续 的 ,因此 , 它 在 D 上 必 是 有 界 的 ,也 即 有 

sup [Lx(2)]| 一 十 co， VH6EE”. 


由 第 四 章 的 共鸣 定理 可 导出 sup x(2) = 十 co. 


2) 同样 地 ,由 假设 可 知 , Ya 6 万 ,函数 f[x(z)] 对 任意 泛 沙 fE 
E*， 均 是 在 点 i 连续 的 ， 因 此 ，、 如 果 选 有 理 数 列 {+,} CD， 使 
rs to(n 一 0c0), 那么 , 恒 有 

f[xCr.)] —> fx(t)] (n> 00), vie E*. 

也 即 导 出 x(r,) 了 x(i) (2 一 co). 因此 ,由 $4.5 定理 4， 我 
们 就 可 推 得 xCz0) € [{xCro) 站 CE. 

最 后 ,注意 到 上 式 中 在 集 D 中 的 任意 性 , 便 可 导出 集 

{xC2) | € D}CE,. 

证 毕 . 


下 面 , 我 们 再 给 出 一 个 关于 强 连 续 抽 象 通 数 的 命题 , 它 的 证 明 
方法 ,与 数值 函数 完全 类 似 ， 

定理 2。 在 有 界 闭 域 PC 玉 上 的 ”" 强 连续 抽象 阔 数 必定 在 D 
上 是 一 致 强 连 续 的 . 

注 4. 类 似 地 ,我 们 可 以 引出 关于 抽象 函数 列 的 强 ( 弱 ) 一 致 
收敛 "的 概念 , 并且, 与 通常 数值 疯 数 一 样 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 
“ 强 ( 弱 ) 连续 的 抽象 函数 列 的 强 ( 弱 ) 一 致 收敛 的 极限 仍 是 强 ( 弱 ) 
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(二 ) 

下 面 讨 论 有 关 抽 象 函 数 围 变性 . 
定义 2。 从 区 间 [a, 8] 到 Banach 空间 五 内 的 抽象 图 数 x(z)， 
GD 称 为 弱 园 变 的 ,是 指 对 任意 泛 函 fe BE* ,数值 函数 f[x(z)] 均 为 
园 变 函数 ; (ii) 称 为 转变 的 ,是 指 对 [op] 中 所 有 互 不 相交 的 有 限 个 
区 间 (ax， B84) (4 一 1， 2，*……n), 均 有 sup 2 [xz(pu) 一 xCee]| 


一 co; (ii) 称 为 强 园 变 的 是 指 对 上 述 所 有 区 间 而 言 , 均 有 
sup 之 xz(p) 一 ror) 一 oo， 
夏 
并 且 上 述 的 两 个 上 确 界 分 别称 为 全 变 差 和 强 全 变 差 (类 似 地 ,我 们 


定义 ). 
注 5。 与 数值 图 数 一 样 ,上述 三 种 团 变 函数 均 是 [a, 8] 上 的 
有 界 抽象 画 数 .事实 上 ,对 于 弱 围 变 函 数 , 由 于 通常 数值 园 变 函数 
是 有 寞 尔 数 ,因而 ,由 
,Sup, Hx)]| 一 二 co， viEE*. 


我 们 不 难 用 共鸣 定理 直接 导出 ,sup | zc < 十 co; 对 于 转变 


背 数 与 强 固 变 水 数 则 直接 可 由 定义 导出 上 述 结论 . 

注 6. 与 数值 范 数 一 样 ,， [a, 68] 上 的 强 轩 变 抽象 通 数 x(z) 只 
能 有 可 列 个 不 连续 点 , 并 且 在 [a, 8] 的 每 一 点 ， 其 单 侧 极限 总 存 
在 . 事实 上 ,我 们 只 要 验 明 上 面 的 后 一 断言 ,通过 实 变 函 数论 中 的 
类 似 方 法 , 则 上 面 的 结论 就 都 得 到 , 若 不 然 , 例 如 x(n 一 0) 不 存在 
《ie [xz，p8])， 那 么 ， 有 数列 4 二 二 二 … 二 和 二 ， 使 
tn 一 fon 一 00), 且 有 x(t,) 一 x(ts-i) 之 86 二 0. 这样 ， 

之 | lzCG) 一 *CocD ago 一 oo (n> 00). 

与 xQ2) 为 强 围 变 函 数 和 矛盾 . 

注 7、 由 定义 容易 看 到 , 强 团 变 泥 数 必 是 刚 变 的 ,然而 反之 未 
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必 ， 
反例 ， 设 x(D) 为 [0, 1] 到 区 间 M[0, 1] 内 的 抽象 函数 ， 
(OO = {To OSD; (x8) = 
) 和] 
那么 x(z) 在 [0, 1] 上 是 转变 但 不 强 团 变 的 . 
哈 。 由 假设 可 知 对 [0, 1] 内 任意 有 限 个 不 交 区 间 《wp 
(k= ] ， 2 1)， 必 有 


| > [#8 一 za) < NeW = 1 


故 知 bs) 是 园 变 的 , 另 一 方面 ,对 于 [0,1] 上 任何 两 数 < P, 必 
恒 有 |z(p) 一 *(a)|| 一 1, 从 而 推 得 (2) 不 是 强国 变 的 ， 验 毕 . 
下 面 的 定理 给 出 了 “转变 ”与 " 弱 围 变 ” 的 等 价 性 
定理 3， 为 了 fa, p] 上 的 抽象 函数 x(:) 是 园 变 的 ,必须 且 只 
须 它 是 弱 转变 的 . 
证 . 1)“>” 首先 由 
三 ULxeol 一 Icon ~ | [xC60 一 xcoj 


VE 五 <. 


[其 中 ， (oh, Pi) (及 = 1],2,.*:， n) 为 [a， 8] 内 任意 有 限 个 互 不 
相交 的 区 间 ] ,我 们 可 以 导出 


| 3 {Reffx C8) J —Ref{ x (oo | 


= 


Re Dy {LCp0) — f(as)1) ] 
| 
> {Im UxC80)] — Im flx(on)]) | 


= Im 之 {Lx (p81)]— flxCan)]}| 
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从 而 由 x(z) 为 转变 函数 的 假设 , 并 注意 到 对 于 实 函数 而 言 (由 正 、 
负 部 分 离 的 简单 方法 ) 上 面 的 关系 式 正 好 与 Re f(x), Im f(x) 是 
转变 细 数 的 定义 是 等 价 的 . 于 是 由 

之 (fx(B)1 — flx(a)]| < SRe {fxCBO)I—ILx (ar) 1}| 


十 >, |Im {f[x C80)] — flxCa)]}| 
大 
一 > |Reflx(81)] — Reflx(Con)]! 
[4 


+ > |ImflxCBi)I—ImfxCe)]l, VieE*, 
各 


可 导出 
sup > |fIxCB)1 — flxCa)]| <00, Vje E*. 
也 即 抽象 函数 x(z) 在 [a, 8] 上 是 弱 园 变 的 . 
2)“<” 由 x(z) 在 [a, 8] 是 弱 围 变 的 假设 可 知 ， 由 [a, 8] 


内 的 任意 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 [as 8 (和 一 1:2，… nn;3n 二 1， 
2,'**) 所 构成 的 £* 上 的 连续 线性 泛 一 族 


Fi(f) —1( 3 [xC80) 一 Ca)]), VieE* 
[4 


满足 条 件 
sup | Fi1(f) | 一 Sup 


/3 [x(pD — xCen)]) 
< sup > fx (Ba)] — flxCo)]|l <o0, ViEE*. 
因而 由 “共鸣 定理 ”， 我 们 立即 可 以 导出 
sup 之 [xz(64) 一 xzCao]| < co， 


也 好 x(z) 在 [a, 86] 上 是 转变 的 . 证 毕 . 
下 面 我 们 讨论 绝对 连续 的 抽象 兽 数 .首先 ,由 相应 的 定义 我 们 
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不 难 着 出 绝对 连续 的 抽象 函数 必定 是 ( 强 ) 连续 抽象 焕 数 ， 此 外 ， 
凡是 [a, 8] 上 的 ( 强 、 弱 ) 绝对 连续 的 抽象 函数 必定 也 是 相应 的 
〈 强 、 弱 ) 围 变 函 数 ,并 且 ,与 ( 强 ) 围 变 抽象 函数 类 似 , 根据 一 个 抽象 
滑 数 的 “ 强 绝 对 连续 性 必然 可 以 导出 其 绝对 连续 ”性 ;但 反之 则 
未 必 成 立 . 然而 我 们 必须 注意 的 是 ,与 ( 弱 ) 围 变 抽象 函数 不 同 , 抽 
家 水 数 的 "绝对 连续 ”性 与 “ 弱 绝 对 连续 ”性 是 不 等 价 的 ,我 们 有 下 
面 的 定理 全 

定理 4.。 如 果 [a, 8] 上 的 抽象 函数 x(z) 是 绝对 连续 的 ， 那 
么 ,其 必 也 是 弱 绝 对 连续 的 ,并 且 对 E* 内 的 任意 有 界 集 M* ,了 男 数 
族 {f[x()]|fe M*} 是 等 度 绝对 连续 的 ;反之 ,如果 在 E* 内 单 
位 球面 于 上 有 稠 于 它 的 集 D*, 使 得 函数 族 {f[xCz)]lfeE D*} 是 
“等 度 绝 对 连续 ”的 , 那么 , *(G) 是 绝对 连续 的 . 

证 ，1) 先 证 明定 理 的 前 半 部 ， 首 先 , 当 设 (@x, Px) 人 一 |， 
2……，72) 为 [a, 8] 内 互 不 相交 的 有 限 个 区 间 时 ， 我 们 可 以 通过 


> ULzCeo 一 HIzCeD]] 
k=1 


二 省 队 [xz(84) 一 xz(co]|， VE E* 


及 x(z) 在 fa, 8] 的 绝对 连续 性 导出 [zx(D]Ge E*) 的 绝对 连续 
性 ,此 即 x(#) 在 [a; 8] 也 是 弱 绝对 连续 的 ， 此 外 ， 对 E* 中 任 一 
有 界 集 M*, 当 设 8, 为 其 一 个 界 * 时 ,与 上 面 的 情形 类 似 我 们 可 以 
通过 

PE 一 jz(aoD]]| 

k=1 


Sp)I AB) 一 ro VieM*cE* 
R=1 
立即 导出 函数 族 {f[x()]|fe M*} 在 [a, p] 上 是 等 度 绝对 连续 
的 . 

2) 我 们 再 来 证 明定 理 的 后 半 部 ， 首 先 ,我 们 从 假设 条 件 先 来 
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证 明 ， 此 时 函数 族 {j[x(z)]|je 到 } 也 是 等 度 绝对 连续 的 。 事实 
上 ,由 假设 可 知 ,Ys > 0, 38 > 0, 使 得 对 于 [x, 8] 内 任意 有 限 个 


不 交 的 区 间 (CaA， Bk) (KR 一 1 2， 2 ) ， 只 要 > ， (BL 一 or) < 一 5， 
k=1 

号 一 致 地 有 

> {f [x(8)]C— f [x(an)]}| < 一 es， vfhED*CE*. (1) 
而 当 注 意 到 D* 稠 于 于 ,那么 ,对 任意 1e 于 , 必 有 {RJCD*。 使 
得 

| 一 几 一 0 (m 一 co). (2) 

这 样 ,由 


D> Hr)] — flrCoa) 1}| 
< | DD RL)] — BlxCa) | 


于 


-人 Eeeo 一 xco 
< | {801 — plz(e) | 


二 一 者 | [x(po — xCou) | 
我 们 不 难 由 式 (1) 和 (2) 导出 
U0l HCed1}| <e, wie (3) 
即 函 数 族 {f[x(2)] |fe 5X} 也 是 等 度 绝对 连续 的 ， 
其 次 , 对 于 上 述 任何 满足 3) (8 一 a4) < 8 的 在 [os 8] 内 
互 不 相交 的 区 间 (ax, Bx) (* _ 1， 2,…-*,n), 由 Hahn-Banach 定 
理 我 们 可 知 , 对 于 下 中 的 元 > [x(Bi) 一 x(eD]， 必 存在 一 泛 函 


全 382 和 


有 1€ 37 ,使 得 (注意 式 (3)) 


(> [xp ~ Con)] )| < 6 


此 即 导出 了 x(z) 在 [a, 8] 是 绝对 连续 的 .让 毕 . 

注 8， 由 上 面 的 命题 ， 我 们 不 难得 出 在 [a, 8] 上 弱 绝 对 连 
续 但 不 绝对 连续 "的 反例 .此 外 ,对 于 抽象 园 变 与 绝对 连续 函数 
有 兴趣 的 读者 还 可 以 参看 后 面相 应 的 文献 [5],[12]j,[13] 等 ， 这 
里 ,我 们 就 不 详细 叙说 了 . 


习 题 
1. 试 证 明 : 在 (a, 8) 上 ,如 果 zx( 5 为 强 ( 弱 ) 连 续 抽象 函数 , 人 六 为 连 
续 数 值 水 数 , 则 4C1)x(z) 必 亦 为 强 ( 弱 ) 连 续 抽象 函数 ， 
2. 设 x(5 为 了 从 [90,1] 到 (2) 空间 的 抽象 函数 ， 


1 1 
x(C0) = 0; x(f) 一 (0, ,0,1, 273932" ); (zz 一 上， 2 …) 
第 于 位 


< :< 二 时， 


1 
当 7 十 工 
eT x(1 在 上 一 0 点 是 弱 连 续 抽 非 强 连 续 的 . 


. 试 证 明 : 在 (8) (pp > 1) 内 取 值 的 抽象 函数 x(1) = {x.(:)}， 其 在 
to 点 “ 疯 连 续 " 的 充 要 条 件 是 


CD xOO = (如 15(01?) ”在 4 的 菜 一 邻 域内 是 “一 致 有 界 ”的 ; 

(1) x(z) 的 各 “坐标 ”x,(2) (#2 二 1 ,2 …') 均 在 点 连续 ， 

4. 试 利用 习题 3 验证 本 节 注 3 中 的 反例 1. 

5. 试 证 明 : 在 Lrla, 6](p>1) 内 取 值 的 抽象 函数 [x(1)](#) 其 在 wo 点 
“ 弱 连 续 的 充 要 条 件 是 


GD lzCo1 = (人 ifz CD](e)1E) ”在 二 的 某 一 邻 域内 是 "- 致 有 界 * 
的 ; 
(ii 对 于 任意 的 7e [4， 5], 均 有 
tim | [2C)18)as = [e118). 
6. 试 利用 习题 5 验证 本 节 注 3 中 的 反例 2 
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7. 试 证 明 : 区 域 GCK 上 的 强 ( 弱 ) 连 续 的 抽象 函数 列 的 强 ( 弱 ) 一 致 收 
伐 的 极限 仍 是 强 ( 弱 ) 连 续 抽 象 消 数 ， 

8. 试 证 明 : [a, 86] 上 的 强 转变 函数 抽象 函数 必 为 围 变 抽象 函数 , 男 变 抽 
家 图 数 必 为 有 界 抽 象 函数 。 反 之 未 必 成 立 。 

9。 试 证 朋 ， 绝对 连续 的 抽象 表 数 必 为 强 连 续 抽 象 函 数 ， 

10， 试 详细 证 明 : [cx， 8] 上 的 弱 绝 对 连续 的 抽象 函数 必 是 园 变 抽象 函 
数 ， 


$ 6.2. 抽象 函数 的 可 导 性 与 Riemann 积分 


本 节 我 们 讨论 定义 在 复数 域内 的 抽象 国 数 的 可 导 性 以 及 定义 
在 实数 区 间 上 抽象 滑 数 的 Riemann 积分 . 


(—) 
首先 ,我 们 讨论 抽象 函数 的 可 导 人 性 问题 . 先 给 出 下 面 一 个 定 
XX: 
定义 1 设 x(z) 是 从 区 域 GCK 到 Banach 空间 E 内 的 抽象 
六 数 ， 那么 ,我 们 称 x(w) 在 后 me C 是 弱 ( 强 ) 可 导 的 ,是 指 存在 一 


元 wo€EE， 使 得 元 和 十 外 一 下 雹 当 8 -> 0 时, 弱 ( 强 ) 收 化 于 


Xo, 为 明确 起 网, 我 们 和 常 将 Xo 记 为 * (zo) ;并 称 其 为 x(z) 在 to 点 的 
弱 ( 强 ) 导 数 . 如 果 抽 和 象 浮 数 在 区 域 G 内 的 每 一 点 均 是 弱 ( 强 ) 可 导 
的 ,那么 , 称 它 在 G 内 是 弱 ( 强 ) 可 导 的 ， 

下 面 的 定理 给 出 了 关于 x() 的 弱 可 导 性 与 数值 函数 [x(2)] 
的 可 导 性 之 间 的 关系 . 

定理 1 如 采 x(z) 在 区 域 GCK 内 的 一 点 加 是 弱 可 导 的 , 那 
么 ，vje B* ， 相 应 的 数值 函数 f[x(z)] 必 均 在 加 点 可 导 (并 且 
{f [xC2)] bes, 一 帮 z《 to) ， 其 中 ， x (to) 为 X(t) 在 好 点 的 弱 导 数 ); 
反之 ,当空 间 E 还 是 “ 弱 列 备 ” 的 时 候 , 逆 命题 也 是 成 立 的 . 

证 . 前 半 段 命题 是 明显 的 ,只 要 注意 到 弱 可 导 的 定义 就 不 难 
导出 。 下 面 ,我们 证 明定 理 的 后 半 上 段 命 题 ， 事 实 上 , Vi{in}, 只 要 
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二 bn 一 oo), 则 当 取 已 中 元 列 {zo} 一 人 (9 一 2 | 时 ， 从 


fa 一 加 


数值 函数 [x(#)] 在 4 点 均 是 可 导 的 假设 ,可 以 导出 
ns fn) 一 finn f [| 


fs — to 
jo {G12)] — flx(2)] 
Ll ts 一 一 to 


=— f[x()]|,=,,, VIEE*, 
因此 , {xs} 为 E 中 的 一 弱 Cauchy 列 ， 从 而 , 注意 到 EE 的 “ 弱 列 备 
假设 则 知 , 3xoe E, 使 得 
Se 一 zt (n> 00). 01) 
tr to 《“ 弱 ) 
此 外 ,如 果 又 设 任 一 数列 {z%} 也 有 加 一 (n> co)， 那么 ,同样 由 
数值 函数 [xCz)](viE E*) 均 在 点 可 导 的 假设 ,可 导出 


= ) (=) 
/= ) (0) 


Ly 一 fo in™ io 
(n~—>00), ViEE*, 


也 即 有 
zta) XN x) 一 zt gg (> 
( fn to ) ( tn 一 ) 说 1 
最 后 ,注意 到 式 (1), 便 得 出 
X(t2) 一 x(to) 、 (n 一 co) 
to 一 to (可 


此 即 证 明了 抽象 函数 *(zo) 在 m 点 是 弱 可 导 的 . 证 毕 . 

注意 到 $ 3.5 中 关于 自 反 空间 的 有 界 集 必 是 弱 列 紧 的 性 质 以 
及 $4.5 中 Banach 空间 (21) 蜡 、 弱 收 敛 的 等 价 性 ,我们 便 可 直接 
导出 下 面 的 推理 : 

推理 .在 目 反 空间 或 者 《2 空间 中 取 值 的 抽象 函数 x(z), 其 
在 所 弱 可 导 与 对 空间 上 的 任意 有 界线 性 泛 函 妃 数 值 函 数 /[ x(z)] 
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在 点 均 可 导 是 等 价 的 性 质 . 

定理 1 的 逆 命 题 中 ,空间 E 的 “ 弱 列 备 ” 的 假设 是 不 能 去 掉 的 ， 
因为 我 们 有 下 面 的 结果 : 

定理 2. 如 果 E 不 是 弱 列 备 空间 ,那么 , 必 有 一 定义 在 (a, 6) 
区 间 上 的 抽象 函数 x(z) 以 及 在 (a, 86) 内 的 一 点 to, 使 得 数值 函数 
的 导数 和 f[xC) 1 (VfE€ E*) 均 存 在 ,然而 , xGz) 在 点 不 是 弱 
可 导 的 . 

证 .为 简单 起 见 , 我 们 不 妨 讨 论 在 (一 1, 1) 上 定义 的 抽象 函 
数 ( 对 于 任意 区 间 (a, 8), 本 质 上 并 没有 什么 变化 )， 首 先 , 由 于 假 
设 E 不 是 弱 列 备 的 , 因此 ， 必 可 找到 互 中 的 一 弱 Cauchy 列 {x,}， 
使 得 {x,} 在 E 中 “ 弱 极 限 ” 元 不 存在 . 其 次 ,由 上 所 得 元 列 {x,}， 
可 按 “ 折 线 " 形式 构 造 出 (一 1, 1 ) 上 的 一 抽象 冰 数 x()， 


x*( 士 | 了 |) 一 * (+ 1)2=1 
Ei 


1 1 
7 一 1 7 
ss| 一 一 
+x(+ 1 ) ? 
n»— |]1 1 1 
1 一] 7 


那么 ,一 方面 对 于 任意 的 泛 函 16 E*, 由 
f[Lx( 士 jl)] — f[xC0)] 


士 |5| 


十 扩 芭 (王后) 
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一 Fr [1 一 (2 一 1)1rDfx yy) 十 (al — 1)fCx,.1)] 


= (二 一 t+) 1 ) + ( 


于 jc 


— f(z) + (2 二) [Cr 一 Ce] 


(1 = 1,2， *.*) 


并 注意 到 * -> 0, 有 n> co ,以 及 一 下 | 一: (一 1 2，-…) 


和 和 {xs} 是 弱 Cauchy 列 的 假设 ， 因而 ， 可 以 推出 
f' [x(D1 im 一 lim fx(s)1— 二 如 xC0)] 


ja jy) ee YE E* 


( 亏 ) — x(0) | 


一 f(r) (z= 1,2,...), VYFE E*, 


* (去) 一 xC0) 


= 一 一 一 


S| 


因而 同样 由 {tx*} 的 取 法 , 我们 可 知 元 列 的 弱 极 


限 元 是 不 存在 的 ,也 即 *(2) 在 上 一 0 把 不 是 弱 可 导 的 .证 毕 . 

注 1 下 面 我 们 举 出 一 个 从 (0, 2x) 到 空间 (c) 内 ,处 处 数 
值 函 数 ” 导 数 {f[xCz)1h,，《YfE (ec)*) 存在 ， 但 却 处 处 不 存在 弱 导 
数 的 抽象 银 数 的 反例 . 

反例 ， 设 xz 为 从 (0, 2x) 到 空间 (c) 内 的 抽象 函数 
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1(f) 一 {全 | ViE€ (0, 2x), 


那么 ,VfE€《c)*, 数 值 函 数 1[x(2)] 在 (0, 2x) 内 处 处 可 导 , 然 而 抽 
象 函 数 x(z#) 却 在 (0, 2x) 内 处 处 均 不 存在 弱 导 数 . 

验 . 首先 ,由 于 (c)* 一 《7), 因而 对 任意 泛 函 fe€ (c)*, 其 可 
对 应 唯一 的 一 个 元 48,}€ (7), 使 得 


1fz(D] 一 5 Se, je (0, 24), 


于 是 , 由 》) i 记 se*”! 在 区 间 (0, 2x) 内 的 一 致 ( 且 绝 对 ) 收 敛 性 , 我 
们 立即 可 以 导出 {[x(D] 六 一 >， iboei 在 《0, 2x) 内 处 处 存在 . 


但 另 一 方面 ,如 果 假 设 x(z) 在 某 点 me (0,2x) 上 有 弱 导 数 x'(10) 一 
{8s} E《c), 那么 ,由 定理 1 的 上 半 段 命题 我 们 有 


> ibne'" = 一 {f[xC2)] bs, 一 f[x’'(z0)] =™ >, 了 


vi= {6,} € (1). 
于 是 , 当 特 别 取 一 列 泛 函 {ff 中}C (ec)*, 使 其 与 
{fo} = (0 0, 1 0,..*) € (21) (KX= 1, 2,..*) 


对 应 时 由 上 面 的 关系 式 可 导出 {} 一 {ie*%}, 但 注意 到 lim ie 全 


不 存在 ,因而 ,与 { 强 }e (c) 的 假设 矛盾 ,此 即 说 明 , x(z) 在 (0,2x) 
是 处 处 没有 弱 导 数 的 ， 验 毕 . 

此 外 , 关于 x(z) 的 强 、 弱 可 导 性 之 间 的 关系 ,由 定义 不 难 直接 
得 到 下 面 的 定理 : 

定理 3。 如 果 x() 在 区 域 GCK 内 的 ,点 是 强 可 导 的 ,那么 ， 
它 也 必 在 m 点 弱 可 导 并 且 其 弱 导 数 ( 元 ) 就 是 其 强 导数 (元 ). 

注 2， 反之 对 于 一 个 “ 实 变数 "的 抽象 函数 xCs) 而 言 , 当 x(s) 
在 (a, 6) 内 的 一 点 so 是 弱 可 导 时 , x(s) 未 必 在 $6 点 强 可 导 . 

反例 1。 设 zs) 是 从 (一 1, 1) 到 (2)(p > 1) 内 的 抽象 函 
数 ， 
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8， 当 ;一 ， sE (1,1) 时 : 
-| 


0 当 ， 一 二 时 CO 一 12)， 
《第 郊 位) 
那么 , x(s) 在 := 二 0 后 是 弱 可 导 币 非 强 可 导 的 ， 
” 验 ， 由 于 
x(s) 一 x(0) 


EY 


96， 当 二， t:€E( 一 1, 1) 时 ; 


1 
《0，……，0，19 0 7 当 s 一 一 时 (n=1,2， - 


因而 ,由 (17)* = (479); 显然 可 知 2 一 (07 0 Ge 0) 


Ey 


x*(s) 在 :一 0 点 的 弱 导 数 为 9. 但 男 一 方面 ,由 


万 (5) — x(0) 
一 全 一 一 


由 定理 3 的 后 半 命 题 ,可 以 导出 在 :一 0 点 ,x(s) 不 是 强 可 导 的 . 
验 毕 ， 

至 于 处 处 弱 可 导 但 不 强 可 导 的 例子 Textqasn 文献 [56] 中 
第 1 部 分 $ 9 已 经 举 出 过 , 由 于 需要 一 些 别 的 知识 , 因此 , 这 里 不 
作 详 细 讨 论 。 但 是 这 样 的 例子 我 们 却 也 可 以 由 上 节 注 3 中 的 反例 
1 利用 积分 方法 作出 来 . 

有 反例 2， 设 x( 为 10, 00) 到 (5 内 的 抽象 函数 ， 


2 /一 -一 _ 
x(¢) = 一 (二 ,Vi 十 2， 1 in (1 十 £22)， 1 s""“*s 
2 2 V1l+z 


— 1 lol=0 (一 co)， 


-一 1 _ 
(一 2) (CVITDDt2 
那么 , x(z) 在 [0， co) 是 处 处 存在 圭 导 数 为 


…) 0 三 2 过 00， 
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yD = (一 一 ,一 一 
~ Vitr (Vl+A) (V1 + 2)* 
然而 ,至 少 在 : 一 0 它 不 是 强 可 导 的 . 
验 . 分 以 下 两 种 情况 分 别 验 证 x(oD 在 点 t,€ [0，co) 上 均 有 
弱 导 数 : 
1) 当 0 二 二 00 时 .由 于 只 要 Ar 关 0, 6 十 AtE (0, 00)， 
通过 微分 中 值 公式 则 可 导出 抽象 函数 


z, (At) 一 区 和 十 Ai — x*(i) fa + A 一 za) 


At 和 人 
一 {xn(1)} 
— (# 2 2) 
~ VIO (Vl+ GD) 


(其 中 慌 (w 一 1，2，*…) 均 为 与 十 At 之 间 的 某 一 数 )， 由 此 
不 难看 出 ,抽象 函数 z, (Aba 的 每 个 “坐标 ” 均 有 
tn > fo 
(VI+ GD) Vl+ 
(4 =<= ] ， 2 ， - 


(Az ~— 0) 


此 外 ， 当 | Az| 二 过 时 ， 又 有 


AOP — Ds ) 
三 1 fn 


即 在 xm 的 二 一 邻 域内 , jz (Ab 是“ 一致 有 界 ” 的 , 这 样 , 由 (7?) 
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(2 之 1) 内 元 的 弱 收 敛 充 要 条 件 ( 或 由 4$6.1 习题 3) 可 导出 ， 
x(to 十 Ar) 一 X(t,) _ z, (At)—y(1) 
At ( 袁 》 
(At—>0,0<=4 < 00). 


即 抽象 函数 xQ) 在 (0, 0) 上 任意 一 点 均 有 弱 导 数 为 y(2). 

2) 当 6 一 0 时 ,与 1) 类 似 ,我 们 容易 看 出 zo(Az) 的 每 个 坐 
标 也 均 趋 向 于 7y(0) 的 每 个 坐标 0。 下面, 验证 zolA2) 在 某 一 
个 域 0 < At 二 8 也 是 "一致 有 界 ” 的 . 为 此 ,我 们 只 要 来 验证 级 数 


uAr) 一 >， 1- 二 [(1 + Ai- 和 1] | 


wr > 二 [ (1 十 会 大) 一 (2 _ 1 】， 
当 0 一 Ar: 一 8 时， 是 一致 有 界 ” 的 就 行 了 《因为 ||zx(Aao| 与 
x(A2) 仅 差 三 项 在 0 二 At < 5 均 有 界 的 函数 )， 为 此 ,我 们 考 碍 
睁 数 


y(t) 一 二 [G0 + 站 -2 一 1 (0<1=0), 


不 难 验证 ,对 于 任意 正 数 s, 在 区 域 s 二 :二 6 内 上 面 的 级 数 内 各 
项 导 汲 数 所 成 函数 项 级 数 是 一 致 收敛 的 ， 因 此 可 以 导出 在 (0, 5) 
内 (ez) 是 可 以 逐 项 微分 的 , 即 


0 


v(t) = 之 ， 一 [Cl D1 + OT (0<+< 6)., 


及 三 1 


下 面 , 我 们 冉 来 说 明 ” (2) 在 茶 个 (0, 6,) 内 是 有 界 的 .事实 上 ,由 
上 面 的 式 子 可 知 


y(t) = (1 十 人 > 一 二 二 十 3 + 
-二 n=1 
-to {+o -位 二 区 士 "| 


n 


m= 1 nn 二 1 


= (1+ {infill+D) 7 ~- in[ll— (1 +z)-i]} 


e 30] 。 


-+DOmm tr| 
一 〈(] 十 1)!1n [到 


LI 上- 
1+i (C+) Vie 
而 当 注 意 到 


t 1 


lm 一 lim 一 -一 一 -7 
Pr FO Vt Plt 
2 
时 ,不 难看 出 v'(z) 在 (0,61X6, 为 任 一 给 定 正 数 ) 内 必 是 有 寞 的 ,不 
妨 设 其 一 个 界 为 p。 于 是 , 注意 到 上 面 的 做 法 ,可知 «Cs) 一 也 全 
以 及 v(0) 二 0, 从 而 由 中 值 公式 可 得 出 当 0 二 :一 6, 时, 有 


EO | 2 ne EAC 


[其 中 ，0 二 06 二 1, :iE (0, 6)]. 由 此 ， 可 直接 导出 抽象 函数 
zo(A7) 的 范 数 zo(A2) 当 0 二 At 二 5, 一 M5, 时 也 是 “一 致 有 
界 ” 的 . 从 而 与 1) 一 样 , 我 们 也 即 得 到 了 抽象 函数 x(z) 在 :一 0 
点 也 是 具有 弱 导 数 6 的. 

其 次 , x(z) 在 x 一 0 点 不 是 强 可 导 的 . 事实 上 ， 从 上 面 已 得 
的 关系 式 中 ,我 们 不 难得 到 

, 1 Oz 
[uD)| = |v (07)| TO TD 
~— ln2 (一 0). 
从 而 可 导出 
lzCADl 1AD|I > In?2& 0 =0 (Ar 一 0) 

此 即 证 得 x(z) 在 : 一 0 点 不 是 强 可 导 的 . 验 毕 . 

下 面 的 定理 给 出 了 有 关 抽 象 函 数 的 弱 可 导 与 强 连 续 之 间 关 
系 ， 

定理 4。 设 xQ) 为 区 域 GCC 天 内 定义 的 抽象 函数 .那么 ,对 
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于 任意 一 点 we G, 只 要 x*(z) 是 弱 可 导 的 , 则 其 必 在 点 是 强 连 续 
的 . 
证 , 任 取 一 收敛 于 0 的 非 零 数 列 46,}, 作 E* 上 的 记 函 
FD 一 有 | 罕 二 8 一 二 全 | ， ve BY 


显然 {F,} 是 E* 上 的 一 列 有 界线 性 泛 函 ， 并 且 由 *(5) 在 点 弱 
可 导 的 假设 可 知 , Vfe E*, 极限 
lm Fal)) 一 limf [2 Se 一 二 to 


均 存 在 .因而 ,由 $4.5 关于 弱 收 敛 ”的 充 要 和 条件, 可 得 常数 6: 使 
得 二 9 一 扣 | < 8 (Co 一 1, 2，…)， 由 此 可 导出 
和 zx 十 5) 一 zol 和 6. 15.| 一 0 (一 co)， 

从 而 可 知 xQ2) 在 点 是 强 连续 的 . 证 毕 . 

注 3. 当 *(o 在 加 点 强 连续 时 ,未 必 保 证 其 在 六 点 有 弱 导 数 ， 
反例 是 容易 找 出 来 的 .我 们 可 举 最 简单 的 一 个 反例 . 

反例 1. 设 xQ) 为 [0, 1] 到 (1) 空间 的 抽象 函数 ， 
8， 当 s 守 二 ，sE [0,1] 时 


Xs) = 


1 1 
(本 “,0, 0 …)， 当 s 一 亡 轩 (n=1,2,..*). 
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那么 , x(s) 在 ， 一 0 点 是 强 连 续 但 非 弱 可 导 的 . 

验 . 由 于 jz 一 0 当 * 关 ,se[0,1] 时 ;lz(91 一 十， 
当 ;一 二 时 , 因而 , 显然 有 z(9) ~> *(0) 一 6 ( 一 0). 但 另 一 方 
面 ,注意 到 (1)* 一 (m), 因此 ， 当 取 一 泛 函 有 一 (1,1,1,……)€ 
(m) 时 , 则 有 


1、 
i | (n= 1,2,..:) 
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fo”’ [二 | 一 0 ( 当 :* 二， e101] 时 )， 


因而 可 知 x() 在 1 一 0 所 无 弱 导 数 存在 ， 验 毕 . 

比 反 例 1 更 有 趣 的 是 ,我 们 还 可 以 找到 在 一 个 区 间 上 处 处 强 
连续 然而 却 处 处 不 弱 可 导 的 例子 . 回忆 起 在 数学 分 析 中 , 找 出 
一 个 处 处 连续 而 又 处 处 不 可 导 的 函数 是 多 么 不 易 ， 但 这 里 的 例子 
却 并 不 是 很 难 的 ,原因 就 在 于 对 于 一 个 抽象 通 数 而 言 “ 弱 可 导 的 
和 要求 条 件 比 起 强 连续 的 条 件 来 要 强 的 多 ,正如 在 复 变 函数 中 找 
出 一 个 处 处 连续 而 处 处 不 可 导 的 函数 也 是 极 容易 的 一 样 〈 如 函数 
f(z) 一 |z| 就 是 一 个 )， 下 面 ,我们 就 给 出 这 样 的 一 个 反例 : 

反例 2. 设 *(o) 是 由 [0，2z] 到 (2?) 内 的 一 个 抽象 函数 ， 


， sin (21) sin (22 ) 
zz) 一 (1, ni, F402 ? ” 02 ? ? 


0 27 
(其 中 , 0 二 oo 二 1). 那么 , x(#) 在 [0, 2x] 上 处 处 强 连 续 且 处 处 
不 弱 可 导 . 

验 . 首先 ,由 


x = 之 ， (加 中 ) < 之 ， 下 < oo 
可 知 ， 上 面 定 义 的 x(a 的 确 是 (2) 中 的 元 . 并且，Vae [0，2r]， 
只 要 to t+ ArtEe [0，2z] ， 就 有 


省 za 十 Aa) — xO = > (et ta 二 全 2 一 2 ) 


全 # 会 、: 
Eu + 字 )|- sin 2 ) 
0 


n't/ 


8 


2 Ar Yi 
< 2 (二 冬 ) 
寺 二 DD 


一 (> -i ) Ax 一 1 (Ar — 0). 


nito 
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因而 导出 抽象 函数 *( 刀 在 [0，2z] 上 任何 一 点 均 是 强 连 续 的 。 其 
次 由 于 (1)* 二 《RP?)， 因此 如 果 抽 象 涡 数 x(z) 一 {xa(?)}， 在 点 
有 弱 导 数 存 在 时 , 则 其 " 弱 导 数 ” 必 为 {xs(to)}。 并且， 由 元 列 弱 收 
敛 极限 元 的 性 质 (参看 $4.5 习题 ) ,我 们 还 应 有 


xs = Zz) < oo. (2) 
然而 ,根据 
> |xa(to)|? = 之 (Ss ) 


[= 
1 cosnz _ 
一 之 ;一 一 一 一 人 一 Dre cornn 
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和 上 面 的 级 数 的 通 项 , 当 ”一 co 。 时 并 不 是 向 0。 从 而 知 
之 ， | xz(t)12 = oo 


与 式 (2) 矛盾 ,所 以 我 们 可 以 知道 抽象 函数 在 [0, 2z] 上 处 处 均 是 
不 弱 可 导 的 ， 验 毕 . 

注 4。 当 瑟 为 “ 自 反 ”空间 时 ,zx(z) 如 果 在 [ay 8] 是 强 轩 变 拉 
象 函 数 ,那么 , 它 必 在 [a, 8] 内 几乎 处 处 有 强 导数 59， 但 是 当 瑟 不 
是 自 反 时 ,此 命题 则 未 必 正确 。 我 们 可 举 出 具有 下 面 更 强 一 些 结 
论 的 反例 如 下 ( 当 注意 到 强 绝对 连续 也 必 是 处 处 强 连 续 时 ,下 鲍 也 
可 作为 上 面 注 3 中 的 另 一 类 型 例子 ). 

反例 . 设 x(#) 是 从 [0 1] 到 10, 1] 内 的 抽象 函数 ， 

[xD 人 一 人 
0， 上 一 5 和 1， 0 和 上 和 1， 
那么 , (2) 在 [0，1] 上 是 强 绝对 连续 的 (从 而 是 强 圈 变 的 ), 然而 
却 并 不 几乎 处 处 有 弱 导 数 (因而 也 不 几乎 处 处 有 强 导数 )， 
一 验 . 直 


lz(P)](6) 一 [zCoCB = | a (p+-0) 
Vle, B81CL0,1]. 
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我 们 可 得 ,对 于 [0, 1] 内 任意 互 不 相交 的 有 限 个 区 间 (a4， 8) (4 一 
1，2， -712)) 天 有 
之 | |xCB1) — xCai) ll 一 之 (Pi 一 ck) 
从 而 立即 可 以 证 出 x(2) 在 [0, 1] 上 是 强 绝对 连续 的 ， 其 次 ,注意 
到 (LL0, 1])* 一 M[0, 1]. 因此 , Vf 一 5(5)e MI0, 1], 有 
/lz(D] = | Lx)ICE) .66 全 一 | oCE)dE, Vie Lo, 1]. 
于 是 
zDD 一 AD (MM) +e [0, 1 
这 样 ,如 果 *C:) 在 [0,1] 上 几乎 处 处 有 弱 导 数 元 为 yC2) € ZL[0,1]， 
te [0, 1], 那 么 ,由 本 节 定理 1 又 可 得 
-A GD = F096) = {76) I) 8), 
| vi = 6(8) € MI0, 1]. 
将 以 上 两 关系 式 合 起 来 便 导出 Vf 一 5(5)e ML0, 1], 均 有 
GL 
然而 ， 对 于 关系 式 成 立 的 任 一 点 me [0, 1], 当 入 一 ?zto 时 ( 当 
然 有 yo€ L[0, 11) ,有 
| C8) + sa = 5) vos) e MI0, 1], 


其 与 $2.4 中 证 明 "5- 函 数 "不 能 用 积分 形式 表 出 (从 而 工 不 是 自 反 
空间 ) 的 方法 一 样 , 上 面 的 结果 与 yo(#) 积分 的 绝对 连续 性 是 矛盾 
的 。 此 即 证 明了 这 里 给 出 的 抽象 函数 在 [50, 1] 上 是 不 能 几乎 处 处 
有 弱 导 数 的 ， 验 毕 . 

事实 上 ,该 反例 中 的 抽象 函数 在 [0, 1] 上 是 处 处 不 强 可 导 
的 ,这 个 结论 作为 习题 留 给 读者 来 完成 . 

在 本 段 最 后 ,我 们 给 出 下 面 简单 定理 : 

定理 5 设 x(z) 是 在 区 域 GCK 内 定义 的 抽象 函数 。 那么 ， 
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为 了 xG) 二 xolt € G) 必须 旦 只 须 ( 弱 ) xz) 到 De G6). 
证 .定理 的 必要 性 是 显然 的 .下面 , 我 们 证 明基 充分 性 . 首 
先 , 由 上 面 定理 1 可 知 , V1€ E*, 数值 函数 f[x(z)] 在 区 域 G 内 均 


是 可 导 的 , 且 有 2 CGIxz(D]) 一 FTz(D]， Yte G (其 中 ,x'(2) 为 
抽象 函数 x(z) 的 弱 导 数 )， 这 样 一 来 , 由 定理 假设 我 们 导出 
-9 (LxC)]) 一 16) = 0， Vie G， 


于 是 , 由 数学 分 析 及 复 变 函数 论 的 知识 ,我 们 有 f{x(2)] 三 C( 有 )， 
Vz € G 《其 中 ，C( 有 ) 为 与 上 无 关 的 常数 )。 最 后 ， 当 任 取 定 一 点 
io€ CC, 而 令 xo 一 x(zo) 时 ,可 知 , Vt € G, 均 有 
[xO] = x(t0)] = C(f), vie E*. 
因而 由 $ 3.1 定理 3 的 推理 ,我 们 可 推 得 以 上 两 元 是 相等 的 , 即 
xt) = xr) = ro ViEG., 
(二 ) 
下 面 讨 论 实 抽象 函数 〈 即 从 实数 域 R 到 实 Banach 空间 内 的 
抽象 函数 ) 的 Riemann 积分 问题 . 
定义 2. 设 x(s) 是 定义 在 实数 区 间 [a, 8] 上 而 在 实 Banach 
空间 五 内 取 值 的 抽象 函数 ,对 [a, 8] 做 任意 有 穷 分 割 
Da= 一 pf， 
做 和 


外 一 二 


Ss 一 > XSICSR41 一 5 


=0 
如 果 上 面 有 序 定向 列 (5s) (多 以 “ 细 分 ”来 定 “ 序 ”) 强 收 化 于 E 中 
的 一 元 那么, x(s) 称 做 在 [a, hf] 上 Riemann 可 积 ( 简 记 为 (RY)- 
可 积 )。 而 7 称 做 xG) 在 [a, 8] 上 的 Riemann 积分 ,表示 为 

y = E028 


397 9 


注 5。 与 数学 分 析 类 似 , 由 上 面 的 定义 ,不 难看 出 , 在 fc:pj 
区 间 上 《《R) 可 积 的 抽象 冰 数 一 定 是 有 界 的 ， 

下 面 ， 我 们 将 对 于 强 连 续 的 抽象 函数 导出 与 平常 数学 分 析 中 
类 似 的 关于 Riemann 积分 的 一 个 基本 命题 : 

定理 6. 在 区 间 [ac, 8] 上 强 连续 的 抽象 函数 *(5) 必定 是 (R) 
可 积 的 . 

证 .ve 0, 由 设 x(s) 在 [a, bj 上 强 连 续 ， 因 此 ， 由 $6. 1 
我 们 可 知 x(s) 在 [a,p] 上 也 是 一 致 连续 的 , 从 而 , 36 > 0, 使 得 
VE [a,8], 有 

(so— "I<6> x) — x(") 咱 < jz 
取 [a, 6] 区 间 的 分 割 22 一 到 (5)， 
gop Ison— | < 
(R=0,1,..……, 7 -— 1). 
那么 ,对 任意 的 分 割 多, 儿 ;, 只 要 2 > GD V1 Py 便 可 导 
出 


ls。 — ss,l < 7 (p—a)= Ee. (3) 


这 样 ,我 们 就 可 做 出 五 中 的 一 Cauchy 列 {5g,}, 但 由 EE 的 完备 性 ， 
可 导出 一 元 y€ E, 使 得 

Se， 一 (rm-> 00). 
同样 由 式 (3), 不 难 导出 , Ye>0, 3( 分 割 ) 多 ,, 当 VY (分 割 ) 多 >> 
0。， 均 有 1s。 一 | < 6. 如 证 得 x(5) 在 [a， 5 是 (R) 可 积 的 ， 


且 有 | oa —y. 证 毕 . 


注 6， 与 数学 分 析 一 样 ， 我 们 容易 推 得 以 下 有 关 抽 象 函数 的 
(R) 积分 的 基本 性 质 : 

二 如 有 果 x() 在 fa, 8B] 上 (R) 可 积 ,那么 ,对 任 一 列 分 法 {229} 
只 要 


dH) = max | |—0 (mm 一 > co ) 
OSKSnnm 
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[其 中 ,wa 一 过 二 一 (一 1 
2，…)]， 则 必 有 lm Son 一 |x)ds. 

2? 在 区 闻 [a, 8] 上 如 果 抽 和 象 函数 x,(s)，x2(s) 均 是 (R) 可 积 
的 ,那么 ,， V4， X41€ 民 ,， Xxi(s) 十 hzx2(s) 亦 (R) 可 积 , 且 有 

| [xi(5) 十 harass) Jads = | ri(s)ds 十 12 | rs) ds. 


3° 在 [a, 8] 上 ,如果 抽象 函数 x(s) 是 强 连 续 的 ( 仅 《R) 可 积 
人 不行 ), 那 么 ,数值 函数 上 x(s) 川 也 必 是 (R)- 可 积 的 ， 且 有 


第 xd | < | |xCs) as, 


4° 在 [a, 8] 上 ， 如 果 抽 象 国 数 x(s) 是 强 连 续 的 ， 数 便 多数 
1(s) 衬 0 是 连续 的 ,那么 , 4(s)x(s) 必 是 (R) 可 积 的 , 且 有 


(i) | 2d)a < max lz OOF | 2C)as; 
0 af pe 

(ii 3f,€ E*,， fl = 1; 及 35o€ [a, B81, 使 得 
i 4(s) * xCs)ds 一 fof xCs0)] - | is) ds. 


与 上 面 关于 弱 导 数 存在 的 定理 1 类 位， 我 们 可 以 给 出 关于 
x*(s) 的 (R) 可 积 性 与 其 相应 的 数值 函数 f[x(s)] (VfE E*) 可 积 
性 之 间 的 一 个 命题 . 

定理 7. 如 果 抽 象 沁 数 x(s) 在 [a, 8] 上 是 (R) 可 积 的 ,那么 ， 


vi e E*, 数 值 函 数 f[z(s)] 均 是 (R) 可 积 的 。( 且 有 | fsC0) 1as= 
/| xC9as|); 反 之 ,当空 间 E 是 (4) 时 , 送 命 题 也 对 . 


证 . ”定理 的 前 半 段 命题 是 容易 的 ， 只 要 注意 到 抽象 函数 
Riemann 可 积 的 定义 束 不 难 导 出 下面, 证 明定 理 的 后 半 段 命题 . 
事实 上 ,对 任意 一 列 分 法 LEP } ， 当 其 满足 


dBn) = max I>0 (mo 一 co) 
[1 


[其 中 ， PNe 一 5 < 一 ““” < < —p (m 一 ]， 
2,…)] 时 ,注意 到 flx(s)] 均 是 (R) 可 积 的 假设 , 可 以 导出 
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m1 
j(S9,) 一 >， f [x C8 )] Ch 一 sh 
k=0 
_> | (m—> 000); VIEE*. 


即 {S23 一生 访 G8) CG 一 各)》 为 E 中 一 弱 Cauchy 列 ， 
k=0 
因而 , 由 (1') 中 强 、 弱 收敛 等 价 ， 故 知 , 3y EE 使 得 


sos ~ Tx) GR — si) my m00). 
厂 二 0 

同样 地 ,注意 到 f[x(s)](vje E*) 均 (R) 可 积 的 假设 ,不 难 导出 上 
面 元 与 那里 分 法 {Pn} 的 选择 是 无 关 的 ,从 而 导出 x(s) 在 [a58] 
上 是 (R) 可 积 的 , 且 有 | (3)4s 一 y. 证 毕 . 

推理 .在 C1) 空间 中 取 值 的 抽象 函数 x(r) ， 只 要 它 在 [a, 8] 
上 是 弱 连续 的 ， 那 么 它 必 在 fa, 8] 上 是 (R) 可 积 的 ， 注 7。 在 
定理 7 中 ,即使 空间 是 自 反 的 , 逆 命 题 也 未 必 正 确 . 

最 后 。 我 们 同样 对 于 抽象 函数 也 给 出 与 微 积分 基本 定理 类 似 
的 命题 : 

定理 8 (Newton-Leibniz 公式 ). 如 果 抽 象 水 数 x(s) 在 
[a, 8] 上 有 (R) 可 积 的 弱 导 数 x (s), 那么 ， 

| x'(s)ads 一 xp8) 一 x(a)， 

证 .首先 , 由 定理 6 可 知 ,积分 | (9)4* 是 存在 的 ,而 且 其 确 
定 了 E 中 一 元 , y 一 | *(s)ds， 其次， 由 上 面 定理 7 我 们 还 可 得 
到 

1(y) 一 1 I eC) ds| 一 | rrrCo1as， VfE E*. 

最 后 ， 由 本 节 第 (一 ) 段 关于 弱 可 导 与 泛 函 对 应 的 数 信函 数 可 导 的 
关系 以 及 数值 沙 数 推广 的 Newton-Leibniz 公式 ,立即 可 以 导出 


1(y) 一 | flx'(s)]as 一 | 4 (f[x(s) Das 
a « dt 
= [x(B)T — flx(a)], VIEE*. 
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而 由 $ 3.1 的 推理 也 可 得 出 


*(8) 一 x(a) =y= | x (s)ds, 
证 毕 . 
同样 , 利用 上 面 定理 7 后 的 推理 , 类 似 定理 8 的 证 明 方法 ,我 
们 不 难 直接 导出 下 面 的 推理 : 
推理 ，(#) 空间 中 取 值 的 抽象 函数 x(z), 只 要 它 在 [a, 6] 上 
有 弱 连 续 的 弱 导 数 x(s), 那么 就 有 


| (级 )r(CD4 = «(6) 一 *(a) 
成 立 . 


习 题 


1. 试 证 明 : 对 于 一 个 在 (2z) (>1) 内 取 值 的 抽象 函数 x(:) = {xx(z)} 
言 ,x(#) 在 点 “ 弱 可 导 的 充 要 条 件 是 
(i) 存在 正常 数 Mo 及 60 使 当 0 < | 5| < 00 时 一 致 有 


>, Xn( to 十 6) — xnCio) “二 Mi 
6 的 


(ii) 各 “坐标 ”zs(z) (2 = 1,2,…) 均 在 如 点 可 导 . 
并 且 , 当 *(z) 在 ww 点 弱 可 导 时 ,有 ( 弱 ) x (mn) 一 {x (10)}. 

2. 试 证 明 : 对 于 在 (7) 空间 取 值 的 抽象 函数 *(0) 一 {xw(?)} 而 言 ,x(z) 
在 如 点 “ 强 可 导 ” 的 充 要 条 件 是 

(i) 和 名 “坐标 ”xn(?) 均 在 如 点 存在 导数 xs (to) (x 二 1 2。…); 

(i) Ys> 0, 36o > 0, No (自然 数 ), 使 得 当 0<|5| 和 < 5 时 ,一 致 地 有 
xa(ito + 5) — xn(to) 

[oy 


一 Xn (| < 8, 
>No 


3. 设 *(2) 是 在 L[ 一 x*, zj 取 值 的 抽象 函数 ， 
*(0)= 0; x(t) = isin 三 ， 当 _ 40，46E 一 rz 时 ， 


试验 证 x(1) 在 上 一 0 点 是 弱 可 导 而 不 强 可 导 的 . 
4. 试 证 明 : [0, 1] 到 10, 1] 内 的 抽象 函数 ( 强 绝 对 连续 ) 


1 05! 
[*(2)](é) 一 ty :<§<!1 (0<1:<1)., 
在 [0, 1] 上 处 处 无 强 导数 
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5。 试 证 明 本 节 注 6 中 关于 抽象 盟 数 的 Riemann 积分 的 四 条 基本 性 质 . 

6， 试 证 明 本 节 定 理 8 后 面 的 推理 . 

7. 设 T 是 从 E 到 EE 内 的 有 界线 性 算 子 ，x(s) 为 fa, 6] 到 内 的 强 连 
续 抽 人 象 水 数 , 试 证 明 , 取 值 E, 内 的 抽象 水 数 T[Lx(s)] 亦 在 和 a, 8] 上 (CR) 可 积 ， 


# 有 | Tz = Tal. 


§ 6.3， 实 抽象 可 测 另 数 


在 实 变 函 数论 中 我 们 知道 ， 为 了 处 理 一 些 问 题 ， 常 名 需要 比 
Riemann 和 彩 ! 分 更 一 般 的 Lebesgue 积分 。 因此, 一 个 常用 的 方法 屿 
是 先 引 进 明 数 的 可 测 的 概念 . 相应 地 ,对 于 抽象 负数 的 Riemann 
积分 , 当 要 作 更 一 般 地 推广 时 ,我 们 亦 要 引进 函数 可 测 的 概念 . 下 
面 ,我 们 先 给 出 几 个 定义 : 

定义 1， 在 测度 空间 (48, 静 ,w) 中 定义 并 在 实 Banach 空间 
五 中 取 值 的 抽象 函数 x(s) 称 作 弱 可 测 的 ， 是 指 VAe E*, #[x(s)] 
均 是 (9 ,有 静 ,w) 上 的 (平常 ) 数 值 可 测 呆 数 (特别 ,我 们 荫 考 查 8 一 
[a, 8]. a 二 8 均 为 实数 ,KV 为 Lebesgue 测度 的 情形 , 那么 ,上面 
即 要 求 Hxkcs)] 在 [a, B68] 是 Lebesgue 可 测 图 数 ). 

定义 2. 如果 x(s) 为 上 面 定义 的 抽象 函数 ， 我 们 称 x(s) 是 
可 数值 阶梯 水 数 ， 是 指 如 可 以 表示 成 可 数 个 互 不 相交 的 可 测 集 
Ai(R — 1,2,.， . ) 的 并 ” ,而 在 每 个 < 上 ， x(s) 了 有 取 定 常 值 和 Ek 
(一 1，2，-…). 

定义 3. 上面 (8, 多 ,pw) 上 的 抽象 图 数 称 为 强 可 测 的 ,是 指 
存在 一 可 数值 阶梯 组 数列 {x,(s)}, 使 得 

x*(5) 一 lim xn(s)，【 概 )s€ 9. 

注 1 由 上 面 的 定义 易 知 , 当 E 一 尺 时 强 可 测 、 弱 可 测 及 实 
值 国 数 可 调 的 三 概念 是 等 价 的 . 

注 2， 当 pkG8@) 二 co 时 强 可 测定 义 中 可 数值 阶梯 了 纹 数列 可 
以 用 有 跟 值 阶梯 组 数 列 来 代替 (两 者 是 等 价 的 ). 事 实 上 , 设 可 数 
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Bs 


值 函数 列 {x,(s)} 在 2 上 概 收敛 于 xz()，xo() 一 访 ) x 人 Can(s) 


二 1 


(Cam(s) 为 集 4 由 的 特征 疯 数 )(n 一 1;2，…). 由 于 ApC2) 一 0%， 
因此 可 以 在 每 个 x,(s) 内 留 下 有 限 个 ” 互 不 交 的 可 测 集 4 纪 (% 二 1， 
kn 
2，…， ho)， 并 令 0/ 岂 4 如 一 Bs， 使 得 a(B,) 一 去 (x 一 1， 
天 一 
2 ，， “ ) , 令 B= lim B,, 显 然 uC(B) = 一 0, 当 再 设 fx 不 收 令 于 
x(s) 的 集合 为 B, 时 , 则 有 wx(BEUB。) 一 0. 最 后 ,我 们 来 说 明 在 集 
QO\(B UB。 上 ,有 限 值 可 数 函 数 *8(9) 一 三 x C an(s) 十 (2 一 
… ) 亦 是 收 伍 于 x(s) 的 . 事实 上 ， Vse OBU Bo), 由 于 
s&B, 故 3N, 使 n 之 和 N 时 ， 有 :& [8B。 因 而 : 9(s) = x,(s). 上 
由 :和 Bo, 故 知 亦 有 x9(s) 一 x(s)(n -> co)， 此 即 证 得 结论 ， 
下 面 ,我 们 给 出 关于 强 、 弱 可 测 之 间 关 系 的 一 个 定理 : 
定理 1， 在 测度 空间 (8, 络 ，4) 中 , 设 x(s) 是 强 可 测 的 , 那 
么 , 必 可 导出 : GD x(s) 弱 可 测 ; (让) 实 值 函 数 |x《s) 川 可 测 ， 

证 ， 1) 由 x() 强 可 测 的 假设 可 知 ,Vje E*, fx(s)] 乃 是 实 
可 数值 阶段 函数 的 概 收 敛 的 极限 从 而, 其 亦 必 为 可 测 的 实 函数 ， 
也 即 证 毕 x(s) 是 弱 可 测 的 ， 

2) 由 于 xs(so) 一 x《so) (2 一 co) 就 有 xsCs0)|| 一 lz(so) 
(2 一 co)， 故 由 假设 可 知 ， 实 函数 |z(5)| 力 是 可 数值 阶段 函数 
xa(s) 川 概 收 化 的 极限 ,从 而 亦 是 可 测 的 ， 证 毕 ， 

注 3. 与 实 值 函 数 一 样 ， 我 们 容易 证 明 下 面 关 于 可 测 函 数 的 
基本 性 质 : 1。 在 区 间 [a, 68] 上 , 强 ( 弱 ) 连 续 的 抽象 函数 必定 是 强 
〔( 弱 ) 可 测 的 ， 2。 在 测度 空间 (8, 多 ,4) 中 强 ( 弱 ) 可 测 函数 的 线 
性 组 合 亦 是 强 ( 弱 ) 可 测 的 。 3° 如 果 x(s) 为 (0, 铬 ,pk) 中 一 强 
( 弱 ) 可 测 函 数 , 而 a(s) 为 有 限 实 值 可 测 函数 , 那么 aCs)* x(s) 亦 
为 强 ( 弱 ) 可 测 函 数 ，4° 如 果 {x,(s)} 为 (0, 绍 , 4) 中 一 列 弱 可 
测 函 数 , 设 +(s)€ E(YVs€ 8) 有 / 
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xa(s) zB xC) ( 概 ) se 0, (oo)， 


那么 x(s) 亦 为 弱 可 测 消 数 ( 本 节 后 面 的 定理 将 告诉 我 们 , 此 性 质 
对 强 可 测 也 是 正确 的 )。5° 如 果 x(s),y(s) 均 为 (8, 绍 ,p) 中 
的 强 可 测 冰 数 ， 空 间 E 中 的 元 对 于 乘法 是 “封闭 的 ”( 即 x,y EE 
一 >x* y€ EE) 日 范 数 满 足 乘法 不 等 式 ( 即 ly 志 xl ly)， 
那么 , x(s)y(s) 亦 为 强 可 测 函 数 . 

注 4.。 由 定理 ,我 们 已 知 强 可 测 必 定理 含 着 弱 可 测 ， 但 是 , 弱 
可 测 未 必 可 推 得 强 可 测 . 

反例 * 设 8 为 [0, 1] 内 的 一 个 非 工 可 测 集 , 定 义 从 [0, 1] 到 
飞信) 内 的 抽象 函数 (这 里 ，. 尖 表示 "连续 势 ”, 即 (人) 中 的 元 
的 坐标 是 在 [0, 1] 上 “连续 ”变化 的 ) 为 

xD) 一 (rt 0 委 * 委 1 (0<8e1), 
其 中 , xs(): (当时 xsG) =0(00 委 5 委 1)i(i) 当 re 
了 时, 如果 s, xs(s) 二 0, 及 5 二 :re(s) 二 1, 那么 ,由 于 x(s) 
的 每 个 “坐标 ”xs (5) 为 

rsls) 三 0, 0 sl (5650 时 ), 
0, sé&, sé€[0,1], 
rel) -1 s = 6 ( 当 se 0 时 ). 
因而 ，xs(s) 为 [0, 1] 上 的 可 测 函数 (0 志 5 二, 也 即 x(s) 是 
弱 可 测 的 .但 另 一 方面 ,由 于 
< 0， s&Q 时 ， 
ON — VEOF {eon 

所 以 导出 上 x(s)| 为 不 可 调集 2 的 “特征 函数 ”, 且 是 不 可 测 的 .这 
样 ,由 定理 1, 知 x(s) 在 [0,1] 不 是 强 可 测 的 . 

下 面 , 为 了 导出 关于 强 、 弱 可 测 性 等 价 的 充 要 条 件 , 我 们 先 给 
出 “可 分 值 ”的 概念 : 


oOCC, 使 得 p(96) 二 0, 而 值 域 集 {xC)|sE QO\9,} 是 可 分 的 ， 
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引 理 ， 设 *(*) 是 测度 空间 (9, 儿 , p) 上 几乎 取 可 分 值 的 旨 
可 调 实 抽象 玛 数 . 那么 ,||l*(s 镍 是 实 值 可 测 函 数 . 
证 .不 妨 设 x(s) 是 取 可 分 值 的 ， 否 则 可 令 x(s) 一 9,Vre 0， 
而 这 样 改变 ,并 不 影响 | 由 xz( 的 可 测 性 (因为 we = 0)， 从而、 
到 知 值 域 +:(8) 一 {x(s)1s€ 8} 是 可 分 的 . 下面, 我 们 就 来 证 明 本 
51 理 的 结论 . z 
首先 ,我 们 令 Eo 一 [{x(s)1s€ 8}] (该 集 的 “线性 闭 扩 张 ”), 由 
于 E。 是 Banach 空间 E 中 的 闭 线 性 子 空间 , 故 其 亦 为 一 Banach 空 
间 . 并 且 由 假设 还 知 5。 是 可 分 的 。 因此 由 $3.5 定理 4 的 结 采 ， 
可 知 B# 上 的 闭 单位 球 侠 必定 是 “* 弱 可 分 ”的 . 今 设 1 JC 合 为 
“水 弱 再" 于 时 的 泛 函 集 ， 其 次 ,我 们 假设 
£(s) 一 sup 及 [xzGr)]， VE 
(其 中 ,，{P }C5*CEY), 那 么 ,注意 到 ECE**, 以 及 E* 上 的 元 了 
均 可 “ 保 范 延 拓 ”为 E* 中 的 元 f。 因 此 我 们 可 以 得 到 
zk = sup {lx COT = 1, fe E*} 
之 sup {IF[ExC) NF) = 1, Pe Es}, 
VséEQ. 
即 jx(s) 守 g(s), YsE 8. 但 , 如 果 有 一 点 so€ 8, 使 上 面 有 严格 
不 等 式 
NrCsol > gs0) = supfa [xCs0)] 
成 立时 ,由 $ 3.1 定理 3, 我 们 可 知 , 3fs。€ E*《 其 相应 地 在 E。 上 为 
有 界 沁 水 从), 使 得 上 jl = 1, 且 有 
及 [xz(so)] 一 fa[lx(Cso)] = "|x(so) |. 
于 是 ,将 上 两 关系 式 合 起 来 ,可 导出 
falx(s0)] > sup fo [x(so)]. 


然而 , 由 于 上 ley 委 1, 故 及 上 开 ， 于 是 ,上 式 显然 与 { 玉 }“# 弱 
碍 ”于 矛盾。 从 而 便 导 出 
lxC)H = supfs [x(s)], vseéQ. 
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”最 局 ;由 YeRBzg， 其 均 可 “ 保 范 延 拓 ”为 jf,€ E*(n 一 1， 
2，:'…)， 那 乡 ,上 式 可 变 为 
| xc) = supfa[*(s)], VséQ. 


但 注意 到 xCs) 是 弱 可 测 的 假设 ,由 ffxC)] (w= 二 1,2,*…) 均 为 
可 测 实 值 函数 ,我们 不 难 知道 它们 的 “上 包 络 ”( 即 |jz(z) 几 也 是 可 
测 的 .证 毕 . 

有 了 上 面 的 引 理 我 们 就 可 给 出 下 面 联系 强 弱 可 测 两 个 概念 的 
定理 : 

定理 2 (Pettis 定理 ). 为 了 抽象 函数 *(*) 是 强 可 测 的 ,必须 
县 只 须 它 是 弱 可 测 并 且 几 乎 取 可 分 值 的 . 

证 . 1)“ 一 >” 首先 由 定理 1 可 知 ，x*() 是 弱 可 测 的 , 改作 
下 仅 须 证 明 其 几乎 取 可 分 值 ， 事实 上 , 由 假设 *(*) 是 强 可 测 的 ， 
故 存在 一 可 数值 阶梯 函数 列 {x,(s)} 及 零 测 集 9,, 使 得 

x(s) = lim ra(s), VE OQ\Q,. 


又 因为 Yay xn(s) 仅 取 空间 E 中 的 可 数 个 值 ; 故 知 集 {x,(s)1ls € 0， 
2 一 1,2,."} 亦 是 可 数 的 ,从 而 ,Vso&€ Q\9o, 均 有 
x(s0) €E {xsls) |,s EQ,n—1,2,..}. 
Rx(Q\Qo) 一 {xr() Ns E OQ Ct{r) | € 9, n= 1,2,...}( 其 
中 ,4(9) = 二 0)， 由 $1.3 的 定理 1 (可 分 距离 空间 的 子 集 必 为 
可 分 的 ), 此 即 导 出 x(Q\98)o) 也 是 可 分 的 ,从 而 推 得 x(s) 是 几乎 
取 可 分 值 的 ，, 
2) “< 二 首先 ,由 假设 不 妨 认 为 x(8) 是 可 分 的 (因为 由 定 
义 可 知 , 当 改变 一 零 测 集 的 值 时 ,并 不 影响 函数 的 强 可 测 性 ), 因 
而 有 元 列 {xs}Cx(Q8), 使 得 
{rx} = x(Q). (1) 
这 时 ,Ym《 自 然 数 ), 做 0 中 的 集 列 


Gan = sll) — <2) a= 1,2,..°). 


那么 ,由 式 1 务 知 ， 这 里 的 集 列 Gn,m(n — 1,2,. …). 复 盖 了 人 如， 
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也 即 有 0 一 【Gsm 一 1,2，-…)， 其 次 , 又 因为 x(s) 假设 


是 器 可 测 的 ,当然 对 于 常 元 x， 可 知 抽象 通 数 (x(s) 一 x,)(n 一 1， 
2，*…*) 亦 是 弱 可 测 的 ， 故 由 上 面 引 理 推 知 jjx(s) 一 * (n 一 1， 
2,……) 是 实 值 可 测 消 数 。 从 而 我 们 可 导出 上 面 的 每 一 集 Con(z， 
1m 一 1, 2,*……) 均 是 可 测 集 . 

最 后 ,我 们 对 于 每 个 自然 数 m, 由 {Gamn|ln 一 1,2，*…} 做 互 


斥 集 列 4a 一 12，…)}， hn 一 GunN Gen; 那么 ,我 
四 是 一 人 
们 亦 有 9 一 (4,nCm 一 1, 2，.…)， 然后 我 们 做 抽象 函数 列 


{xm(s)}, 
rm(s) = x rE Am; = XMMrTE Aym; ;= xny 
当 xEAsm; (m=1,2,...). 
那么 ， 显 然 可 见 {xm(s)} 是 一 可 数值 的 阶梯 函数 列 , 且 由 集 G，,m 
及 4,,m 的 做 法 ,可知 在 2 上 必 一 致 地 有 
sep ans) — xCO < sop {as — xCON se do] 


一 二 _>0 (m 一 > co )。 
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从 而 导出 x(s) 为 一 可 数 信 阶 梯 函 数列 {xm(s)} 的 “一 致 收 剑 " 极 
限 , 即 证 得 x(:》 是 强 可 测 的 。 证 毕 . 
在 定理 证 明 中 ， 我 们 直接 可 以 得 到 下 面 关 于 强 可 测 的 更 强 一 
些 的 结果 : 
推理 1。 为 了 函数 *(*) 是 强 可 测 的 ,必须 上 且 只 须 存在 一 可 数 
值 阶梯 函数 列 {x,(s)}, 使 得 
aa > xD)，( 概 ) re O(n » 00). 


推理 2.。 对 于 取 值 在 可 分 空间 的 抽象 国 数 而 言 ， 强 可 测 性 与 
弱 可 而 性 是 等 价 的 概念 . 
推理 3. 在 区 间 [xc, 8] 上 定义 的 左 ( 或 右 ) 弱 连续 的 抽象 函数 
必 是 强 可 测 的 ， 
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关于 强 可 测 抽 象 函数 列 的 极限 项 数 可 测 性 的 问题 ， 我 们 有 下 
面 较 好 的 结果 : 
定理 3， 设 x,G)(n 一 1,2,……:) 均 为 测度 空间 (8， 鹏 ，po) 
上 的 杏林 而 肖 家 图 煞 ， 并 设 
ra(s) 一 二 本 2(s) ( 概 ) s€ Qln 一 co)， 


那么 x(s) 也 是 强 避 测 的 
证 ， 首 先 ,由 假设 可 知 , 3BuC@, 使 得 x《(Bo) 一 0, 且 有 

xa) rs) (2 一 co)， Vs EQO\B,. (2) 

于 是 由 xs(s)(n 一 1， 2 …) 均 强 可 测 的 假设 ,及 Pettis 定理 的 必 

要 性 结论 ,可知 它们 均 是 几乎 取 可 分 值 的 ， 即 存在 相应 的 集 了 ,CC 

0, 使 得 K(B,。) 一 0, 并 且 r(GN\B,)CGz 一 1,2,…) 均 是 取 可 分 


值 的 . 今 令 9, 一 U 8B,， 显 然 (9,) 一 0, 并 且 下 的 闭 线性 子 空 


间 Eo 一 [fxz(CONB。)]] 是 可 分 的 . 这 样 注意 到 式 (2) 以 及 $4.5 
中 定理 4 可 导出 x(QNQ0) 忆 Eo, 故 x (ON9eu) 也 必 是 可 分 的 ,此 即 导 
出 x*(2) 是 几乎 取 可 分 值 的 . 

另 一 方面 , 由 定理 1, 可 知 xs(s)(x 一 1, 2,-…) 亦 为 弱 可 测 
的 ， 因 此 由 该 定理 后 面 的 注 3, 可 得 其 弱 极 限 函 数 x(s) 也 是 弱 可 
测 的 . 

最 后 ,综合 x(s) 的 上 述 两 个 性 质 , 再 利用 Pettis 定理 充分 性 ， 
立即 可 导出 抽象 函数 x(s) 也 是 强 可 测 的 . 证 毕 ， 

与 实 变 函数 类 似 , 对 抽象 函数 列 {x,《s)} 定义 

pCs|lxls) — x()N o>0, vo>0 (~—0%) 
为 {xs(s)} 依 测度 收敛 于 x(s) 时 ， 我 们 也 可 得 到 定理 3 的 一 个 
推理 : 
推理 .把 定理 3 中 的 “ 概 弱 收 僵 " 换 为 “ 依 测度 收敛 ”命题 仍 真 。 

在 本 节 最 后 ,与 实 变 函 数论 一 样 ,我 们 还 可 得 到 两 个 重要 的 定 
理 ;, 它 们 分 别 给 出 了 强 可 测 抽象 函数 的 “ 概 ( 逐 点 ) 收 伍 “ 与 ”一致 收 
敛 ”",“ 强 可 测 ” 性 与 “ 强 连 续 ” 性 之 间 的 内 在 深刻 联系 (其 证 明 作为 


408 。 


rr 


-hin 


习题 请 读者 完成 ). 
定理 4(《Eropoa 定理 )， 设 r(28) 二 co, !Lzos()} 为 测度 至 间 
(0, 有 梧 ,w) 上 定义 的 一 列强 可 测 抽 象 溺 数 . 那么 , 只 要 有 
xa(s) > x(s) ( 概 )s€ (nz 一 co) 
则 Ve 汪 > 0, 34€ 局, 使 得 (4) < s， 且 
xaCs) 2 全、 x() (n> 00); VEQOA. 


定理 5 《JIyann 定理 ). 设 *(z 为 测度 空间 (8,， 有 静 ，w) 上 定 
义 的 强 可 测 抽 象 函 数 ， 那么 Vs > 0, 3F( 闭 集 ) 使 得 py(A\F) 一 
5， 且 xfkz 在 FF 上 是 强 连 续 的 . 

推理 ” 设 x(z) 为 8 二 [a, PF] 上 的 强 可 测 抽 象 梁 数 。 那么 ， 
Ve > 0, 必 有 在 [a, 6] 上 强 连 续 的 一 抽象 图 数 y(z), 使 得 

gCGlxCs) ys), séEla, BI) < e; 

且 当 x(s) 首 专 8 时 亦 有 |yC2)1 所 Bp(Vs€ [a, 81). 

注 5 在 距离 空间 中 , 闭 集 上 的 连续 函数 均 可 “ 保 界 延 拓 到 
全 空间 ,因此 ;上面 的 推理 可 以 推广 到 8 为 任意 距离 空间 的 情况 . 


习 题 
. 试 证 明 本 节 注 1. 
. 试 证 明 本 节 注 3 中 关于 可 测 逊 数 的 五 个 基本 性 质 。 
. 试 证 明 本 节 定 理 2 后 面 的 推理 3. 
. 试 证 明 本 节 定 理 3 后 面 的 推理 . 
， 试 证 明 关 于 抽象 函数 的 Eropos 定理 (定理 4)。 
， 试 证 明 关 于 抽象 函数 的 JIysma 定理 (定理 5)。 
. 试 证 明 本 节 定 理 5 后 面 的 推理 。 


“一 


$ 6.4， 实 可 测 疼 数 的 Pettis 积分 与 Bochner 积分 


类 似 实 变 归 数 论 ,由 (R)- 积 分 推广 到 (ZL)- 积 分 的 不 同 途 径 ， 
在 抽象 函数 中 ,也 可 以 把 上 面 Riemann 积分 以 各 种 形式 推广 ， 例 
如 有 以 实 变 函数 中 Fréchet 定理 或 JIy3mn 定理 为 基本 出 发 点 ， 从 
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而 先 由 连续 况 数 的 抽象 积分 ,定义 到 一 般 的 抽象 高 数 的 积分 ;也 有 
从 阶梯 六 数 的 积分 ,定义 到 一 般 冰 数 积分 等 等 . 

本 节 仅 简单 介绍 目前 使 用 最 广泛 的 Pettis 积分 与 Bochner 积 
分 的 定义 及 其 基本 性 质 ， 

(一 ) 

定义 1， 定义 在 测度 空间 (8, 家,pw) 上 而 在 实 的 Banach 空 
间 E 中 取 值 的 抽象 函数 +(s) 称 为 Pettis 可 积 的 (P) 可 积 )，、 是 指 
存在 一 元 x,€ ,使 得 Vje E*，Lebesgue 积分 | ,fxC) ICas) 均 
存在 , 且 有 | ,ftxCs)]pC4r) ~ Kx) 这 时 ,我 们 记 

(P) | xCODn(an) 一 ;或 就 写成 |_ xCOp(dD) 一 mx， 


并 称 元 z 是 抽象 少数 x(s) 在 2 上 的 Pettis 积分 ( 简 记 为 〈《P) 积 
分 ). 

注 1， 由 上 而 的 定义 易 知 ,1° 当 五 一 民有 时 ，Pettis 积分 与 通 
常 的 Lebesgue 积分 意义 相同 ;22 在 Q 上 ,如 果 x(z) 是 Pettis 可 积 
的 那么 , 它 也 必 是 弱 可 测 的 ; 3? 当 x(《s) 在 8 上 的 (P) 积分 为 xo 时 
《由 Hahn-Banach 定理 可 知 ), x。 是 唯一 确定 的 . 

关于 x(s) 的 Lebesgue 积分 | 7 ju(ds) 《ve E*) 存在 
与 其 (P) 积分 (P) | x(s)p(ds) 一 *。 存 在 的 关系 ， 我们 有 下 面 的 
定理 : 

定理 1。 如 颗 为 自 反 空间 ,那么 ,只 要 


vie E*, (CL) | #[ xC5) JuCas) 


均 存 在 , 则 x(s) 的 Pettis 积分 也 存在 ， 
证 。 首先 ,我 们 令 


FO) 一 人 frad), YAe Br。 
由 定理 假设 ,可 知 F 是 互 * 上 的 一 个 线性 泛 函 . 


* 410 +* 


其 次 同样 由 假设 我 们 可 以 定义 一 个 由 E* 到 工 (G, 安 ,up) 空 

闻 内 的 线性 算 子 工 ， 

T( 门 一 jxG)]，VfEE” 4GcgO). 
易 换 , 工 显 然 是 分 配 的 . 下 面 验 证 它 是 闭 算 子 .事实 上 , 当 设 f, 一 
j 和 T(f,) 一 y(n 一 00); (J,，fo€E BE” Yn,) 时 显然 有 大 
SCT) ,并 且 有 

‘falxCs)] 一 fof x Cs)]| 一 (fs 一 fo)[x(s)]| 

< — fll 0, Ve (2 一 co). 

RB] f, [x(s)] 习 上 过 上 了 fof x(s)](s€ 8). 此 外 ,由 假设 条 件 


TOG) OO— yl = [fx Cs) — yl >0 (Cn— oo%). 
故 由 $1.2 注 3 我们 可 知 {ffx(s)]} 有 子 列 {for[xCs)1} 存在 ， 使 


Pe 


furlxCs)] < 过 可 y(s)，、《 概 )s€ 8(n 一 00). 
从 而 导出 jz] 一 y《),( 概 )s E88. 即 在 L1(Q, 稻 ,pp) 空间 
中 有 T 了 (jf) 一 y;? 此 即 证 得 工 为 在 63) 空间 E* 上 定义 的 闭 线性 算 
子 , 故 由 $ 5.2 中 定理 2 可 知 , 工 必 为 有 界线 性 算 子 . 
最 后 , 回 到 最 初 E* 上 定义 的 泛 水 ,利用 上 面 的 结果 可 得 到 
IFGO1< | Mz ~ To) 
所 TH Yie E*. 
此 即 F 是 E* 上 的 有 界线 性 泛 陆 , 即 有 F€ E**, 而 当 注 意 到 的 
目 反 性 时 , 则 可 唯一 确定 一 元 x+,。€ E ,使 得 F(f) = j(x0), ViE E*， 
即 导 出 


有 | HxC) pCas) = Hx0). 


推理 。 在 定理 1 中 (下 未 必 自 反 ), 必 存在 一 元 各 6 E**, 使 得 
| fxC) pa) ~ $0), VieE*. 

注 2。 上 面 的 命题 , 从 形式 上 看 , 当 E 不 是 自 反 的 时 ,一 般 仅 

从 Vie E*,(L) | flxCs)]p(ds) 的 存在 ,是 保证 不 了 x(s) 的 (P) 


-0 
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积分 Xo 存在 的 . 


反例 ， 设 x(s) 为 定义 在 [0, 1] 上 取 值 在 〈《c) 内 的 抽象 函数 ， 
x(s) 一 {xn(j，0 和 到 < 委 1; 其 中 ， 


Xt(s) 0; rm(s) = 0; 
2n。 当 0 一 :二 寺 时 
27 (n= 1,2,...). 


0， 当 efo,1] 为 其 它 值 时 
那么 ，VY16 (ec)* 一 《0 〈 数 值 ) 通 数 fx(s)] 在 [0, 1] 上 均 (L) 
可 积 , 但 是 x(《s) 不 是 (P) 可 积 的 . 
验 。 从 上 面 x(s) 的 定义 不 难看 出 x(s) 的 形式 ， 


当 7 <:<1 时 ,x(s) = (0, 0,..., 0,.); 


当 时 ， x(s) 一 《0， 0, 2， 0,--.); 


1 

4 Ey 

1 
当 一 二 * 委 

0 

1 1 
当 一 < 委 一 一 一 谎 

“2(C 一 了 出， 

x(s) 一 (0,0,2,0,4,0,...,2(n— 1)，0， 0 ， 0,0,-...); 
《27 一 1) 


和 过 吉 证 中 站 


因而 ,Vf 一 {br}e Ce)* 一 (1), 有 
bs)10s = | [2 60] 2 


1 去 za 
-| + + | +…+| 十 .…-。 
#4 J ! 
6 
1 1 
一 0 十 下 2 十 厂 ( 人 2 人 二 46) 十。 


1 
十 一 一 -~ 
2n(n— 1) 
十 2(n 一 1)b2s-1) 十 … 9 


(25; 十 456; 十 -…。 
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注意 到 
1 1 1 
| ... 十 
RRA) RIiDE a 1) 


~ 于- 站) + 
+ (t+ 
故 可 知 上 面 的 积分 
| fxC) 1d: = 6 + b+ b+ .十 5 十 .… 


存在 ， 但 另 一 方面 , 由 于 (ce)* 一 (m) 中 元 为 一 (0, 0, 1, 0, 1， 
0，1,………，0, 1,…) 六 (c)， 因 此 知 *(s) 在 [0,1] 不 是 (P) 可 积 
的 。 验 毕 . 

注 3， 由 注 1, 我 们 已 知 (P) 可 积 的 抽象 函数 x(:) 必 是 弱 可 
测 的 ,但 是 一 般 说 来 它 未 必 是 强 可 测 的 . 

反例 .* 取 $6.3 定理 1 后 面 关于 弱 可 测 而 不 强 可 测 的 例子 。 
那么 , 由 于 Vi 一 {所 }E [PRCAV)]*, 必 有 一 和 {56s} (六 ， 从 而 知 


f[x(s)] 一 之 ,pin xen(s:)， 且 由 xsls) 的 假设 还 知 f[x《s)] 为 除 
可 数 个 点 外 均 取 0 值 的 函数 ,因此 有 
| tx) Jas = KO), vie [RCN)]. 


即 x(s) 的 (P) 积分 为 6 (然而 前 面 已 知 x(s) 不 是 强 可 测 的 ). 
注 4. 与 数值 妆 数 积分 一 样 ,我 们 不 难 从 定义 得 到 关于 Pettis 
积分 的 以 下 基本 性 质 : 当 设 x(s), y(s) 均 为 测度 空间 (©, BB, Lp) 
上 定义 的 (P) 可 积 抽象 函数 . 那么， 
1 ,wx(2) 十 By(s) 亦 是 (P) 可 积 的 , 且 有 


CP) | Lax?) + py(G)]w(a 
一 olP) | ,xOplan) + BP) | ynla); 
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2°. 如 果 x(s) 一 (9 ( 概 ) se 0 则 
IIOFCOE OILORCOE 


3°. 如 果 x(s) 是 有 限 值 阶梯 函数 *(9) 一 > xxC4nCs) (其 
二 1 
中 9 Car(s) 为 集 A 的 特征 斋 数 ， 人 为 互 不 相交 的 可 测 集 (Kk 一 1， 
2，……… 0)， 9 一 U 44), 则 
k 二 1 


P) | x pe) = BD) spl 4a); 


4°. 如 果 五 为 自 反 空 间 , 那 么 , 当 al(s) 是 “本 性 有 界 ” 的 实 值 
( 荆 ) 可 积 明 数 时 ， 抽 象 函 数 a(s)r(s) 也 必 为 (P) 可 积 的 ， 

注 5. 我 们 必须 注意 的 是 ,本 三 注 4 中 的 生 当 E 不 是 自 肥 空 
间 的 时 修 未 必 成 立 . 

反例 . 设 x(s) 为 从 [0, 1] 到 空间 (co) 内 的 抽象 函数 ， 


ze ) > 当 5 € Am-i 时 
2 一 


一 -一 


一 、 。 — 1,2,... 
nA, ) 当 YE .an 时 (2 1 ) 


(其 中 ， es 一 《0 ……， 0 人 1); 4 (2 一 ],2,"…) 为 


[0, 1] 内 互 不 相交 的 正 测度 可 测 集 , 且 有 [0,1] = Uj 4 小 设 数 
值 函数 a(s)， 
] ， 当 se /An 时 
0 当 s<ed4d 了 时 (一 1， 2 
那么 , x(s) 是 (P) 可 积 抽象 函数 , a(s) 为 有 界 ( 工 ) 可 积 函数 , 但 
als)x(s) 不 是 (P) 可 积 闵 数 . 

验 . 首先 , 由 其 做 法 显然 可 知 , a(s) 是 有 界 (L) 可 积 的 .其 
次 , 我们 有 Vf 一 1) 一 (co* 一 (11)， 
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a(s) 一 | 


2 
. 一 -一 人 有 沼 se A 时 
f[x(s)] a 人 
一 区 当 YE 时 (2 一 1，2，，，) 
为 可 测 函 数 ; 且 有 


的 


| tx Je 一 人 >， 1 十 > | 


各 二 1 ~ An 


— Db — D6 = 0, Vi= {6,}€ (01). 


可 
H 
rh 
四 
攻 
doth 


即 导出 

| zla = /0), vie (co7. 
此 即 说 明 *(9) 在 [0, 1] 是 (P) 可 积 的 。 最 后 ,注意 到 
adr 一 | xz) plas) 


U 4 1 
捍 


之 ， bs 一 帮 (so)， Vf 一 {6b,}€ (co)*， 


但 xz 一 (人 1, 1，… 和 (co)， 故 知 als)x(s) 在 [9, 1] 上 不 是 (P) 
可 积 的 . 验 毕 . 

在 本 有 段 最 后 ， 我 们 再 来 介绍 一 个 关于 Pettis 积分 与 有 界线 性 
算 子 相互 可 交换 的 定理 : 

定理 2。 设 T 是 由 E 到 E, 内 的 有 界线 性 算 子 ， 那 么 ， 如 果 
x(5) 是 在 互 中 取 值 的 Pettis 可 积 图 数 , 则 工 [x(*)] 必 是 在 5, 中 取 
值 的 Pettis 可 积 汝 数 , 且 有 


(Pp) | TIz(o9jaCdy = TIP) | x (nCas)]. 


证 。 由 Pettis 积分 的 定义 以 及 Hahn-Banach 定理 ,可 知 , 只 要 
能 证 明 , g(T[x(s)1) 均 是 (L) 可 积 的 , 且 满 足 


| gC(T[x(s)])plds) = g[T(x0)]; VS86E Er 
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(其 中 ,x 一 (P) | , z(Dw(a9) ); 那么 定理 就 证 得 了 .下 面 验证 这 
个 结论 ， 

由 于 工 是 有 界线 性 算 子 , 故 知 其 共 轿 算 子 T* 存在 , 且 仍 是 有 
界线 性 算 子 ,因而 Vge EX, 有 T* ge E*, 并 由 x(s) 的 假设 可 知 ， 


gCT[xCG)]) = (TY* g)[x(s)], VsEQ 
均 是 (LL) 可 积 的 ， 由 此 可 推 得 


gCrtz CO DelaD) ~ | Cr* LC) ala) 
= (T*g)(x0) = g(Txo), Vg€ Er. 
但 根据 Pettis 积分 的 定义 ,可 导出 


(D)| TG) pCa) = Te) 一 T(C) | Opa)). 
证 毕 . 

注 6。 如 果 抽 象 函 数 在 某 种 定义 下 的 积分 ， 当 函数 取 值 的 空 
间 已 变 为 尽 时 ， 就 变 为 平常 的 Lebesgue 积分 ,而 且 还 满足 上 面 定 
理 2, 那么 , 此 抽象 函数 必 也 是 Pettis 可 积 的 , 并 且 其 积分 值 与 其 
Pettis 积分 值 相 同 〈 这 是 明显 的 ， 只 要 在 上 面 定 理 2 中 取 EE 一 
则 可 直 按 导出 上 述 结论 ). 

注 7。 Pettis 积分 与 Lebesgue 积分 的 一 些 性 质 有 相似 之 处 ， 
例如 ,( 强 ) 完 全 可 加 性 ,绝对 连续 性 ,控制 收敛 定理 等 等 ,这 里 不 予 
详细 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 文献 [117] 等 


(二 ) 
下 面 讨 论 “Bochner 积分 。 首 先 ， 我 们 给 出 下 面 定 义 : 
定义 2， 称 x(s) 是 Bochner 可 积 的 ( 简 记 为 (3) 可 积 ), 是 指 
(iD xCs) 一 x*《(s) 是 可 数值 阶梯 天 数 ,是 xz?(c)| 是 Lebesgue 
可 积 的 ,而 这 时 定义 其 Bochner 积分 
(B) | re(COukaD >) xue(460 《 强 极限 
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(这 里 已 设 9 一 | Ai, 14 一 1,2,"…) 为 互 不 相交 的 可 测 集 : 
太一 让 
且 +'(s) = ri EE, VE A(R 一 1， 2 ， 有 


(ii) zx() 是 上 面 Bochner 可 积 的 可 数值 阶梯 函数 列 {xs(s)]】 
概 收 伍 的 强 极 限 , 晶 有 


im | lz — Glees) 一 0， 
而 这 时 定义 其 Bochner 积分 
(B) | #0) 一 im (B) | #2 (pla). 

注 8， 为 了 说 明 上 面 定义 2 中 GD 的 合理 性 ， 我 们 需要 解 于 
两 点 , 即 极 限 jim (8B) | xa(s)plds) 是 存在 的 , 并 且 关 于 x(s) 是 
一 意 确定 的 。 事 实 上 ,由 (注意 到 关于 积分 极限 的 假设 ) 

iAOFCOE RAO, 


-| | re ~ #2() ld) 
< | 1s) — sle(an) 
< | ,10 — «Cae 

+ | C6) — xCald) 一 0 (n,m 00), 


可 知 C8) | ， 芒 ()pCa 人 )} 是 中 一 Cauchy 列 ， 因 而 由 的 完备 


.9 
性 我 们 立即 可 以 导出 ;其 在 E 内 是 存在 极限 和 的 .其 次 ,如 果 另 一 可 
数值 阶梯 孙 数 列 {x,(s)} 对 于 x(s) 也 有 上 面 定义 2 中 (让 的 假设 
条 件 成 立 , 那么 我 们 再 做 一 个 可 数值 阶梯 六 数列 {y。(5) 
(C5)，。 当 2 一 284 一 1 时 
Yn) {oes 当 一 28 时 Cn 一 1,2，..)， 
{yn(s)} 显然 亦 是 满足 那里 的 假设 条 件 的 ;从 而 
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En (B) | ya( sul ds) 
也 是 存在 的 . 这 样 ,注意 到 元 列 
{C8) | Ona)} 和 {C8) |, Cece 
均 为 元 列 
{C8) 1 yue)} 
的 子 列 ,因而 它们 均 收 敛 于 五 中 的 同一 元 . 

下 面 ， 我 们 给 出 一 个 抽象 函数 为 Bochner 可 积 的 充 要 条 件 的 
命题 ， 由 此 我 们 可 以 看 出 该 积分 定义 的 一 个 重要 价值 就 在 于 容 饭 
用 简单 的 概念 来 表征 它 。 

定理 3. 为 了 x(s) 是 Bochner 可 积 的 ,必须 且 只 须 x(s) 是 强 
可 测 的 ,并 且 lx(s)i 是 Lebesgue 可 积 的 ， 

证 。1)“ 一 >” 由 x(s) 是 Bochner 可 积 的 , 故 由 其 一 般 定义 
可 知 它 是 一 可 数值 阶梯 函数 列 {xs(s)} 的 概 收敛 的 强 极 限 ， 从 而 
它 是 强 可 观 的 ; 且 由 


lz) < | lx) — x laa) 
十 | lxaC) llds) < oo， 


从 而 推 得 |xCs) 是 《L) 可 积 的 . 
2) “< 一 ” 由 于 jz(9 上 | 是 (L) 可 积 的 , 故 知 Vn (自然 数 ) 均 
有 (zlz()1 > 二) < oo。 因而 存在 互 不 相交 的 可 测 集 4 全 
得 0 二 jp(4,) < 一 co 一 1 2 ), 且 有 
acGllzGOol>o= U4. 


再 注意 到 *(*) 强 可 测 的 假设 ， 由 上 节 Pettis 定理 的 推理 1 可 知 
Ym (自然 数 ), V4,(n 之 1), 我们 均 能 找到 一 个 “可 数值 ”阶梯 画 
数 x 如 (5)， 使 其 一 致 地 有 


。418 。 


lzeocy 一 zx 一 一 荆 ，( 概 )5e 4 (1) 


Zu(As) m 
今 在 整个 8Q 上 定义 抽象 限 数 xr" (s), 使 得 
xr‘™(s) a 
全 5) ， 当 Ed， 时 (2 一 1，2，……)， 
6， 当 ssEQAQHNH Gm=1,2,..:.). 


那么 , 我 们 可 以 看 到 ， 这 时 xm(9(m 之 1) 亦 是 可 数值 的 阶梯 函 
数 , 目 有 

jx) 一 zxC91 -> 0 ( 概 )se 8 (mo0). 
而 由 上 式 (1), 我 们 还 可 得 到 


MW — x(s 了 -- 
je — zak) < 2 二 人 


1 (m= 1,2,...) 
2 


“二 p(41) 


以 及 
| ls) NaC) < | de") — x ee) 


+ | lla) 


一 元 二 | zleGoD <o (mm1,2,..). 


因而 ， 我 们 由 上 面 后 一 关系 式 可 知 , 可 数值 的 阶梯 函数 xo'(o) 
Cm 一 1, 2，-…) 均 是 Bochner 可 积 的 ,并 且 由 上 面前 一 关系 式 还 
可 导出 

lim ||") 一 zxCDla(zD — 0. 


此 即 得 出 x(s) 是 Bochner 可 积 的 .证 毕 . 

在 上 面 定理 充分 性 的 证 明 中 ， 其 实 我 们 已 得 到 了 一 个 更 强 的 
结果 (这 在 后 面 定理 6 的 证 明 中 要 用 到 的 . ): 

推理 . 设 x(s) 是 Bochner 可 积 的 ,又 令 集 8. 一 {s||zx(s) 省 二 


0}, 那 么 ， Vs > 0, 必 存在 和 上 的 一 个 分 割 2 一 U b, (B,(n 一 
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1, 2，"…*) 相互 不 交 ), 使 得 Vs B。(z 一 1,2,.…), 抽 象 可 数值 
疯 数 

x(s0)，。 当 sE€EB, 时 (n= 1,2,..:); 

0， 当 s€ QO\Q, 时 


是 (8B) 可 积 的 , 且 有 | zs Co — x Cuas) 一 人 


xz (5) 一 | 


证 . 事实 上 ， 当 对 上 述 正 数 s， 我 们 设 自然 数 m 满 足 二 一 
时 ,对 于 每 个 自然 数 *, 我 们 就 可 以 在 每 个 集 4, 上 做 出 上 节 Pettis 
定理 证 明 中 那 种 形式 的 可 数值 阶梯 函数 xm)(D) (如 里 的 二 换 为 


二 一 一 寺 ) 以 及 4。 的 可 数 分 着 4 名 (一 1, 2,…) 来 ,使 
2”- Ap(4。) m 
xz) 满足 上 面 定理 的 关系 式 (1)， 这 样 一 来 , 当 我 们 取 @ 的 分 
割 14 色 |A 和 一 1, 2，.…} 为 这 里 的 1B,} 时， 根据 {zg(9)} 的 
做 法 便 可 导出 , ve e B。(n 一 1, 2,.…)， 有 

C0) — xCGON < liz) — xCOF + Nx) — x Ca) 


1 1 1 1 


二 一 一 一 -一 十 一 
2p(Ai) mm 2p(Ai) m 
1 2 , 
. "~, VE€EB,= /AD Cd 
2'n(A,) 12 > $ kin) 


于 是 我 们 有 | 
| 02 — x) alo) ~ B,C) ~ #C) lale) 


wm 


< 工人 一 二 一 e 
Pe Ps 


| jz CG) lulas) < | [x2 CG) — xC) luas) 


+ |, zl < oo。 
此 即 导出 结论 。 证 毕 ， 
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下 面 , 我 们 再 给 出 有 关 (B) 积分 与 (P) 积分 之 间 关 系 的 一 个 
定理 : 

定理 4.。 如果 xf(s) 是 Bochner 可 积 的 . 那么 ,其 必 也 是 Pettis 
可 积 的 ;并且 该 丙 积 分“ 值 (元 ) 是 相同 的 . 

证 . 设 x(s) 是 (8B) 可 积 的 .那么 ,由 定义 首先 可 知 必 存在 一 
《8B) 可 积 的 可 数值 阶梯 函数 列 {xs《s)} 使 得 

x2(5) —>x(s),，( 概 )s€ 0 (2 一 oo). 

由 于 xs) 是 可 数值 的 阶梯 函数 , 故 碟 xs (GCCVAe6 E*) 均 是 可 测 
的 数值 函数 ; 且 由 11Lx2 GD) 委 人 lz 及 xc 是 (437) 可 积 
的 从 而 知 f[x*3G)]z 一 1 2 …) 均 是 ( 工 ) 可 积 的 ,并 且 , 由 xf(s) 
的 (3) 可 积 的 假设 还 可 以 推 得 


1. GLxC) 1—flz,Cs) DCds) 


< | Nx) — #1C)1 lala) 
< — # lea) 


—0(n~>00), VIEE™. 
因此 导出 
| esGJaleD > | fre) (n> 00), vieE*,. 

但 同样 由 x(s) 的 (8) 可 积 假设 , 由 定义 可 知 元 列 

(8) | zs) 一 (B) | xpla) (n> 0%), 
故 由 fe B* 的 连续 性 则 又 可 得 
| saceo 一 中 () | COnce9| 

一 川 (Be) | zu) 00), Veer. 
最 后 ,注意 到 极限 的 唯一 性 ,由 上 面 的 结果 ,我 们 可 导 得 
vfe E*, (L) | f[xC) laCds) 

均 存在 , 且 有 
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| lzCDJuldD) 一 1 站 (8) | zn)|, vieE*. 
从 而 由 Pettis 积分 的 定义 及 其 积分 值 的 唯一 性 ， 立 即 可 以 推 
(P) | (Du (aa) ~ (8) | x(s) nlads). 
证 毕 . 

注 9. 反之 ; 当 一 个 抽象 函数 是 Pettis 可 积 的 时 候 , 显 人 然 其 未 
必 是 Bochner 可 积 的 . 事实 上 由 前 面 定理 3 关于 (38) 可 积 泥 数 的 
特征 ， 我 们 可 以 权 上 一 节 一 个 (P) 可 积 而 不 强 可 测 的 及 癸 作 为 这 
里 的 反例 ,同样 地 , 我 们 也 可 从 该 定理 3 中 找 出 一 个 (P) 可 积 但 
xC2) 不 《 工 ) 可 积 的 反例 ， 

反例 . 设 x(z) 为 从 [0, co) 到 (c) 空间 内 的 抽象 函数 ， 

x(z) 一 人 0， 一 ，0， …), 

(第 > 位 ) 

:€[n—1,n) (n= 1,2,...), 
那么 , xv) 是 (P) 可 积 的 , 但 (| 不 ( 民 ) 可 积 , 从 而 x2) 不 是 
《83) 可 积 的 . 

验 。 由 于 ,vYf 一 人 peEkc)x 二 (1, 均 有 
| reCD]a 一 | + | + .十 | 十 .…。 
-DL 
好 有 
| fxCD1ar 一 Jz)， Ve 《ec)* (其 中 ,一 全} eCo)). 


此 即 导出 (P) | za 一 一 二 |. 但 另 一 方面 ,我 们 显然 有 


0 ® 1 
Oa = Pi-%, 


因而 , 上 x() 在 [0、 oo) 不 是 (LL) 可 积 的 , x(z) 也 不 是 (B) 可 积 
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注 10， 对 于 Bochner 积分 ， 我 们 不 难 导 出 下 面 一 些 基 本 性 
质 : 当 抽 象 函数 x(*)，y(G) 均 为 (B) 可 积 时 ,那么 ， 
1°%. Va, pE RR, axr(s) + py(s) 亦 为 《B) 可 积 的 , 且 有 


(B) 1 [ax(s) + gy(s) Julds) 
—a [CB) | xOpa)| +e| (8) |] CnCa)|; 
2°. 如 果 有 x(s) 一 CD) ( 概 ) se 9, 则 
(B) | xnla) = (8) | ynCd)s 


3°, 


C8) 1 zu 二 | eele); 


4°. 如 果 al(s) 是 “本 性 有 界 ” 的 实 值 (ZL) 可 积 函 数 , 则 抽象 卫 
数 als)x(s) 亦 为 (B) 可 积 函数 (这 里 ,除了 4? 及 3° 中 说 明 |lxCs) 
积分 存在 需要 用 到 前 面 定 理 3 的 结论 外 , 其 余 的 均 不 难 由 (8) 可 
积 的 定义 进行 验证 ). z 

注 11. 对 于 Bochner 积分 而 言 , 与 实 变 冰 数 论 一 样 , 下面 的 
命题 也 是 成 立 的 (证 明 留 给 读者 完成 ): 

1°. 设 {xs(s)} 为 一 (8B) 可 积 抽 象 少 数列 ,日 有 

rs) > x(s) ( 概 )s€ 0 (n> 00). 
此 外 ,又 有 一 实 值 CC) 可 积 吸 数 a(s), 使 得 
lzs( 川 入 xc ，《 概 ) s€ 8， 

那么 , x(s) 亦 为 (8) 可 积 的 , 且 有 


lim (B) | xn(s) pds) 
= (8) |, lim x,()p(d’) 一 (B) |, xCs)p(as) 


《这 就 是 控制 收敛 定理 ). 
2°%. 设 x(s) 是 (8B) 可 积 的 , 且 有 


(8) | x()p(ds) ~ 6, YAE B. 


那么 , x(s) 涯 06( 概 )s& 8. 
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3°，Bochner 积分 是 “ 强 完全 可 加 ” 且 “ 绝 对 连续 ” 的 集 函 数 ， 
(这 里 ， 强 完全 可 加 是 指 如 果 0 一 4 4s(n 一 1,2,…) 为 


吉 起 
二 1 


相互 不 交 的 可 测 集 , 则 有 

CB) | xz(Dp(io 一 六 (B)| xC)pkdr) ( 强 收 化 ). 
绝对 连续 是 指 , Vs > 0, 36 > 0 使 得 V46 多 ,只 要 p(4) < 9， 
就 有 | (B) | xCDx(a)|| < 。.) 

下 面 , 我 们 对 于 (8B) 可 积 抽象 函数 的 全 体 所 成 的 集合 引出 一 
个 有 趣 的 结果 : 
全 体 B(Q8, 绍 ,，p), 当 对 其 元 定义 范 数 为 

al | leCONaCe), vre B (9, 8, tp) 

时 ， 按 通常 的 加 法 与 数 乘 (“ 概 ”相等 的 元 视 为 同一 元 ) 构成 一 个 
Banach 空间 ， 

证 。 由 前 面 定理 3 及 注 10 中 1), 我 们 显然 可 以 看 出 B(2， 
儿 , 4) 是 一 赋 范 线性 空间 .下面 证 明 空间 的 完备 性 . 假设 {z,}C 
B(Q8, 绍 、p) 为 空间 一 Cauchy 列 ， 有 


上 一 ze 一 lz — zo) lle) 一 0 (n,m 00), 


那么 ,用 通常 (L) 积分 中 相应 的 处 理 方法 (参看 $ 1.2 的 例 3)， 我 
们 不 难 从 {zs(D)} 中 选 出 一 子 列 {xw(s)}， 使 其 满足 


| {lss,C) | 十 > [xn Cs) 一 rar, ell plads) 一 co， 
因而 , 知 抽象 还 数 
zs.(s) 十 2 [x»Cs) 一 xn (5)] 


在 2 上 是 概 收 敛 的 ,这样 一 来 ; 当 令 此 极限 (抽象 ) 函 数 为 +w(s) 有 时 ， 
注意 到 上 市 的 定理 3， 我 们 立即 导 得 xw(s) 亦 是 强 可 而 的 , 而 且 由 
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其 取 法 还 知 xwCs 溃 也 是 ( 荆 ) 可 积 的 ,因此 ， re ls) € B(Q,% , 1) 
最 后 ,与 $1.2 例 3 的 验证 方法 类 似 , 由 


jx。 YY xnmlls < | >， 和 zz) YY xnk_ 人 5) (as)—>0 (m > co ) 


和 [CCftx}， 以 及 后 者 力 空 间 一 Cauchy 列 , 我 们 不 难 通过 
上 Ea xnl|s < | zw romllp 十 下 2 有 一 xnlla 

最 后 导出 lim x。 一 xe。 证 毕 . 

下 面 , 我们 给 出 一 个 比 Pettis 积分 性 质 (定理 2) 更 强 一 些 的 
命题 : 

定理 6 设 工 是 由 三 内 到 E, 内 的 闭 线性 算 子 ,那么 ,如 果 x(s) 
与 T[x(s)] 分 别 为 从 测度 空间 (0, 名 ,1) 到 EE 与 E, 内 的 Bochner 
可 积 滑 数 , 则 有 : 


CB) | TLC 1nd) = T [CB) | .zu 人 cao|. 


证 .首先 ,直接 利用 上 面 定理 3 后 的 推理 , 我 们 对 于 x(;) 可 
以 做 2 的 一 个 分 割 ,使 其 对 应 地 有 E 中 一 “可 数值 "(8B) 可 积 的 抽 


象 函 数 xi(o) ,使 得 |， jC9) 一 C5) eCas) < s/2; 类 似 地 ,对 于 
T[x(s)] 也 可 做 0 的 一 个 分 割 ,使 其 对 应 有 E, 中 一 可 数值 (B) 司 
积 的 抽象 函数 TLxp(?)], 使 得 | IT[zp() 一 TIzCOjln(zD)< 


E/2. 于是, 当 取 以 上 两 分 割 的 总 体 作为 一 个 新 的 分 割 (显然 是 比 
原 两 个 更 细 分 “或 全 同 ) 的 分 割 ) 时 ， 同 样 由 那里 的 推理 的 结果 ， 
我 们 又 可 做 互 中 一 可 数值 CB) 可 积 抽象 函数 x+.(s) ,其 对 应 地 不 难 
验证 T[xe(s)] 亦 为 E, 中 可 数值 的 (8) 可 积 抽象 函数 ， 昌 由 

x(s) — xels) = [x(s) — res)] 十 [xiG) 一 xs(5)] 
和 

TIx(s)] — TIx(s)] 

一 [T[x(s)] — T[x (5)]] + [TIx?C)] — Tx (Cs)]], 

我 们 用 类 似 那 里 推理 中 的 证 明 方法 不 难 导出 
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|, |xCs) 一 x.(s) nlads) < 过 8， 


| IT[x(s)] — TIxsCs) lp(as) < e. (2) 
注意 到 
(CB) | x pC) = Dx) palB,) 
和 lim 之 ， x (sn) * (CB,) 
和 


(B) 人 T[xaC)Ju 人 iD = DD TIxCs) Jp(B) 


= imT| zp(B)|. 


这 里 ,xs(s) 与 前 面 定理 3 后 的 推理 假设 一 样 ， 为 在 互 不 相交 的 集 
B。 上 取 常 值 z(so) (a 一 1, 2，…) 的 《B) 可 积 可 数值 函数 ， 
0 一 U B,. 
于 是 ,由 工 为 财 算 子 的 假设 ,我 们 从 上 两 关系 去 可 导出 
(B) | mn(dDe BT) 
以 及 
T [CB) 1 se) | = (3) 1 Tr ea). G) 


最 后 , 当 我 们 取 一 数列 148,}, 使 se 一 0(2 一 o)。 那么 ,由 
上 面 的 做 法 ，、 我 们 可 以 得 到 EE 中 一 可 数值 (8) 可 积 抽象 函数 列 
{xe,(s)}, 使 得 (注意 式 《2)) 


CB) | zoo pd) 一 (B)| zplas) 一 oo) 


-4 
和 (并 注意 到 上 式 . (3)) 
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T |(B) | ,C066) | = (B) | TExess) lea) 


一 (8)| TIz(O l(a) 一 co) 
从 而 , 当 工 为 闭 算 子 的 时 候 , 就 可 导 得 


T [CB) | xCOpCa) | = (B) | Tx() lp(a). 
证 毕 . . 
特别 ,当代 为 上 定义 的 有 界线 性 算 子 的 时 候 ( 当 然 的 团 线 性 
算 子 ) ,我们 可 以 得 到 下 面 的 推理 : 
推理 ， 设 工 是 由 下 到 E, 内 的 有 界线 性 算 子 ,那么 ,如 果 x(s) 
是 在 E 中 取 值 的 Bochner 可 积 函 数 , 则 T[xCs)] 必 为 在 5, 中 取 值 
的 Bochner 可 积 辫 数 , 并 且 有 


CB) | TIzC) pa) = TCB) | zala) |. 


~ 


证 . 由 上 下 ? 理 6 可 知 ， 我 们 只 要 导出 T[x(s)] 是 Bochner 
可 积 函 数 , 命 题 就 证 得 了 .事实 上 ,由 x(*) 是 (3) 可 积 的 ,因而 由 
定义 必 存 在 (83) 可 积 的 可 数值 阶梯 函数 列 {xr?(s)},， 使 得 


ro(s) — x(s) ,7 一 > CO( 概 ) YE (4) 
且 有 


im | #6) — x led) 一 0. G5) 
由 此 可 见 ,{TCx8(s)1} 也 是 在 E, 内 取信 的 可 数值 阶梯 函数 列 ,而 
由 是 有 界 算 子 及 |z%(9|| 可 积 性 的 假设 ， 以 及 [#23] < 
Tx2C9 ,因而 可 知 flT [z8C J 由 也 为 一 列 Lebesque 可 积 函 
数 。 即 {T[z8(9]} 也 是 (8) 可 积 的 。 最 后 由 工 的 连续 性 及 式 
(4) 和 (5) ,我 们 还 可 导出 
limT [x2(s)] 一 工 Llimxa()] = Tix(s)1]，( 概 ) s€ 0 
: 
| NT #86)1 — T Ix INCa) 
< IT | Ns) 一 xn) 一 (> 0%0). 
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此 即 导 出 TIx*(*7) 是 Ei 中 取 值 的 (B) 可 积 沙 数 . 证 毕 . 

注 12， 由 定理 6 及 其 推理 , 当 换 2 为 其 内 任 一 集 46 络 时 ， 
结论 仍 是 成 立 的 . 

事实 上 ,在 上 面 定 理 的 证 明 中 ,只 要 注意 到 积分 关系 式 


| =CDnceD = > ConCBmE) 
可 类 似 地 导出 结论 . 


习 题 
1. 试 证 明 本 节 注 4 中 关于 Pettis 积分 的 三 条 基本 性 质 。 
2. 试 证 明 本 节 注 10 中 关于 Bochner 积分 的 四 条 基本 性 质 ， 
3。 试 证 明 本 节 注 11 中 关于 Bochner 积分 类 似 于 实 变 函数 论 中 的 三 条 
重要 性 质 。 
4。 试 证 明 本 节 注 12. 


$ 6.5. 复 变 数 的 抽象 解析 函数 


本 节 与 $6.3,$ 6.4 两 节 不 同 的 是 , 要 考虑 定义 在 复 平面 内 的 
某 一 区 域 G 上 而 在 某 一 复 Banach 空间 中 取 值 的 抽象 画 数 的 特 
征 。 而 且 我 们 还 要 指出 许多 (数值 ) 复 变 函数 论 中 的 重要 命题 ,对 
于 复 变数 的 抽象 函数 亦 是 正确 的 .。 首先 , 我 们 给 出 关于 抽象 函数 
是 解析 函数 的 定义 : z 
”定义 1， 设 x(z) 是 定义 在 复 平面 的 某 一 区 域 G 上 并 在 复 
Banach 空间 E 中 取 值 的 抽象 函数 . 我 们 称 x(z) 是 G 内 的 解析 函 
数 , 是 指 Yie G, x(z) 均 存 在 着 强 导 数 


xz(D) 一 lim 人 (5 表示 复数 ). 
这 里 ,“ 极 限 ” 是 指 “ 按 5 中 的 范 数 "收敛 . 
注 1。 由 $6.2 中 的 结果 ,我 们 可 知 如 果 x() 是 G 内 的 解析 函 
数 ,那么 ， 
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1°. Vje E*, f[x(s)] 是 G 内 的 平常 复 值 解析 函数 ; 

2 x(z) 是 G 内 强 连续 抽象 函数 ; 

3°. 在 G 内 任何 一 有 界 闭 区 域 F, fjlz(alze F} 是 有 界 实数 
集 . 

对 于 复 抽象 函数 来 说 ,其 解析 的 定义 中 “ 强 导数 存在 ”的 要 求 
也 可 以 等 价 地 用 "“ 弱 导数 存在 来 代替 ,这 是 因为 有 下 命题 保证 ， 

定理 1(Dunford 定理 )， 设 x(z) 是 定义 在 复 平面 中 的 某 一 
区 域 G 内 的 抽象 函数 。 那么 , 为 了 zx(z) 在 G 内 强 可 导 , 必须 且 只 
须 *( 在 G 内 弱 可 导 . 

证 ， 定 理 的 必要 性 已 在 $ 6.2 中 国明 过 ,下 面 仅 证 明定 理 的 充 
分 性 . 

假设 复 平面 上 某 一 区 域 G 内 定义 的 抽象 函数 *(2)( 复 ) 是 弱 可 
导 的 .那么 , Vae G 由 于 是 内 点 ,故我 们 可 以 做 一 以 为 心 ,7 
为 半径 的 圆 4, 使 贺 4 含 于 G 内 .这 时 , 如 果 设 此 圆周 记 为 。, 由 
x(#) 弱 可 导 可 知 VjE E*, j[x(z)] 均 是 通常 数值 解析 函数 ;因而 由 
复 变 函 数论 中 的 Cauchy 积分 公式 可 得 


人 [xz(fo)] 一 本 | Vfe 五 *。 (1) 


现 做 E” 上 的 一 族 沁 藻 


{Fs,8,} = {Fas,|o6, x 6,, 0 < |6|, 16,| <=， 
其 中 每 个 认 函 
加 [zx(za 士 5)] — flx(#0)] 
Fa 一 六 二 [人 全 全 本 人 
_ 1/[x(t + 53)] 一 人 zt | ViE€ E*; 
5 9 3 


(ve xs,0 一 16,|5| < 二 易 见 每 个 Fs,s 均 是 E* 上 的 


线性 泛 函 , 且 由 关系 式 
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1 ||xka 十 6) 一 zto) 
18， 本 6, | dl 


-一 Y(to 十 3 X(to) | ViEE*. 


| Fe,, 8, (| 志 


fr 


我 们 还 知 ( 对 每 个 固定 的 2， 5;, 61 ss 2 0 过 184 ,12| 过 工 它 
也 是 有 界 的 ,从 而 导出 上 面 泛 函 族 {F，，}C Ex 
注意 到 Vie 8?, 从 上 面 的 定义 我 人 有 


x]  i1 
DT Gr 


当 设 M(f) 一 RE 


M(f) 
Fe,s < 二 OC 2 
Fah) Sa 2) 和 
("— i 一 也) 
VIE E*, 
因而 导出 


sup{ IF Ha s ps0< 10l, ol < TT} <%, 
vie€ E*. 
于 是 ,由 E* 是 Banach 空间 及 共 鸭 定理 "可 推 得 ap。 0， 使 得 
sup | Es, ss x 6 0=16|, 16,| < 二 | < pf. 
然而 ,由 FF,,, s, 的 定义 以 及 ECE**, 还 有 
Fs ol ~ | fo 十 61) 一 <zo) 


0, 
_ X(to 十 56,) 一 *(z0) | 
0, . 万 市 中 
一 | -于 一 | 二 61) 一 x(to) 
0, 一 ep 心 ; 
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xi 十 62) 一 ze | 
6, | 


(Va 5, 0 < 151,18l < ) 


(这 里 ,x*(z) 表示 xC) 在 E** 中 的 “自然 映 象 ”), 由 此 可 导 得 
x(to + 6,) — x(#o) 
0, 


_ x(t 十 6,) 一 x (fo) 
0, 


sup | ! 
oon, | 5) 一 0, | 


< 
Fa 
0 < |6|, |6,| < 


从 而 得 出 


jm 
1 一 0 | 06) 0, 


5652- 


最 后 , 注意 到 空间 E 是 完备 的 , 便 可 导出 抽象 函数 x(z) 在 加 点 的 
“ 强 导 数 ”x'(z0) 是 存在 的 . 证 毕 . 
借助 于 注 1 中 的 1”《 即 如 果 xQz) 在 G 内 解析 ， 则 数值 图 数 
f[x(z)](YfE E*) 必 均 在 G 内 解析 ) 以 及 Hahn-Banach 定理 (如 果 
有 fx) 一 f(y), V1E E*， 则 必 有 x 二 y) 我 们 就 能 将 平常 复 值 解 
析 遂 数论 中 的 许多 重要 定理 推广 到 抽象 解析 函数 上 来 。 下 面 我 们 
仅 作 简单 的 介绍 . 
定理 2 (Liouville 定理 )。 设 x(z) 是 整个 复 平 面 C 上 定义 
的 抽象 解析 溺 数 ,并 旦 jx(z) 首 在 C 上 有 界 . 那么 , x(z) 必 在 E 中 
恒 取 一 常 元 xo(Vit EC). 
证 ， 由 假设 可 知 ，Yfe E*, f[x(z)] 是 整个 复 平面 C 上 定义 
的 复 值 解析 了 郴 数 , 且 由 
Hx DT | :lxC)H, vie E*, 
还 可 得 知 [x(z)] 的“ 模 " 在 整个 复 平面 是 有 界 的 , 从 而 ,由 平常 值 
解析 函数 的 Liouville 定理 ,可 导出 , 必 有 一 复 常数 M (7) 使 得 
f[x(H1 = M(P, VIEE* (EC); 
这 样 , 如 果 固 定 一 数 me C, 并 令 xo = x(to), 那么 , 从 上 式 可 导出 
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十 可 一 za lt 8) — (a) | 0. 


VY:E LC, 但 有 有 : 
jx 1 M(x(t)), vie E*. 
因此 ,由 Hahn-Banach 定理 ,我 们 导出 x(z) = r+(1to0) 一 +。。 证 毕 . 

注 2.。 在 抽象 解析 函数 中 ,没有 与 复 值 解析 函数 一 样 的 “最 大 
模 定 理 ,而 只 有 下 面 较 弱 的 结果 : 

抽象 函数 的 最 大 模 定理 . 假设 x*() 在 基 一 复 平 面 区 域 G 内 解 
析 . 那么 , 只 要 jx(z) 在 G 内 不 恒 为 常数 , 则 ||xC2) 绝 不 可 能 在 
G 的 内 部 达到 最 大 值 ， 

其 证 明 请 读者 完成 . 下 面 ， 为 了 引进 抽象 函数 的 Cauchy 定 
理 和 Cauchy 公 云 等 相应 命题 ， 首 先 还 必须 给 出 关于 复 抽 象 函数 
积分 的 定义 : 

定义 2， 设 *(?) 是 定义 于 复 平面 区 域 G 上 的 抽象 函数 ,是 
G 中 的 可 度 长 曲线 , 做 分 法 多: 46, 4，…, 1,E 了 ， 这 里 ，%, 4， 
各 表示 T 的 端点 《如 果 芽 不 封闭 ; 而 当 了 封闭 时 ， 任 取 一 点 作为 
0 一 4,)， 而 0 4 -…，4 是 依次 排列 于 TT 的. 做 和 


人 一 


1 
Ss 一 >» x AE) ChE 一 1K) ， 


x=0 
叉 令 
| 0 9) >= Inax | 和 + 一 人 | 3 
0 二 不 


< 人 一 1 


那么 , 当 5 一 0 时 , 如果 Se 有 一 固定 极限 ( 仍 是 属于 互 中 的 元 ) 


lim So 一 | ra = ro. 


{P=0 
而 该 元 x。 称 为 抽象 函数 *(?) 在 上 的 积分 . 
定理 3。 区 域 G C C 上 的 强 连 续 抽 象 函 数 x(z), 在 G 内 任意 
的 可 度 长 曲线 "上 均 是 可 积 的 . 

证 。 这 是 简单 的 ,只 要 注意 到 了 是 复数 平面 上 的 一 闭 有 界 集 ， 
x( 必 在 T 上 一 致 连续 ， 完 全 类 似 于 $ 6.2 的 定理 6 的 方法 ,利用 
抽象 函数 取 值 的 空间 的 完备 性 , 则 可 推 得 . 证 毕 . 

“定理 4(Cauchy 定理 )。 设 x*(z( 抽 象 函 数 ) 在 封闭 的 可 度 长 
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Jordan 曲线 工 所 围 成 的 区 域 DCC 上 强 连 续 ， 且 在 区 域 了 D 内 是 解 
析 的 ,那么 ， 


| xD)ax 一 9 《E 中 的 霍 元 )， 
证 。 由 积分 的 定义 不 难看 出 ,对 每 个 je E*, 恒 有 
/ 噶 x(2) da | 一 | 1[x(1)1]a1. 
但 由 通常 数值 解析 函数 的 Cauchy 定理 , 便 可 导 得 
| 1[x(2)]d = 0, VH6 E*, 


也 即 
f (| xG)az) 一 0， Vie PE*, 
从 而 得 到 
| x(1)d1 = 0. 
证 毕 . 


定理 5 (Cauchy 公式 ). x(z),T, DD 同 定 理 4 所 设 , 那么 ， 
Vio€ D,“ 强 导数 “ xi (Cn 一 1,2,*…*) 均 存 在 , 且 有 


(n) 1 x(4) 一 。。。 
(£0) 7 一， | Ch tl dn (n 0,1, 2， ). 


证 . Vf6 E*, 由 假设 可 知 f[x(2)] 在 DD 内 是 任意 阶 可 导 的 ,从 
而 由 上 面 Dunford 定理 之 推理 可 知 x(z) 在 D 内 也 是 具有 任意 阶 
( 强 ) 导 数 的 , 且 有 

(fF{xC2) 1)™ = f[x'™ (zt)]， Vi€éED (7 一 ]， 2 - ) 。 
政 对 (数值 解析 函数 ) f[x(z)1 使 用 Cauchy 公式 可 得 到 
x C2) [x(2)] 1 = + 
GlzGOD" 一 型 J ci Md a0, 1,2,.0°). 
因而 ,对 于 每 个 自然 数 * 及 0 和 恒 有 
[x (20)] =— Clrx(#0) TD)™ 


Wee 
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全 后 ,再 由 Hahn-Banach 定理 便 可 推 得 
ea) 一 2 | ra? (n= 0,1,2,...)., 

证 毕 . 

与 数值 解析 闷 数 一 样 ,我 们 可 以 直接 得 到 下 面 推理 : 

推理 . 设 x(z) 是 区 域 CCC 上 的 抽象 解析 了 沙 数 , 义 设 T 是 G 
中 一 条 封闭 的 可 度 长 曲线 ， 且 TT 所 围 成 的 区 域 完全 含 于 G 内 和 当 
点 入 放 着 T( 正 向 ) 运转 一 局 时 , 幅 角 arg (4 一 4) 增加 2x (这 里 ， 
是 T 所 围 成 的 区 域内 的 一 点 ); 那么 ,x(o 在 的 任意 阶 “ 强 导 
数 均 存 在 , 且 有 


1) 
x i 0) -一 -一 nA | X10) pp Hi 上 一- 0 ] 2 和 和 站 
( Ft (2 _ £0) 二 1 ( 3 3 2 ) 


借助 于 上 面 抽 象 函 数 的 Cauchy 公式 ， 我 们 同样 可 以 得 到 关 
于 抽象 函数 的 Taylor 展开 式 和 Laurent 展开 式 . 

定理 6(Iaylor 展开 定理 )。 如 果 抽 象 函数 x(z) 在 圆 形 区 域 
S(toy 70) 一 {z||z — zl < 1,} CC 内 解析 ， 且 存 在 一 常数 M ， 使 
lx) < M ,Vie SC, 9， 那么 ,在 这 圆 中 ，Taylor 展开 式 成 立 ， 
好 有 


(2) 一 > 和 (zt 一 0)"( 强 )， VreS(Ctoyyro)， 


证 . VtE€ Ss, ro)， 有 |: _ to| 一 7 一 yo, 注意 到 Cauchy 公式 
(T 表示 为 S(to, r) 的 边界 所 围 成 的 贺 周 C(to， 7))， 可 得 


lo 一 | 本 人 二 2 


< 一 中: . M  . Jr = nM 
和 2x rr"t!l r” 
(Yn = 0,1, 2,.，.). 
由 上 式 对 一 切 ? < ?0 均 成 六 ， 因此 我 们 可 以 推 得 
lz < (va 一 0 1 2) 
由 此 可 知 ,数值 级 数 
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四 1 


2 


全 芋 人 0 


对 于 任意 的 点 1€ S(4o, yo) 均 是 收敛 的 ,而 由 xfGa) 的 取 值 空间 上 的 
完备 性 , 即 推 得 


> Ci) CG) 
迪 范 收敛 于 中 一 元 y() 即 恒 有 
y 人 一 DE Gi)" (RB), Vie Sas 0). 
因而 导 得 Vie E*, 均 有 : z / 
1[yC0)] = > 2 4 一 0)"| 


一 Y 上 一 (¢ £0)” . 


my QL GOD™ (4), 
VareES (zio， ro ) 。 


但 另 一 方面 ， 由 (数值 解析 函数 ) 1[x(2)] 的 Taylor 公式 〈 那 时 展 
开 的 条 件 是 满足 的 ), 我 们 又 有 / 


吧 


flx(#)] = 2 ULC (1—10)", ViE€ S(to, 70), 


对 二 从 


从 而 注意 到 前 面 所 得 的 关系 式 ,我 们 可 推 得 Yi S(4, ro) , 恒 有 
jy = flx(z)], VIEE™, 
最 后 ;由 Hahn-Banach 定理 便 可 导 得 
yt) = xt), ViE S(to, ro)， 
此 即 导出 
Xt) 到 S Se (fC 一 0)"( 强 ), ViE€ S(t0, ro)。 


一 0 
证 毕 ，。 
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定理 7 (Laurent 展开 )， 设 抽象 函数 *(z) 在 复 平 面 内 的 环 

形 区 域 D， 
0 二 1 一 | 二 7 过 00 

内 和 解析， 并 设 T 是 该 环形 区 域 中 环绕 内 圆 |t 一 wl = x 一周 的 封 

闭 可 度 长 曲线 . 那么 ,在 区 域 D 中 ，Laurent 展开 去 成 立 。 也 即 有 


十 性 


xz( 人 一 D> xslt 一 如 0"， ViED， 


大 一 一 喇 


其 中 ,元 


=- 二 | xD 1 (2 一 0, 土 1], 十 2，-….)。 
2xzrft JT (4 CO— 10)"+! 


证 . 首先 ,由 Cauchy 定理 , 如 果 通 常 复 变 函数 论 一 样 可 以 推 
知 ， 上 面 x; 的 值 对 于 任意 环绕 内 圆 | : 一 to| 一 7 一 周 的 封闭 可 度 
长 曲线 工 均 是 相同 的 . 因而 不 妨 设 工 为 圆周 C(t, >) (其 中 了 满 
足 7i 二 7? < 天 rz). 那么 ,注意 到 上 面 x; 的 定义 ,我们 则 有 


lz 放生 二 | E201 aa 


Xn 


2 JCt0r) |(4 一 如) 
1 M, AT ， 
< 77 “ yt “ 2x7 一 je ? (2) 


其 中 Mr = ax xC2). 
由 于 对 任意 的 点 te DD, 我们 有 下 两 结论 ; 
i。 级 数 》) z(t 一 各 "是 收 伍 的 ， 事 实 上 ,由 于 在 上 面 不 等 
式 (2) 中 ， 特 别 地 ， 取 那里 的 圆周 二 CC(a。) 的 半径 满足 
| 一 | 三 + 二 mm， 那么 由 数值 级 数 > |v,(x 一 区 中 借助 于 式 
(2) 所 确定 的 “ 优 级 数 ” 是 收敛 的 , 因而 可 知 它 自己 也 是 收敛 的 ,从 


而 ,由 空间 五 的 完备 性 推 得 
之 ， xa(t 一 t0)” 
是 强 收 钱 的 . 


:9 有 36 。 


ii。 级 数 二 xsaki 一 fb) 也 是 收敛 的 。 类 似 i 我 们 可 在 上 面 


1 一 一 5 


式 (2) 中 ， 取 ? 满足 ri 二 ?< |z tol， 那么 ， 由 数值 级 数 
之， lxsls — 10)") 


开 一 一 如 


有 “” 优 级 数 ” 
S M, J 


入 二 一 地 


而 后 者 即 是 等 比 级 数 > M7 ND 二 =， 且 由 公 比 1 一 


可 知 它 是 收敛 的 ， MT 类 亿 上 甸 ， i 可 得 本 结论 ， 


< 1， 


因而 ,综合 以 上 i, 主 的 结论 ,; 知 Vi ED, 级 数 >》 x 一)” 


入 二 


均 强 收敛 于 中 一 元 y()， 于 是 ,vie E*, 应 有 
/lz(D1 一 用 mG BHDG 0)", 


vi €D,., 
而 由 x 的 定义 可 知 , 这 里 有 
Kx) — 汪 | Hx J nm 0, +1, +2,...). 
(4 一 £0) "+t! 


但 另 一 方面 , 此 时 易 证 〈 数 值 复 函数 ) f[x(#)] 在 D 上 是 能 Laurent 

展开 的 , 且 展 开 式 与 上 面 关 系 式 的 右边 相 重 合 ,也 即 Yi ED 恒 有 
fly(2)] = x(t)], VieB™. 

因而 ;最 后 由 Hahn-Banach 定理 ,可 推 得 


tm 


xz) = y(t) 一 > xs(t 一 1) Vté€ED. 


证 毕 ， 
注 3.。 从 上 面 的 Laurent 展开 式 易 见 ,特别 地 有 
| (1)d1 一 2rix-,, 
这 里 ,x-i 是 x(z) 的 Laurent 展开 式 中 (4 一 0)! 项 的 “系数 ”. 
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习 题 
1. 试 证 明 本 节 注 2, 
2. 试 证 明 : 如 果 G 中 两 抽象 解析 隧 数 在 G 的 一 含有 极限 点 的 无 限 点 集 
上 相等 , 则 它们 必 在 整个 区 域 G 内 恒 等 . 
3， 试 证 明 ， 对 于 互 中 元 列 级 数 的 Cauchy-Hadamard 定理 , 设 有 E 中 “之 
级 数 ?” 
Dy rt — i) ({rn} CE), 


则 下 面 结论 成 立 : 
(iD 它 的 收 伊 半径 "一 1/lim jlzs 中 个 《 即 当 |: 一 | < 7 时 , 该 级 数 按 范 


《绝对 收敛 ) 收 依 , 而 当 外 一 和 ij > 了 时 级 数 发 散 ); 
(ii) 级 数 在 贺 |: 一 | < + 内 是 一 个 抽象 解析 顺 数 ; 
(iii) 级 数 在 圆 5%(zs 7) 内 的 任何 闭 圆 5(4,, 7) 均 是 "一致 收敛 的; 
4. 设 x 人 一 zx 十 巧 ) 在 条 形 区域 U:&。 委 二 和 5 一 co<< 了 < 十 oo 
四 解析 且 有 界 , 那 么 ,如 存在 数 邓 , 使 得 
人 《so 十 in) SM 
jz + EM (一 co<73 了 < + oo)， 
刘 有 
- ix(Di EM (EV)., 
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第 七 章 ”Banach 代数 简介 


在 1935 年 以 前 ，Banach 代数 还 并 不 为 人 们 所 注意 ,然而 ,在 
本 世纪 三 十 年 代 末 期 , 由 于 M. H. Stone 及 H. M. Tenpqazn 的 
突出 的 工作 ,这 一 近世 代数 与 Banach 空间 的 一 般 理 论 相 结合 的 新 
方向 才 显 示 出 其 无 限 的 生命 力 , 并 被 誉 为 " 泛 遂 分 析 中 的 一 个 最 大 
的 成 就 ”. 

Banach 代数 是 前 已 是 泛 范 分析 领域 中 最 活跃 的 分 支 之 一 ， 吸 
引 着 世界 各 国 的 许多 数学 工作 者 。 它 的 内 容 十 分 丰富 .在 它 的 研 
究 中 ,许多 古典 分 析 的 深刻 结果 得 到 更 透彻 的 理解 ,使 它们 的 本 性 
显示 了 出 来 ， 特别 在 算 子 谱 论 和 抽象 调和 分 析 的 研究 中 ，Bnanch 
代数 理论 更 起 着 突出 的 作用 . 


$ 7.1. Banach 代数 的 定义 及 例 


在 介绍 Bnanch 代数 的 定义 之 前 ， 我 们 先 给 出 在 抽象 代数 学 
中 的 两 个 重要 的 概念 , 即 环 和 代数 的 概念 ， 

定义 1。 集 5 称 为 环 ， 是 指 在 其 中 定义 了 两 个 运算 ,“ 加 法 ” 
和 -乘法 ” ,使 对 可 法 运算 其 构成 一 交换 群 , 而 对 乘法 运算 其 构成 一 
半 群 , 且 满 足 两 种 运算 的 分 配 律 ， 

定义 2。 S 称 为 域 人 上 的 代数 ， 是 指 5 是 域 太 上 的 线性 空 
闻 ,并 且 是 环 ; 此 外 ,(aex)y 一 x(ey) 一 axzy) vac 开 :xy = 5. 

由 以 上 两 个 定义 , 当 考 察 $2.2 中 引出 的 从 Bnanch 空间 E 到 
Banach 空间 E, = 二 E 中 的 一 切 有 界线 性 算 子 的 全 体 构成 的 Banach 
空间 C(E) 一 BE 一 王 ) 时 , 如果 VT,，T3€ CE(E), 我 们 定义 其 
乘法 T,* 1,; 
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CT Tx) = TI(T(x)), VxEE, 
则 容易 验证 , ECE) 构成 复数 域 C 上 的 代数 ， 并 且 它 还 满足 
TT 
从 而 由 
TT — ToToll < TT — TToll + TT — ToTol 
< TI :HT oe Tel + lIT ~ Toll » roll, 
可 以 推出 映 象 (T,T) 刻 >T* TT' 是 由 乘积 空间 E(E) X CE(E) 到 | 
空间 E(E) 中 的 连续 映 象 ， 特别 地 ,在 空间 EC(E) 中 对 于 左 乘 ” 


和 “ 右 乘 ” 均 是 连续 的 , 即 有 
lm TTo— ToT 和 lim ToT 一 ToT. 


T'~>T, 

上 面 对 于 Banach 空间 互 上 的 一 切 有 界线 性 算 子 的 全 体 ©(E) 
的 孝 察 ,提供 了 一 类 新 的 数 域 & 上 的 代数 模型 , 即 Banach 代数 的 
结构 . 

定义 3 集 U 称 为 数 域 到 上 的 Banach 代数 ( 简 记 为 (8)- 
代数 ), 是 指 它 满足 : (i) UU 是 太 上 的 Banach 空间 ; (ii) 在 站 中 定 
义 了 乘法 : (x, y) 站 > zy， 使 其 按 这 种 乘法 构成 域 太 上 的 代数 ，; 
(ii) 对 于 左 乘 和 右 乘 均 是 连续 的 , 即 有 

| 一直 一 0 之 jzoy 一 2 一 0 (一 co)， 
jy 一 中 一 0 之 由 zy 一 z| 一 0 (rz— 00). 

下 面 给 出 几 个 常用 的 Banach 代数 的 例子 : 

例 1. 在 Banach 空间 E 上 定义 且 取 值 在 其 内 的 一 切 有 界线 
性 算 子 的 全 体 E(E) 是 一 个 3) 代数 (特别 , 当 互 是 Hilbert 空间 
时 ，C(E) 常 称 为 运算 子 代 数 ， 而 当 互 是 有 穷 维 欧 氏 空间 时 , 则 
E(E) 即 为 方 阵 代数 ). 

例 2。 复数 域 C 本 身 是 域 C 上 的 (8)- 代 数 , 其 中 运算 就 是 
平常 的 加 法 和 乘法 ,而 元 的 汇 数 就 是 复数 的 模 . 

例 3。 在 Banach 空间 C(8) 中 ,引信 乘法 (xz …y)(2) 一 x(#)y(z) 
(Yt: E90), 那么 , C(98) 构成 一 个 (8B)- 代 数 , 并 且 它 满足 乘法 不 
等 式 , 即 

lxyl jz lyll, Vx,y € Cc(9)., 
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注 1.。 当 例 3 中 8 是 有 穷 集 时 , 如 果 设 其 中 点 为 {1, 2，……， 
Ry}, 则 C(O) 即 为 4 维 复数 空间 C”, 这 时 ,由 原 范 数 定义 可 知 ， 
Vx 一 (ss <。)， 有 | zj， Sup | 
上 全 了 的 天 
但 是 ,如果 令 


jz 一 Sst 
则 有 
zl < ll < va lall. 

从 而 知 |z| 与 上 xjj, 两 个 范 数 是 “拓扑 等 价 ” 的 〈 即 决定 同样 的 收 
纹 )， 因 此 , 当 把 空间 C? 改 赋 以 范 数 上 xj 时 (此 即 通常 以 “向 量 长 
度 定义 为 范 数 的 维 复 欧 氏 空 间 ), 它 仍 是 (8B)- 代 数 

注 2. 当 例 3 中 9 一 (0， 1, 二 ，…， 十,… ) 时 即 得 到 空 
则 (ec) 是 (8B)- 代 数 ， 那里 x 一 《so， Si， “Ens … ) € (c)， 有 
lim s。 一 so, 且 其 内 元 间 乘 法 定义 为 按 坐标 相 乘 

例 4. 设 4 表示 在 复 平 面 内 单位 圆 | 专 1 上 连续 并 在 |t| 二 1 
内 解析 的 复 变 函数 x(z) 的 全 体 , 范 数 定义 为 

lel = max [C1 
jil 

加 法 , 数 乘 , 乘法 运算 如 常 ， 那 么 ,容易 证 明 4 构 成 一 个 满足 乘法 
不 等 式 的 (8B)- 代 数 . 

例 5(Wiener 环 )， 设 WW 是 实 轴 (一 co, 十 co ) 上 实 变数 复 值 


的 绝对 收 伍 三 角 级 数 x(z) 一 > ，aoei 的 全 体 , 按 普通 定义 加 法 


到 二 一 咏 


和 数 乘 , 范 数 定义 为 
ll ~ 3 5.1 
而 “乘法 "定义 为 对 任意 
x(f) 一 > Sec “1 
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y(z) 一 2 nn” 
(x#y) 2) = s(t) = > tre” 


(其 中 , 避 一 了) -tnt)， 那 么 ，wW 构成 一 个 满足 乘法 不 等 式 
: 之 


的 《3 ) 一 代数 

验 。 W 构成 一 个 Banach 空间 ,并 且 是 域 C 上 的 代数 均 是 容 
多 验证 的 。 下面 仅 说 明 它 是 满足 乘法 不 等 式 的 . 

如 上 所 设 x, y EW ,那么 ， 


Ger)l 一 这 1 | 


三 一 


一 演 一 


Se 
- Dlsl: lwl = lal Iyl. 


i 


验 毕 . 


例 5'， 设 LZ) 表 示 一 切 满足 > | 有 | 过 十 00 的 数列 x 一 


(#2) (n= 0, +1, +t2,.….) 的 全 体 ， 按 普通 意义 下 定义 加 法 与 数 
采 按 “ 结 式 "定义 条 法 妈 
(84) * (1s) — (Ls) 


(其 中 ， bs 一 > -TI 1,2,- “…) 那 2 3 当 把 此 处 的 每 个 
元 x 二 (&,) 与 例 5 中 的 相应 元 x(1) 一 p33 5se'"! 等 同时 ， 则 容 


易 看 出 L!( 和 ) 亦 构成 一 个 满足 乘法 不 等 式 的 (8)- 代 数 ， 
例 6. 对 于 〈 一 %，%) 上 的 复 值 绝 对 可 积 函数 所 组 成 的 
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Banach 空间 LL 一 00, 00), 这 里 范 数 定义 为 
z= | Ila CreL(—o0, 0%0)). 
当 定义 其 间 的 乘法 为 
CG) = | x — yar 


时 , 则 其 构成 一 个 满足 乘法 不 等 式 的 (3)- 代 数 . 

验 . 下面 仅 验证 ， 上 述 定义 的 乘法 是 封闭 的 并 且 满 足 乘法 不 
等 去 和 乘法 的 结合 和 

i. 乘法 的 封闭 性 。 此 需 证 明 , 如 果 任 给 *, 》6E 工 ， 则 **y 有 定 
义 , 且 仍 属于 空间 己 。 由 假设 可 知 x(2，yz) 均 为 可 测 终 数 ， 且 
X(t 一 5),x(t 一 T)y(z) 亦 为 二 元 可 测 函 数 ， 由 Fubini 定理 的 推 
理 , 可 知 只 要 下 面 三 个 积分 中 有 一 个 有 穷 , 则 有 


| | lz 一 7Y) .yzr)| zzdr 
|. 4 | zc — 5)*y(r)lar 


- [by [ar | ”lz 一 14 (1) 


成 立 。 但 由 于 Lebesgue 测度 对 于 直线 上 的 平移 1 一 1 一 rt 是 不 变 
的 , 故 知 


[ylar | Ix 一 7)| 4z 


-| ya) 
所 以 从 (1) 式 推 得 
(| Gy Nar < to0, 
即 导出 , 殖 遍 一 切 的 !e ( 一 co 。co), 函数 
Gp) OD 一 | xz 一 DyG)ar 


是 存在 的 , 夫 为 上 的 可 测 函 数 , 而 且 它 还 是 绝对 可 积 的 。 此 即 推 得 
xX*y € L'(—o00, 00)., 


[xG)ia =+%. 


oo 
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i 乘法 不 等 式 ， 事 实 上 , 由 定义 上面 (i) 后 面 的 关系 式 ,我 
们 工 即 导出 


| xx*y 一 | | x*(t—r)y(t)arla 
< 1yCrt) | de | Ix — rt)!lad 


= | zl | yee- yl 


和 证。 乘法 满足 结合 律 ， 事 实 上 ,由 Fubini 定理 及 变数 替换 ,我 
们 便 可 推 得 


X*Cy*kos) — | x( — rT)ar | y(t — 0)z(0)do 
一 | z(o)do | xzC — oy(r 一 5)dz 
— | zo)do | ”zc — og— ryr)ar 


z = (x*y)*g, 
验 毕 . 

全 7。 设 也, 是 定义 在 [0, 1] 上 的 一 切 有 连续 ”= 阶 导 函数 的 
复数 值 水 数 x 一 x(z)(0 志 z < 1) 的 全 体 。 加 法 、 数 乘 和 乘法 运 
算 定义 如 常 。 且 范 数 定义 为 

» max |x‘*t(z)| 
= OO， 
那么 D, 构成 一 满足 乘法 不 等 式 的 (B)- 代 数 ， 

验 。 首先, 容易 验证 上 面 |z| 满足 范 数 的 定义 ,并 且 由 数学 分 
析 中 所 知 的 关于 函数 列 在 一 致 收 伍 的 条 件 下 逐 项 微分 的 定理 ， 可 
以 证 明 D， 构成 一 个 Banach 空间 .。 而 在 如 常 定义 的 乘 夺 运算 下 
也 容易 证 明 D， 力 是 复数 域 C 上 的 代数 ， 下 面 仅 证 明 其 对 乖 法 满 
是 乘法 不 等 式 ， 为 方便 起 见 , 我 们 设 


ol = max [x 一 (AI 
ax, | 《| ， Bx ,ma |y (2)| 


(k= 0, 1，2，.….)。 
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则 由 关于 乘积 函数 的 导数 的 Leibniz 公式 , 可 得 
友 
(zy 一 >) chx OF yo， 


从 而 有 | 
, 
二 立 ,ax 一 
< 如 
< PE bl 
验 毕 . 


例 8. 设 了 ep 全 1) 是 [0,1] 上 一 切 绝对 连续 ,有 昌 具 有 ?次 
舌 可 积 的 导 冰 数 的 函数 *( 的 人 全体， 加 法 、 数 乘 和 冬 法 的 运算 如 
常 ,而 范 数 定义 为 


| zl| = max |x(2)| 十 (| CDlea) 。 


那么 , V% 构成 一 满足 乘法 不 等 式 的 (3)- 代 数 。 
验 . 首先, 上 面 | zl 构成 范 数 是 容易 验证 的 , 这 里 , 仅 需 注意 
到 在 验证 范 数 的 “三 角 不 等 式 ” 时 ,要 利用 Minkowski 不 等 式 . 
其 次 , 可 验证 7? 在 上 面 的 范 数 定义 下 构成 一 Banach 空间 。 
下 面 ,我 们 仅 证 明 7* 的 完备 性 。 设 元 列 {x,} CV%, 满足 


| — xnll—>0 (2, m—> 0%), 
那么 , (i) 由 于 x,(z) 在 [0, 1] 上 一 致 收敛 , 故 存在 极限 函数 x(z)， 
又 因为 x,(z) 在 [0,1] 中 绝对 连续 ， 故 x(z) 也 必 和 连续 ，(ii) 由 
于 xs(z) 在 [0, 1] 中 是 一 个 “pp 窜 平 均 收 人 证” 列 ,因而 由 空间 Lz 的 
完备 性 ,可 知 必 存在 一 个 绢 守 可 积 的 函数 y(z) ,使 得 
jz 一 7 一 0 (> 一 oo) 


( 在 这 里 及 下 面 的 式 子 中 ,我 们 均 用 zs 表示 * 在 空间 L? 的 范 数 
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1 
六 


| |z(D |?4z| ) 但 又 由 于 zz) 是 绝对 连续 的 , 故 应 有 
rc — | xie)ar + (0)， 
从 而 有 


nal) 一 mm(0) 一 | yar 


| rn(T) dar 一 | y(tT) dr 


0 


< 0) = yO < lz 一 ?GDlar 
< [0 -0 ee) 
一 jz 一 省 一 0 (n> 00) 
(上 面 , 数 g 满足 十 十 二 一 1， 且 使 用 了 Halder 不 等 式 ) 因而 
{yar = im Lx — #0)] ~ #7) — x#(0). 


由 于 不 定 积 分 | yr)ar 的 导 函 数 是 殉 遍 等 于 (2) 的 , 所 以 有 
y(2) my Lx) 一 xz(0)] = x (0). 
由 此 ,我 们 便 可 推 得 


vp 


jx 一 划一 max, |xaC2) 一 x(#)| 十 | 一 2 (z) | 


w= 


max za(D) — z+ [| #0 一 > 


max |xs(t) — x | + lxs OO— ylls—0 
0 志 1 志 1 


(n 一 co ) 
从 而 证 得 空间 FS 的 完备 人 性 . 
最 后 , 为 要 说 明 Fe 构成 (了 )- 代 数 , 这 里 我 们 仅 说 明 上 面 乘 
法 定义 的 封闭 性 〈 由 普通 函数 乘法 的 定义 可 知 结合 律 是 显然 成 也 
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的 ) 以 及 乘法 不 等 式 成 立 , 因 为 其 他 性 质 均 是 容易 验证 的 .这 里 ， 
乘法 确实 是 在 全 空间 V*? 中 有 定义 的 . 因为 如 果 *，? 都 是 绝对 
连续 , 则 它们 在 10,1] 上 的 乘积 亦 是 绝对 连续 的 , 且 还 有 


{| (xy) (2) a} 本 人 za) 十 x(Czy (CO a} 


< ,max， |y(2) | 1 Da 
+ max |xQ)| 上 ya 
二 十 co 


从 而 即 知 x,，y Fe 此 外 ,由 上 式 也 容易 推 得 
Ix: yi 生 max|x(#)| + max|y(z)| + max|x(z)| “| 
+ max{yCa)! » xl < xl yl. 
验 毕 . 
注 3. 并 不 是 所 有 的 Banach 代数 均 是 满足 乘法 不 等 式 的 ( 参 
看 下 面 习题 1 )， 


习 题 
1。 试 证 明 : 在 $1.2 习题 5 中 引出 的 在 [0, 1] 上 及 阶 连续 导 函 数 的 
基数 x(z) 的 全 体 C'*[0, 1]， 在 加 法 、 数 乘 和 乘法 如 通常 定义 , 且 范 数 定义 为 
lxl| = > max | xz) | 


时 ,构成 一 个 (8)- 代 数 , 但 是 它 不 满足 乘法 不 等 式 . 

2。 设 Ps” 表示 定义 于 闭 直 线 [一 co， + co] 上 的 - 切 具有 靖 阶 绝对 可 
积 且 连 续 的 导 函 数 的 绝对 可 积 的 函数 全 体 ， 运 算 如 常 定 义 ， 范 数 定义 如 下 
VYx(2) € DPC， 


[zx|| = 区 二 — _max 1x‘®(2)| + > 十 | ze(olae 


试 证 明 De 构成 一 入 和 并 的 《8B)- 代 数 。 
3。 设 V% 是 定义 于 闭 直 线 [一 ee ，co] 上 的 一 切 转变 右 连 续 ， 且 
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.. 1z = VarRe xfi) + Varil, Xx{!), 
乘法 定义 为 

(zezrz) (zt) 一 | xi(t 一 T)dxa(r) 《其 中 积分 是 R-S 积分 )， 
试 证 明 只 构成 一 满足 乘法 不 等 式 的 (8)~ 代 数 . 


$7.2. Banach 代数 的 同 构 


本 节 ， 我 们 要 给 出 关于 数 域 上 的 任何 Banach 代数 , 与 具 
有 范 数 为 1 的 “ 主 单位 元 ”的 Banach 代数 以 及 满足 乘法 不 等 式 的 
Banach 代数 之 间 的 密切 关系 。 为 此 ,我 们 先 给 出 下 面 关于 主 单 位 
元 的 定义 : 

定义 1，Banach 代数 中 的 元 。 称 为 主 单位 元 ， 是 指 对 于 该 代 
数 中 的 任意 元 x, 均 有 xe 一 ex 一 x. 

例 .。 ECE) 中 的 主 单位 元 就 是 不 变 算 子 C. 实数 域 尽 中 的 主 
单位 元 就 是 数 1 。C(0)，4,W,D,,，V? 中 的 主 单位 元 就 是 那里 
恒 等 于 1 的 函数 . : 

我 们 必须 注意 ,并 非 一 切 Banach 代数 都 有 主 单位 元 ,下 面 就 
是 一 个 相反 的 例子 : 

反例 . (8B)- 代 数 上 (一 00，o00) 中 无 主 单位 元 ， 

验 . 反之 ,如 果 设 L'( 一 oO，%0) 中 有 主 单位 元 e, 那 么 , Vx € 
ZK 一 co ,00), 均 有 


x(t) = (ex*x)(1) 一 | ec 一 7Y)x(r)dzr. 


特别 地 ;对 任意 有 界 的 |x(z)| 过 8 的 元 zeLL 一 co, co), 有 
[xCz + 6) — zxC)| = [Cexx)(z + 6) — Ce#x)Ce)| 


= i el(1++6— Tx(T)ar 一 | e(z 一 cxCr)ar | 
< | ec 十 6 一 7z) 一 et 一 7) [xCr) lar 
<p8| eG 十 6 一 7z) 一 ec 一 7)jdr， 
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但 出 变量 替换 以 及 利用 到 空间 L'( 一 0 ,00) 中 的 元 x(Co 关于 平 
移 :一 上 十 9 的 连续 性 [参看 $ 1.3 习题 6 ], 以 上 便 寻 出 


[x + 8) — x SPB) el t+ 3) — eda 


= ple +6) edN— 0 G—0. 

此 即 在 空间 L( 一 0 ,，%) 中 , 任意 的 有 界 际 数 均 是 连续 浮 数 . 蓝 
盾 .《 亦 可 由 上 面 第 一 式 , 特 别 取 xC) 一 Xtwwn(t) 导出 与 绝对 连续 
性 矛盾 .) 验 毕 . 

定义 2， 数 域 上 的 (8)- 代 数 44 中 的 子 集 65 称 为 4 的 
Banach 子 代数 ,是 指 SG 按 了 中 的 运算 与 范 数 亦 成 为 一 083)- 代 数 . 

定义 3。 数 域 六 上 的 两 (8B)- 代 数 4 与 2 称 为 同 构 的 ,是 指 
它们 作为 Banach 人 全 从 的 天 § 1.5)， 而 且 还 保存 乘法 (如 


有 “等 价 映 象 ”pg, 使 当 x， < > x, 六 < 一 > y3 时 , 便 有 


2 . 
KY! < XY23 
Vx, yi1 EW, rs y2 € 4,). 

例 ， 设 域 扩 上 的 (8)- 代 数 4 具 有 主 单位 元 c, 且 | el 一 1， 
那么 数 域 KK 必 同 构 于 菇 的 (8)- 子 代数 {aelaeKK}.， 

下 面 给 出 两 个 有 用 的 定理 ， 借 助 于 它 ， 我 们 将 可 以 把 任意 的 
(B)- 代 数 与 具有 主 单位 元 ce, 又 有 jel| = 1 而 且 还 满足 乘法 不 等 
式 的 (8B)- 代 数 之 间 的 关系 找 出 来 . 

定理 1， 数 域 天 上 的 任何 〈《B)- 代 数 必 同 构 于 一 个 具有 主 单 
位 元 c, 且 el = 工 的 43)- 代 数 的 某 一 (B)- 子 代数 ， 

证 ， 设 已 给 《3B)- 代 数 4 我们 任 取 一 个 元 拓 关 14， 做 一 新 的 

人 
全 全 由 一 {z 四 colxeE 4€EK}, 
对 于 中 的 元 定义 运算 和 范 数 为 
(xz 四 ce) 十 (人 7 四 pe = (rt D+ pe 
xx 四 1c0) 一 ax 四 (ax1)e0 
(xz 四 ce) (7y 四 pc 一 (xy 十 7 十 Apxz)G(CD)co; 
lz 四 2e 中 一 | 十 1 Vryeceui 1,a EK. 
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由 于 了 牙 zy 4 X 帮 , 故 由 空间 !1 的 完备 性 ( 因 飞 是 (B)- 代 数 ) 及 
数 域 & 的 完备 性 ,从 而 知 世 亦 为 《3)- 空 间 . 且 由 乘法 定义 , 知 下 
亦 是 对 “ 左 采 ”和 “ 右 冬 ” 连 续 的 ,从 而 容易 验证 其 亦 是 一 个 (B)- 
代数 . 而 当 设 元 。 = 6 田 er EW 时 , 从 上 面 的 蒋 法 定义 易 见 。 力 
是 4 的 主 单位 元 , 且 其 范 数 
llell 一 lle@Ber = 19 + (1 = 1. 
并 且 , 显 然 易 见 (8B)- 代 数 4 同 构 于 六 的 (B)- 子 代数 
{+++ relx EU,4 = 0}. 

证 毕 ， 

注 1， 从 上 面 定 义 1 后 面 的 反例 中 我 们 已 知 上 一 co ，oco) 一 
忆 4 是 无 主 单位 元 的 ,而 当 依 上 面 定 理 “ 诛 加 ”了 主音 位 元 后 ,这 时 所 
构成 的 〈《B)- 代 数 闷 , 常 记 为 7 

定理 2。 任何 具有 主 单位 元 的 (8B8)- 代 数 4， 必 可 经 过 改 赋 另 
一 “拓扑 等 价 ”的 范 数 后 , 同 构 于 (了 3)- 代 数 E04) 的 某 一 个 (8)- 
村 代数 . 

证 ， 下 面 我 们 分 五 步 证 明 : 

1) 令 A:(y) 一 zx 7 Vyéu. 
由 于 4 是 (8B)- 代 数 , 故 知 上 式 后 面 乘法 是 有 定义 的 , 并且 作用 后 
的 元 仍 属 于 空间 4， 另外 由 其 对 “ 右 乘 ” 是 连续 的 , 改 知 A, 是 从 瑟 
上 到 EE 内 的 连续 算 子 。 而 再 由 定义 显然 知 它 是 分 配 的 , 从 而 即 知 
A: E ED., 

2) 令 S= {A.|x eu}. 
当然 各 万 EC 内 的 子 集 ,对 于 空间 女 , 改 赋 其 中 元 的 范 ||x| 为 

xl = |All, Vx ea. 

为 区 别 起 见 , 记 这 时 所 成 的 赋 范 线性 空间 为 四， 现 做 上 映 象 p, 使 得 


FA Vr EMU, 
那么 ,9 必 满 足 
i. 9 是 入 到 6 上 的 一 对 一 的 保 范 映 象 ， 事实 上 ， 由 上 面 假 
设 , 余 下 仅 证 有 表 针 的 一 对 一 的 性 质 即 可 。 但 这 是 显然 的 ,因为 如 果 
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x 一 y, 那么 , 当 设 *F> A,， ,> A, 时 , 则 有 
(A — A,)(z) = A(z) — A,(z) 一 xg 一 了 72 
= (x—y).:z=0, Vzé€ElU. 
此 即 得 到 A: 一 Ay， 面 当 * 关 时 ,由 于 As(e) 关 A,(e), 故 知 
A: < A,. 
i. Pp 是 线性 的 .这 是 明显 的 ,因为 我 们 有 
Aortpyl2) 一 (at By) yy 一 wxzz 十 By zx 
一 Ar(z) 十 BA(s) = (aA: + pA,)(z), 
Vz EU, a, PEK. 
二， 9 是 保存 乘法 的 . 这 同 祥 是 明显 的 ,因为 我 们 有 
Ax(z) 一 (xzy) -zs 一 zx (yz) = Aly: 2) 
— A.(Ay(z2)) = (A.A,)(z), Vz €1. 
综合 上 面 i, ii, 十 可 知 ，P 是 由 空间 丸 到 5S 上 的 保 范 的 代数 
辣 构 映 象 ， 也 即 贱 范 线性 空间 也 与 6 是 等 价 的 ， 并且 还 保存 乘 
法 . 
3) S 是 EUD) 的 一 个 (8B)- 子 代数 .由 上 面 2) 我 们 可 知 ,S 是 
个 代数 ， 而 又 由 EQD 乃 是 一 个 (B) -代数 ,因而 , 只 要 证 明 6 是 
E(U) 中 的 一 个 财 集 就 证 得 了 。 下面 我 们 分 两 步 证 明 : 
i SS=6 = {AlAEEQD', A(yz) = A(y): z}. 首先 , 设 任 
意 A: € 5, 由 定义 可 得 
Ar(y2) 一 xyz) 一 (zty) * z= Aly) :2, 
vy, z EU, 
也 即 有 A: ES'. 另 一 方面 , 对 任意 AE 5S', 由 于 有 有 主 单位 元 。， 
故 知 恒 有 
A(x) = A(ex) = A(e) x= Ayrx), Vx EU. 
BI A = A €S. 
ii. S' 是 E(4) 中 的 闭 集 ， 事实 上 ， 如 果 设 {A,}C 6’ 一 G， 
A EE(U), 有 As 一 Aln 一 00), 则 由 S' 的 定义 ; 及 4 是 (8)- 代 
数 : 故 对 左 乘 是 连续 的 ;从 而 推 得 
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A(yz) = lim A, (yz) 一 limA,(y) zz 一 AG) 2, 


也 即 推 得 A € 5.. 

4) 空间 4 在 改 几 的 范 数 jixjl, 下 乃 是 一 与 同 构 的 (8)- 代 
数 ， 这 是 明显 的 ,因为 由 上 面 ?) 已 经 知道 ,这 时 4 在 范 xj 下 所 
成 的 赋 范 线性 空间 刀 是 与 6 等 价 的 , 且 保 存 乘法 。 从 而 由 3) 指 
出 6 是 (8)- 代 数 就 可 推出 忒 亦 是 (3B)- 代 数 ， 故 由 定义 即 知 蕊 
与 6 是 Banach 代数 同 构 . 

5) 空间 妇 中 的 范 数 jx 和 jlxjl, 是 把 扑 等 价 的 . 

首先 ,由 定义 可 知 

ls — A 一 sup AsO 一 sup lyl 
> x- lal. 
el le 
也 即 有 
lx jell: lxll, Cx EW). 

但 由 定理 的 假设 及 上 面 4), 可 知 4 在 范 jz|| 和 范 Ix 山下 都 构成 
(8B )- 人 代数， 从 而 均 是 Banach 空间 ， 因 而 直接 由 $ 5.2 中 的 推理 4 
可 完成 本 结论 。 证 毕 . 

推理 1。 任何 具有 主 单 位 元 。 的 (8B)- 代 数 可 以 改 赋 以 拓扑 
等 价 的 范 数 ||zl,, 使 得 在 该 范 数 下 , 满足 乘法 不 等 式 , 且 主 单位 元 
e 的 范 数 为 工 . 

证 。 由 在 定理 2 中 的 证 明 , 可 知 只 要 令 lxj, == lA, 中, 则 有 


jzy 一 和 AsA 委 和 As 1A 让 一 本 > 人 oh 
以 及 
el = lA = Sop AD = sup le 四 一 sop lyl = 1. 
证 毕 . 


推理 2. 对 于 任意 的 (B)- 人 代数, (x, y)F>xy 力 是 Ux 
到 4 中 的 连续 映 象 ， 

证 .借助 于 上 面 定 理 1 可 以 在 中 添加 主 单位 元 , 使 之 成 为 
CB )- 代 数 WL', 然后 由 上 面 推理 1 ,可 把 WW 中 的 范 数 与 满足 乘法 不 
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等 式 的 (8)- 代 数 ECGU) 中 的 范 数 拓扑 等 价 ， 从 而 ,由 于 在 后 面 范 
数 下 , (x,y) F_> zy 是 二 元 连续 的 映 象 , 故 可 推 得 在 it 的 原来 范 
数 下 亦 是 如 此 ;特别 地 对 于 由 内 的 (8B)- 子 代数 ! 亦 对 ,证 毕 . 


习 题 
1. 把 $7.1 习题 1 的 (8)- 代 数 C2[051] 改 赋 一 新 的 拓扑 等 价 的 范 数 ， 
使 在 该 新 的 范 数 下 ,代数 满足 乘法 不 等 式 ， z 
2. 试 证 明 ; 任 一 (8)- 代 数 必 拓 扑 等 价 ， 且 代数 地 同 构 (与 范 数 无关 ) 于 
一 个 满足 乘法 不 等 式 , 具 有 范 数 为 1 的 主 单位 元 的 (8)- 代 数 的 (8)- 子 代数 . 
3. 由 芯 的 完备 性 直接 证 明定 理 2 中 的 集合 = {4x|x€ 4} 是 ECU) 的 闭 


$7.3， 正则 元 、 幻 . 极 大 幻 与 根基 


基于 $ 7.2 的 两 个 推理 , 在 本 节 以 及 以 后 各 节 的 讨论 中 , 如 无 
特别 的 声明 ， 我 们 均 把 所 考虑 的 _Banach 代数 4 看 作 含 有 范 数 为 
1 的 主 单位 元 。, 且 范 数 是 满足 乘法 不 等 式 的 . 


(—) 
定义 1. (8B)- 代 数 虹 中 的 元 y 称 为 元 x 的 右 逆 ,或 称 * 为 y 
的 堪 逆 , 是 指 xy 一 <。 如 果 y 即 是 * 的 右 逆 又 是 * 的 左 逆 , 则 称 为 


* 的 逆 , 记 为 *-!， 对 于 任意 元 x EU， 如 果 * 在 4 中 有 逆 , 则 称 x* 
是 也 的 正则 元 ,否则 称 为 并 的 特异 元 . 

注 1. 与 代数 学 中 所 熟知 的 那样 , 当 (B)- 代 数 4 中 的 一 元 x 
在 贡 内 既 有 左 逆 又 有 右 逆 时 , 则 x 有 逆 x-!; 当 元 x 有 逆 时 , 则 北 
元 必 是 唯一 的 ; 当 * 有 逆 x-! 时 , 则 x7! 也 有 逆 为 x; 当 妇 中 元 x 和 
y 均 有 逆 存 在 时 , 则 * .， 也 有 逆 存 在 * 并 且 有 

(zy 一 》 

注 2， 一 般 说 来 , 当 〈B)- 代 数 世 中 的 一 元 x* 在 4 内 有 左 ( 右 ) 
逆 时 未 必 有 右 ( 左 ) 逆 . 

下 面 我 们 举 几 个 关于 逆 元 的 例子 : 
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例 1. 如 果 妇 二 C, 则 其 内 所 有 非 零 的 元 均 有 逆 . 
例 2. 为 了 TEE(E)(E 为 Banach 空间 ) 在 (8)- 代 数 E(E) 
内 有 逆 , 必须 且 只 须 工 的 值 域 WW(T) = EE, 并且 存在 一 正 数 a, 使 
得 T(x) 川 宇 allxl, Vx €E E. (参看 $52.1 定理 2 后 的 推理 2 ). 
例 3. 在 Banach 空间 (人 (pp 实 1 中, 设 其 上 的 有 界线 性 算 
子 T，UA(k 一 1, 2，.……) 定义 为 
T(es) 一 co+13 


和 1? 当 # 一 1 时 = a = » 
De) ={ 全 wl) 
其 中 ,约定 co = 0,e, (2?) 中 的 基底 Cn 一 (0 


(一 1,2,.…). 那么 , Uk(CR 一 1 2,.…) 都 是 T 的 左 逆 , 但 T 
无 右 逆 , 因 而 不 存在 逆 ， 
验 . 首先 ,由 上 面 算 子 的 定义 不 难得 到 
(CT)(z) = UAIT(z)] = x, Vxr€ (7?). 
故 知 UA 一 1, 2、……*) 均 为 的 左 逆 ， 其 次 ,注意 到 上 面 的 注 1， 
我 们 可 知 ， 如 果 工 还 有 右 逆 存 在 的 话 ， 则 右 逆 必 等 于 左 逆 《等 于 
逆 ), 即 亦 为 UAC% 一 1, 2,…)， 然而 由 
《TI Ui) (ee) = TIUi(e)] 
加 三 有 一 | 
ex» 上 太志!1 
可 知 这 是 不 可 能 的 ， 验 毕 . 
下 面 我 们 给 出 关于 正则 元 的 两 个 定理 : 
定理 1， 设 1 是 (3)- 代 数 .那么 ,对 于 任意 元 x el 只 要 它 满 
足 上 x 一 中 一 1， 则 它 就 必 在 闷 中 存在 逆 元 *-:， 并 且 


xx 一 一 ce 十 2 Ce 一 xz)4 
R=1 


和 证。 首先 ,由 于 假设 ‖ 一 += llx 一 el < 1, 故 申 冬 贡 不 等 
去, 便 可 推出 
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(k= 1, 2， ...) 


ei 十 > Ce x)* 志 |lel| + 之 ， le — xll*<= co. 
从 而 由 的 完备 性 (参看 $ 1.2 习题 9 )， 可 知 存在 元 y €l, 使 得 . 
jt Dry et De 
(n 一 co )。 
再 由 ( 8B)- 代 数 4 对 于 乘积 的 连续 性 ,可 得 
xyn > XYy> yx > yx (n> 00). (1) 
男 一 方面 ,由 


trys (e— (eC— z)(。 十 > Ke 一 *)* ) 一 (ec 一 x)"+, 


ypx = ( 十 De 一 *)*)(e —(e—x))=e— (eC—x)"', 


同样 由 假设 |e 一 xl 二 1, 可 得 (ee 一 xz) 一 06G 一 coco) 也 即 推 
得 
xy 一 yox->e (2 一 co)。 


因此 ,根据 1 式 , 则 得 到 zy 一 yx 一 “， 此 即 导 出 
y 一 e 十 >, 《e 一 区) 六 
r=1 


就 是 * 的 逆 元 x-!。 证 毕 ， 

定理 2. (8B)- 代 数 遇 中 的 正则 元 的 全 体 组 成 一 个 开 集 GQUD)， 
而 且 x 一 > zx 是 定义 在 CQD 上 的 连续 映 象 . 

证 .下 面 分 别 证 明 结 论 : 

1) GQ 是 4 中 的 开 集 ， 设 xo。E G(MU)， 那 么 xs! 是 存在 的 ， 
且 


xxzTL 一 X7lxo 一 ec。 


由 于 《〈B)- 代 数 又 对 乘积 的 连续 性 , 故 对 数 & 一 1，35 > 0, 使 得 
Vx EX， 只 要 | > ” xol| 一 0 ;就 有 


Cx 一 ET 吉 < lj 和 下 zx 一 xo) | 1, 


4357。 


也 则 有 


上 xxi! 一 eo 志和 xprr 一 el 天 1 
但 当 注 意 到 前 面 定理 1 时 ,由 上 面 两 个 不 等 式 , 便 可 推 得 元 xx*i! 及 
元 xox 均 有 逆 ,， 即 存在 元 (xx 《及 元 Cxo *)™ El,. 使 得 
xxXTICxxTD 一 ce， (xir)-1 rr 一 e. 
电 上 两 式 我 们 还 可 看 出 ,元 x* 在 4 币 肝 有 有 逆 又 有 契 ;因而 导出 
x 有 逆 x“!。 即 对 任何 满足 上 面 不 等 式 上 x 一 xoll 二 5 的 x EU, 均 
有 xE€G(U), 此 即 证 毕 U(G) 是 人 4 中 的 开 集 ， 
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2) x 上 > x 一 是 定义 在 G(U) 上 的 连续 映 象 . 设 {x,}CG(U)， 

x*EG(U)， 并 有 x 一 x(n -> 0)。 则 由 (8)- 代 数 4 对 乘积 的 连 
续 性 , 便 可 得 到 


rx li—>xt-l—m=e (一 co). 
因而 可 知 Ve,0 二 8 二 1, 3N (自然 数 ), 使 得 当 >>N 时 ， 购 有 
| zz 一:! 一 中 一 二. 


于 是 ,从 上 面 定 理 1 及 前 面 注 1 , 便 可 推 得 
xxzl 一 《xzox 一 一 e 十 >， (eC— rax 1)*, 
k=1 


即 
eet — el = | DD Ce — zo 
k=1 
< > le ox, 
k=1 
EL -一 VE 

扫 之 七 5 < 7k EE。 

也 即 


x*xili>¢e (n— 00). 


最 后 ,根据 (3)- 代 数 对 于 乘积 的 连续 性 ,我 们 就 可 得 到 


xz 太一 xxzxzl) > x! (n> oo)。 
证 毕 . 


学 二 50 ®. 


(二 ) 

下 面 我 们 给 出 关于 幻 的 定义 : 

定义 2.，〔8B)- 代 数 4 中 的 子 集 了 称 为 左 ( 右 ) 幻 (理想 ), 是 指 
它 满足 Gj) 1 六 1; Gi) xEl, y€El>Ar+ ny€ It, ww Ek); 
(iii)z EU,，x €1 之 zr €1《 相 应 地 xz € 1). 如 果 了 既是 左 幻 又 是 
右 幻 则 称 为 两 侧 幻 ， 

注 3， 从 上 面 的 定义 显然 易 见 ,如 果 工 是 幻 ; 必 有 ec 7 和 6 
1; 并 且 了 是 4 内 的 线性 真子 空间 ， 此 外 ,任意 多 个 左 ( 右 、 两 侧 ) 幻 
的 交 必 仍 是 左 ( 右 ,两 侧 ) 幻 . 

下 面 ,我 们 举 几 个 关于 幻 的 例子 : 

例 1。 由 (8)- 代 数 4 中 零 元 6 所 成 的 集 16} 是 一 个 不 足 道 的 
两 侧 幻 , 常 称 为 " 零 幻 ”. 

. 例 2。 在 (8)- 代 数 ECE) 中 ,对 于 五 中 某 给 定 的 元 x 关 0, 设 

ly = {TITOxo) 一 9,TEGCE))， 

则 ZCxo) 构成 E(E) 的 一 个 左 幻 ,但 未 必 是 两 侧 幻 . 

验 .。 事实 上 , 1(xo) 为 左 幻 是 明显 的 . 由 定义 1 下面 的 例 3， 
我 们 可 以 看 出 , 当 取 xo 一 c: 时 ,由 于 Ue, = 6, 可 知 U,€1(e). 
但 由 (UT)e 一 el 二 0， 知 UJ,T& 1(e,) ,Rp 1(ei) 不 是 GC(E) 的 右 
幻 。 验 毕 . : 

例 3. 设 妇 是 无 主 单位 元 的 (B)- 代 数 , 是 由 4 深 加 了 主 单 
位 元 后 而 成 的 (8)- 代 数 , 那 么 , 4 可 以 看 作 是 仇 的 两 人 出 幻 . 

” 验 . 事实 上 ,由 于 对 任意 x 申 1e El, y eu, 均 有 
(xDie)y 一 zy + Ahy El, 
y(xBie) = yr + ry EU, 

验 毕 . 

下 面 讨 论 极 大 幻 。 我 们 先 给 出 下 面 的 定义 : 

定义 3. 《83)- 代 数 贡 中 的 左 ( 右 、 两 侧 ) 幻 称 为 极 大 左 ( 右 、 两 
侧 ) 幻 ,是 指 它 不 是 机 中 任何 其 它 左 ( 右 、 两 侧 ) 幻 的 真子 集 。 
注 4。 在 非 可 易 ( 非 交换 ) 的 代数 中 。 极 大 左 ( 右 ) 幻 也 可 能 亦 为 其 
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极 大 两 侧 幻 ;例如 , 当 取 一 {(% 时, 则 {( 5s{( ‘) 


均 为 其 极 大 左 幻 ,并 且 也 是 极 大 两 侧 幻 。 然 而 , 极 大 两 侧 幻 则 未 必 
为 极 大 左 ( 右 ) 幻 ;例如 , 当 取 4 二 | on 了 ) 时 , 仅 有 {09} 为 唯一 


a1 22 


极 大 两 侧 幻 ,然而 ,4 却 有 左 幻 {(。。 )| 及 右 幻 {(。 9 小 

例 1。 本 定义 上 面 的 例 3 ,4U 是 4 的 极 大 两 侧 幻 . 

例 2. 在 (8B)- 代 数 C(98) 中 ,Too 一 [xix€ C(0), x(10) 一 0} 
是 极 大 幻 . 

验 。 cuo 是 幻 是 容易 验证 的 。 下 面 仅 验证 它 是 极 大 幻 。 事实 
上 ， Vy & To sly € C(Q)), 因 有 y(1o) 于 0 , 故 VzE€ C(9)， 必 有 

z(#) 二 (ea — 2 oO + 2 yl), VieQ. 
由 于 在 上 式 右 边 里 ,第 一 项 是 属于 1(#) 的 , 而 第 二 项 力 是 元 > 的 
常数 倍 , 从 而 即 知 , 如 果 7(zo) 中 “添加 ”了 后 必 成 为 整个 C(9)， 
从 而 即 知 1(zo) 态 是 C(0) 的 极 大 幻 。 验 毕 . 

定理 3. 左 ( 右 两 侧 ) 纪 的 闭 包 仍 是 左 ( 右 , 两 侧 ) 幻 。 

证 。 这 里 ,我 们 仅 讨论 左 幻 , 设 了 是 (3)- 代 数 忆 的 左 幻 ,如 果 
有 xo, yoET, 那 么 必 存 在 元 列 {z,}，{tyyC7T， 使 得 有 

Tn ?Xo yz 一 > ?0 (2 一 co )， 
因而 , Ya, 86 €E 民 , z EM, 便 可 得 
cxn 十 Bys > Oxo Byo, zx > zxo (n— 00). 
但 由 于 了 是 左 幻 , 改 应 有 {axrs 十 Bys}，{zxs} C 7， 从 而 由 上 式 即 
推 得 axo 十 pyo， zxo EI, 

再 由 eI。 事实 上 ,如 果 存 在 元 列 {x,} C1, 使 x 一 c(n 一 
co), 则 由 前 面 定 理 1 ,可 知 对 于 充分 大 的 n,, x， 有 逆 元 xza 存在 ; 
而 由 了 是 左 幻 ， 就 推出 。 一 + 对 x+,,€ 1。 此 显然 与 工 为 左 幻 矛盾 。 
故 知 也 . 综合 上 面 两 段 的 结果 , 便 推 得 了 亦 是 左 幻 ， 证 毕 ， 

由 上 面 的 定理 我 们 可 以 直接 得 到 下 面 的 推论 : 

推理 .任何 极 大 左 ( 右 ,两 人 出) 幻 均 是 闭 集 . 
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定理 4. 任何 一 个 左 ( 右 、 两 侧 ) 幻 必 含 在 某 一 极 大 左 ( 右 \ 两 
侧 ) 幻 之 中 . 

证 . 同样 地 , 这 里 仅 对 左 幻 的 情形 证 明 . 设 1 是 (8B)- 代 数 4 
的 一 个 堪 幻 , 按 包含 "关系 ,可 知 一 切 含有 了 之 左 幻 集 的 全 体形 成 
一 个 有 序 集 。 并 且 , 如 果 设 {11} 是 其 内 一 全 序 子 集 时 , 只 要 我 们 
令 集 


1o 一 U 1 
1 


则 知 16 满足 

i. Vr, y El a, PEK,2 EU>ar+ py El zr+€1. 事实 
上 ,由 定义 可 知 ， 如 果 xX,yE€ 1os 则 存在 17 7 7， € {11} ,使 得 XE li,， 
y € 7。 由 于 {1} 是 全 序 的 , 故 不 妨 设 11CI， 于 是 ,人 队 上 式 可 知 
r+， y € 了。 而 当 注 意 到 六 是 幻 , 故 立刻 可 推 得 Va, pf €E KK, z En， 
应 有 z 

ax++ pyeElrCle 和 zx €lCl. 

ii 1 < 人。 由 于 {1,} 内 每 一 集 均 是 妇 的 左 幻 ;因而 主 单位 元 

2 不 售 于 那里 的 每 一 集 4 中 , 故 即 e& U 11 一 J,。 此 即 知 


lo < MU, 

综合 上 面 刘 站 以 及 1, 的 形成 ,可 知 1。 亦 是 妇 中 包含 1 的 一 个 
左 幻 ,此 即 天 是 {14} 的 上 界 , 从 而 借助 于 Zorn 引 理 , 知 必 存在 一 
个 含 工 的 极 大 左 幻 。 证 毕 . 

推理 1 为 了 (B)- 代 数 世 中 一 元 x 有 左 ( 右 ) 逆 ,必须 且 只 须 
* 不 含 在 任何 一 个 极 大 左 ( 右 ) 幻 中 . 

证 。 下 面 我 们 仅 对 左 逆 证 明 ， 

1)“ 一 >” 设 * 有 左 逆 z el 那么 ,如 果 * 包含 在 某 一 极 大 
左 幻 了 中 , 则 有 zx 一 。e 7， 此 显然 与 工 是 极 大 左 幻 矛盾 . 

2)“ < 一 ” 反之 ,如果 此 时 x 是 无 左 逆 的 ,那么 易 见 ， 集 
1 一 {yxjy EU} 不 含有 。, 且 还 是 一 个 包含 元 x 的 左 幻 .再 利用 
上 而 定理 3 则 知 , 必 有 一 极 大 左 幻 包含 着 16w， 从 而 也 包含 着 ,此 
显然 与 假设 矛盾 ， 证 毕 ， 
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由 上 面 推理 1 我 们 可 知 , 凡 妇 左 ( 右 ) 弥 中 的 元 均 无 左 ( 石 ) 逆 
存在 ,并 且 还 直接 可 得 到 下 面 的 推论 : 

推理 2. 如 果 (B)- 代 数 !4 无 非 零 的 极 大 左 幻 及 极 大 右 幻 ， 那 
么 贡 必 是 体 . 

定义 4. 设 也 ,网 是 数 域 天 上 的 两 个 代数 ,由 也 到 4, 上 的 映 


名 
象 p: Xi 上 一 > xz, 称 为 同 态 映 象 (x € 外， xz € 1,)， 是 指 ， 对 于 一 切 
元 X13» yi EU 及 数 a, Pp EK， 均 有 
Pp PD 


CX 十 By > ox 二 By, XI171 一 > ry2. 
如 果 由 忒 到 也 上 有 -- 同 态 映 象 , 则 称 忆 与 出 是 代数 同 态 的 . 


注 5。 如 果 上 面 的 映 象 px > 中 是 一 对 一 时 , 则 中 即 为 “ 代 
数 同 构 ”, 而 当 贡 , 出 为 两 个 Banach 空间 , 且 映 象 9 还 “ 保 范 ”, 则 
4 与 山 即 为 以 前 所 称 的 “Banach 代数 同 构 ”， 此外， 由 近世 代 
数 知 识 易 知 、 如 果 了 是 代数 妇 的 两 侧 幻 、 则 4/1 也 构成 代数 (一 般 
称 为 商 代数 ), 且 4 必 “ 代 数 同 态 ”于 商 空间 WW/1( 商 空间 的 定义 , 基 
本 性 质 和 一 些 符号 可 参看 $ 1.4). | 

借助 于 上 面 注 5 下面 给 出 关于 一 个 两 侧 幻 为 极 大 两 侧 幻 的 
命题 。 为 此 ,我 们 先 给 出 下 面 引 理 : 

引 理 ， 设 I 是 (8B)- 代 数 4 中 的 一 个 闲 两 侧 幻 , 则 商 空间 4/7 
在 定义 范 数 上 x 也 一 int jz|，Y[z] eM/7, 后 ,其 构成 一 个 含有 范 
数 为 1 的 主 单位 元 且 范 数 满足 乘法 不 等 式 的 (B)- 代 数 . 

证 ， 首先 ,由 $ 1.4 的 定理 3 可 知 QT 亦 是 一 个 Banach 空间 . 
而 由 注 3 可 知 它 也 是 域 及 上 的 代数 。 因而 我 们 如 果 能 证 明 它 满 
足 乘法 不 等 式 ,那么 它 当 然 就 是 (B)- 代 数 了 。 下面 我 们 就 来 证 明 
这 一 事实 。 由 于 在 代数 AZ 中 ,元 [xz]. [y] == [xyj];, 而 由 4 满足 
乘法 不 等 式 的 约定 ,因此 ,我 们 可 得 


[fz] [7 一 xy 一 inf lxyi 
xE[x],yCfIy] 
< i .Is 
ete 有 一 ink la * nk, yl 


= [zl :ylll, vix), [yl eu/L. 
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此 即 满足 前 面 要 求 . 
其 次 , 仅 要 说 明 (8)- 代 数 WW/1 具有 范 数 为 1 的 主 单位 元 就 行 
了 . 事实 上 , 当 设 为 也 的 主 单位 元 时 , 由 定义 易 见 [e] € MV1 力 
是 WW1 的 单位 元 ， 由 于 
ltelll = (fe] * [fell @ lelll, 
故 知 |[e]| 守 1; 另外 由 定义 可 得 
fejll = inf 由 zx < lell = 1; 


从 而 推 得 |]| = 1. 证 毕 . 
定理 5. 设 I 是 (8)- 代 数 44 中 一 个 闭 两 侧 幻 。 那 么 , 为 了 了 I 
即 是 极 大 左 幻 且 又 是 极 大 右 幻 必 须 且 只 人 须 商 空间 WW1 是 体 . : 
证 . 1) 一 >” 首先 ,由 上 面 的 引 理 可 知 , 商 空间 /7 此 时 构 
成 一 个 本 节 一 开始 所 约定 的 (8B)- 代 数 。 根据 定理 4 后 的 推理 2 
可 知 ， 要 能 证 明 u/1 中 既 无 非 零 的 极 大 左 幻 又 无 非 零 的 极 大 石 幻 ， 
命题 的 必要 性 则 即 得 出 . 
反之 ,如 果 设 WWI 有 某 一 非 零 的 极 大 左 力 M = {[x.]} CU/1, 
那么 , 由 于 :FA 是 同 态 映 象 , 故 当 令 m 一 pp"(M) 有 时 , 当 
然 可 知 集 m CC 4, 旦 它 满足 下 面 三 个 性 质 : 
i. Yrx, yEm, Va, PEK—>ar + ByE€ém. 事实 上 ， 由 于 对 是 
U/7 中 的 左 幻 , 而 对 上 面 *, y《m* 因 [zx], [y]eM，, 故 有 
a[x]+ Bly] EM [ax + By] EM >ar+t pyém. 
ii。 对 任意 x Em,，z EU 二 zx Em。 由 MM 是 /I 的 左 幻 及 
[x] EM , [z] ea/ 可 知 
[z] * [x] EM > [zr] EM zr Em. 


ii。e 六 12。 因 为 由 上 e] 万 47 的 主 单位 元 , 故 知 [e]&M, 从 
而 即 知 e 六 和 2 
综合 于 面 iy ii, iii， 即 知 集 岂 亦 是 立 的 一 个 无 幻 ， 且 
m= 9 (MDOP (LOD = 1. 
但 由 设 I 乃 是 菇 的 一 个 极 大 左 幻 , 因而 必须 有 m 二 I。 再 注意 到 
在 4 中 ,7 一 [96], 从 而 知 M = pl(m) 一 [98], 而 此 显然 与 开始 
,461 ， 


假设 对 为 非 零 幻 的 极 大 左 幻 矛盾 ， 此 即 证 毕 WU/1 无 非 零 的 极 大 堪 
幻 。 . 
完全 用 上 面 类 似 的 方法 可 知 UL 也 无 非 零 的 极 大 右 幻 ， 从 而 
定理 的 必要 性 证 得 . 

2)“ < 一 ” 有 反之 ,如 果 设 有 某 一 左 幻 m, 使 1! 冬 m, 那 么 ,在 上 
面 4F> MY1 的 典 则 同 态 映 象 下 , 必 有 一 元 [x,] 闪 [0], 使 

[x] Ep(m) = MCOCU/L. 

但 这 时 与 上 面 必要 性 证 明 1) 类 似 , 可 证 明 上 面 的 集 M 亦 是 (8)- 
代数 4/1 中 的 一 个 左 幻 ， 故 这 时 由 定理 4 后 的 推理 1 可 知 , 上 述 
商 空间 的 非 零 元 [x,] 无 左 逆 ， 此 显然 与 定理 假设 W1 是 体 相 了 矛 
盾 . 

用 完全 类 似 的 方法 ,可 知 , 如 果 上 述 m 是 右 幻 时 , 同样 必 导 至 
商 空间 的 某 一 非 零 元 无 右 逆 , 从 而 与 4/1 是 休 的 假设 矛盾 。 此 即 
推 得 既是 极 大 左 幻 又 是 极 大 右 幻 ,定理 的 充分 性 证 得 ， 证 毕 . 


(三 ) 

下 面 , 我 们 再 引出 一 个 有 用 的 定理 ,并 由 此 引出 Banach 代数 
的 根基 和 半 单 纯 代数 "的 定义 和 它 的 几 个 例子 . 

定理 6. 设 迪 是 (3)- 代 数 忆 中 的 一 元 。 那么 ， 下 面 六 条 性 
质 是 等 价 的 : . 

(GD x 属于 闷 的 一 切 极 大 左 幻 ; 

(ii) 对 于 任意 ye4,e 十 yx。 有 左 逆 ; 

(ii》 对 于 任意 y EU,。 十 yxo。 有 两 侧 逆 ; 、 

(iv) 对 于 任意 y E44,e 十 xoy 有 两 侧 逆 ; 

(v) 对 于 任意 y EU,e 十 xoy 有 右 逆 ; 

(vi) xo 属于 一 切 极 大 右 幻 . 

和 证。 我们 按 这 样 的 路 线 证 明 它 们 的 等 价 性 : 《iD <> (ii ，(ii) 
全 (ii 全 (iv) 全 (vv) 一 (vi) 及 类 似 (vi) > (v) > (iv) > (ii) > (0). 
下 面 ,我 们 依次 证 明 : 

(i) 之 (i) 反之 ,如 果 对 任意 yel，e 十 yx。 有 左 逆 ,但 i) 的 
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结论 不 成 立 , 那么 , 必 有 菜 一 极 大 左 幻 1 使 得 zx 关 7， 这 样 一 来 ， 
当 令 
7 太一 fa 一 yxzolekc7T ycelau 
时 , 必 有 了 斌 4, 否则 必 有 元 wo67 及 yo EU, 使 得 ae 一 yoxo 一 e， 
则 ze 一 “十 yoxo， 政 由 假设 < 十 yoxo 有 左 逆 , 推 得 a。 有 左 逆 , 此 亚 
然 与 了 为 极 大 左 幻 矛盾 。 但 男 一 方面 ， 容 易 验证 了 亦 是 一 左 幻 ， 
改 由 1 必 1 以 及 I 是 极 大 左 幻 的 假设 ; 可 知 应 有 了 二 7。 但 这 也 
尽 不 可 能 的 ,因为 元 xo 一 9 一 (一 ce)xo€ 1', 但 上 面 已 假设 zo 和 7， 
改 矛 盾 。 证 毕 . 
(之 (i) 设 x 属于 一 切 极 大 左 幻 。 那 么 , 对 任意 极 大 左 幻 
I 及 任意 的 yeEld, 均 有 yxoc7， 但 由 于 ec 7， 改 从 了 是 线性 集 必 
导出 十 yxzo 和 7， 即 元 e 十 yxo 不 含 于 任何 极 大 左 幻 中 ,而 当 利 
用 前 面 定理 4 后 面 的 推理 1 时 , 则 知 。 十 yx。 有 左 逆 . 
(ii) 之 (二) 设 对 于 任意 》《 世 ,元 。 十 yx 均 有 左 道 , 不 仿 设 
此 逆 形 为 “ 十 x, 那么 , 则 有 
(e 十 z)(e 十 yxo) 一 e， 
也 到 。 十 yz 力 是 “十 xz 的 右 逆 , 且 
z 一 一 yzo 一 zy7Xo 一 《一 y 一 2y)xo, 
从 而 
e 十 z 一 ce 十 (一 ”一 2y)x, 
面 当 利用 ( 动 的 假设 , 则 知 。 十 xz 亦 有 左 逆 。 综合 上 述 讨论 ， 即 知 
2 十 z 是 有 逆 的 , 且 其 逆 亦 等 于 其 右 逆 e 十 yxo. 这 也 等 价 于 e 十 yx 
是 有 两 侧 逆 e 十 z 的 . 
(ii) 全 (iv) 设 对 于 任意 给 定 的 yEU， ce 十 yxo。 有 两 侧 逆 
< 十 z* 名 有 
(e+ z)(e+ yx) = (eyro)(e + 2) = e, 
也 即 有 z 
2 十 zz 十 yxo 十 yxoz 加 上 之 438 十》xo 十 yxoz =0 
和 
< 十 2z 十 yxo 十 zyxo 一 上 之 3 十 yxzo 十 zyxo 一 日 
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由 上 两 式 可 推 得 


《e — xoy — xo¢y) (e+ roy) 
一 < 一 xo(z +t yxot syxo)y =—e 


(e 十 xoy)(e Xoy 一 xozy) 
~ ee— xolz 十 yxo 十 yxoz)y = es 

从 而 推 得 。 十 xy 有 两 侧 逆 。 一 xoy 一 xozy. 

(iv) 全 (v) 这 是 显然 的 ， 

(v) 之 (vi) 类似 前 面 “Gi) 之 (i)” 的 证 明 可 得 ， 

最 后 当 在 上 面 证 明 中 ,将 左 幻 改 为 右 幻 时 ,我们 完全 用 上 面 类 
似 的 方法 ,就 可 以 推 得 (Vi) 之 〈y) 全 (iv) 之 GD) 之 ( 消 ， 而 与 上 面 
结论 综合 起 来 ,我 们 即 证 出 上 述 六 个 条 件 是 等 价 的 。 证 半 ， 

注 6。， 从 上 面 定理 中 的 条 件 GD 与 (vi 的 等 价 性 ,我 们 可 以 看 
出 : “(8)- 代 数 妇 的 一 切 极 大 左 幻 的 交 与 一 切 极 大 右 幻 的 交 是 相 
同 的 . 

定义 5。Banach 代数 4 的 一 切 极 大 左 ( 右 ) 幻 的 交 称 为 妇 的 根 
基 ， 当 根 基 一 {6} 时 , 4 称 为 走 根 苦 移 代数 或 半 单纯 代数 

注 7。 由 注 3 可 知 ， 根 基 必 含 6 元 ; 再 由 定理 3 后 的 推理 可 
知 ,根基 必 为 妇 的 一 个 闭 两 侧 幻 。 最 后 , 由 定理 4 后 的 推理 1, 我 
们 还 可 得 知 : 根基 的 元 必 是 妇 中 既 无 左 逆 又 无 右 逆 的 特异 元 ， 

鲍 1. (38)- 代 数 C(8) 是 半 单 纯 代数 ， 

验 . 由 定义 只 要 证 明 C(8) 的 根基 二 {6} 即 可 . 因为 由 定义 
3 后 面 的 例 2 可知，Vw€ 9， Tr) = {rx|x€ C(O), x(to) 一 0} 均 
是 C(8) 的 极 大 幻 ; 从 而 知 它们 的 交 必 为 {16}， 验 毕 ， 


例 2， 设 Pm 表示 一 切 # 次 复 系数 多 项 式 z(t) 一 > antt 的 
全 体 ， 加 法 , 数 乘 如 常 定义 ,乘法 定义 为 


导 


Ea be 下 
>, CA * > Drie = >», (> oa 2 
二 0 一 站 1=0 


k=D 
《 即 去 挤 了 高 于 # 次 的 项 )， 
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汇 数 定义 为 
[xj = >jlail; Vr) = ,art, 
太 二 0 k=0 


y(z) 一 > britt € Po)。 
这 时 P 构成 一 个 (8)- 代 数 ， 可 知 其 根基 = {x|* 一 > aw*e 
P'™", ao 一 of. 

验 ，P 中 构成 (B)- 代 数 是 容易 验证 的 ， 下 面 我 们 仅 来 找 出 其 
根基 ， 由 于 Vx(D) 一 > arntte Pp 中 ,只 要 a < 0, 那么 z 在 Po 内 
必 有 逆 ( 实 因由 弟 推 公式 & —— 1 (bt e+ ie), 1< 
An, b= 上 就 可 得 出 CA 的 逆 元 > bast 来 ), 故 由 注 6 可 
知 

Pm 的 根基 Cfx|x 一 > ote Pm, mm 0 = 17°; 


并 且 , 反 过 来 ,由 前 面 的 递 推 公式 结果 还 知 , Vxo €E 1', Vy EP 中 ,元 
e 十 yxo 均 在 Pe 中 有 逆 ， 故 由 前 面 的 定理 6 可 以 导出 xo EP 中 的 
根基 ， 验 毕 . 

例 3，E(E) 是 半 单 纯 代 数 。 

验 。 反之 ,如 果 有 一 非 零 “元 ”T 为 E(E) 的 根基 ,那么 ,由 定 
理 6 可 知 , VT &€ CE(E)， 均 存在 (有 界 逆 线性 算 子 ) (C 十 ToT)-1 
(其 中 C 表 示 么 算 子 )， 现 取 一 元 aE EE, 使 8 一 Ti(e)s6,， 又 从 
Hahn-Banach 定理 , 取 f€EE*, 使 f(b) 一 1, 且 令 算 子 UU 为 

U(x) = fx) “4a, VrE€E. 
那么 ,由 
OC) = (Cx) Tall < jollllatl ils), 
易 见 UEE(E), 有 晶 YxEE, 有 
ToU(x) = folx)b, ToU(O) = f(b)b = bx 0. (2) 
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男 一 方 徊 ,由 上 闸 前 一 式 并 注意 到 关于 口 的 取 法 ,我 们 便 可 推 得 
UToU(x) = folx) * U(b) = f(r)fo(b) * a 
—fo(x)'a, VYxE€E. 

从 而 得 到 

(TU)(x) = TA UTOU(x)] = J(x) + Tola) 

— folx)b = ToU(x), Vr EE, 
也 则 有 《ToUX》? 一 ToU. 
最 后 ， 当 我 们 注意 到 前 面 的 假设 到 和 工 二 一 U 时 ， 则 知 有 挤 逆 

线性 算 子 (C 十 ToT) 一 一 〈C 一 ToU) 存在 , 故 当 把 关系 式 

(C 一 TU) 一 C 一 2TU 十 (TU) 一 7 一 TU 
两 边 各 乘 以 (C 一 TQ)” 时 ,可 得 到 

C— ToU = CC, 

则 TOU 一 @《 委 算 子 ). 此 结果 显然 与 式 (2) 的 后 一 式 ToU(5) 记 0 
矛盾 。 验 毕 . 


习 题 
。 试 证 明 本 节 注 1. 
。 试 证 明 本 布 注 3. 
。 试 证 明 本 节 注 5， 
4。 设 Banach 代数 妇 正则 元 的 集合 为 G(4)， 试 证 明 ;，(i) 如 果 *,€ 
GD, x*EU, jxr <8 (常数 )， 则 


Xa—>% (nn— 000) > rE GN). 


Gi) 如 果 x€ 6G(1D), Jy < rr? 则 * +yE GC)， 

5。 设 AE CE(E) (E 是 Banach 空间 ), 且 存 在 有 界 逆 算 子 A-:。 试 证 明 : 
对 任意 有 界线 性 算 于 和 AE CE(E), 只 要 1AAI < -AT. 则 算 子 B 一 A 十 和 4 
亦 有 有 界 逆 算 子 B-! 存在; 并 且 有 


ja 一 4 下 到 


ta 


a7 。 AA 
1 — [A aAAN’ 


, A- 
Be Tar 


es A468. 


6。 试 证 明 ， 与 (8)- 代 数 C(8) 类 似 ; 在 $7.1 的 例子 中 ,(8)- 代 数 如 不 ， 
D， 中 “在 任 一 给 定点 取 0 值 的 所 有 元 的 全 体 ” 所 成 的 集 均 是 它们 的 极 大 幻 . 

7。 试 证 明 ， 在 无 穷 维 的 Banach 空间 E_ 上 的 全 连续 算 子 集 1, 构 成 CE) 
的 一 个 两 侧 幻 。 


$ 7.4， 豫 解 元 、. 谱 和 广义 医 零 元 


(一 ) 

我 们 先 讨论 玖 解 元 。 首先 。 我 们 给 出 关于 谱 集 和 移 解 集 等 概 
念 

定义 1， 复数 1 称 为 属于 Banach 代数 n 中 元 < 的 谱 集 rc)， 
是 指 a 一 1e 是 特异 元 ;反之 如 果 一 1e 是 正则 元 , 则 称 1 是 属于 
< 的 移 解 集 p(a); 且 此 时 其 逆 (he 一 4) 通常 表示 为 R(4;4), 称 
为 = 的 称 解 元 

引 理 . 设 站 是 (B)- 代 数 , 则 Ya eal, lim "| 均 存在 , 且 有 


工 
7 


一 im je < lal. 


证 ， 令 ro 一 infla"|”. 下 面 证 明 此 7。 即 为 上 面 所 求 之 +, 事 
实 上 ,由 ”的 定义 可 知 , Vs > 0， 3no (自然 数 ), 使 得 


le < rete. (1) 
机 又 由 范 数 对 于 乘法 的 不 等 式 可 知 , 对 任意 自然 数 2 一 Aro 十 zzo(z ) 
(其 中 0 < mln) < o)， 有 
ro < lar)” atest mm | Rash 
< | oa lal , 
改 知 


二 
区 


二 一 
ro < lim lla’ll” < im llell 
的 点 ~ _ mo(n) 
< lim | a | etry Hm lal eee 
Nm 如 十 加 
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帮 mn) 
= lim ea” Kuotmo(n) » lim ||a|| + 
故 ~ 已 上 二 地 0 
1 
= aro. 
由 (1) 式 , 可 推 得 


1 一 了 
ro < limla’l|” < limlal” 一 ”十 s， 


Et 


但 由 se 的 任意 性 ,上 即 推 得 


1 _ 
lim ||a”ll” = lim | 


“一 mm lal. 


证 毕 . 
注 1。 上 面 的 引 理 可 以 推广 为 更 一 般 的 结果 《而 证 明 方法 无 
需 改 变 ),“ 设 {os} 是 一 正 数列 ,满足 amts 过 owas. 那么 ,lim (oo 


二 
他 


存在 , 且 lim (as)” 一 inf (oo)。 
定理 1。 设 a€4( 这 里 和 以 后 4 均 表 示 某 一 Banach 代数 )， 
那么 , 当 12| >+ 一 lim "|* 时 , 则 有 XepCo), 且 珠 解 元 


R(X; 4) 一 二 十 入 


al 


证 .考察 级 数 


le » 2 | 


六 焉 1 


站 = 1 


由 于 
(Rf) > 而 <1 me 


从 而 由 Cauchy 判别 法 可 知 ,上 正 项 级 数 是 收 化 的 。 再 由 空间 的 
完备 性 ,可 知 存在 一 元 bel, 使 得 


全 一 2 
2 一 一 十 >) -< 
1 和 2 NL? tl 


es 408 。 


把 上 式 两 端 各 乘 以 元 4c 一 “一 1 (一生)， 由 (8)- 代 数 中 积 的 
连续 性 ,可 知 对 级 数 可 以 逐 项 相 乘 。 从 而 易 得 
(le — a) = (he — a)b= ec. 
此 即 Ce 一 a) 的 逆 R(%, a) 存在 , 且 有 R(X, a) ~ 6， 证 毕 ， 
注 2。 从 完备 空间 中 元 列 收敛 的 相应 Cauchy 准则 ,我 们 不 难 
lar 让 
全 范 数 的 关系 式 (小 -) 


TT (2 一 co) 得 出 结论 ，“ 当 14| 二 + 时, 该 相应 级 数 是 不 存 


在 的 . 
定理 2 设 EU. 那么 其 耶 解 集 o(ea) 是 复 平面 中 的 开 集 ; 
且 对 任意 复数 06 pk(a)， 只 要 数 1 满 足 
1 
Hm |[R Co; a) ”| 


则 必 亦 有 2 €p《a), 且 此 时 相应 4 的 耶 解 元 
RCI) 一 Ra) 一 [Roada)]204 一 人) 
十 [ROCho; ea) 一 10) 十 
证 ， 多 见 ， 为 证 明 本 定理 只 要 能 证 明 最 后 的 结论 ( 即 上 述 最 
后 的 级 数 亡 是 耶 解 元 R(X4; a)) 就 可 以 了 。 但 这 是 完全 可 以 按 上 
定理 证 明 步 又 来 完成 的 。 证 毕 . 
推理 1 ， 复 抽象 函数 x*(2) 一 RC(%4; a) 如 果 在 点 加 处 存在 , 那 
么 , 它 必 在 加 的 邻 域 中 是 解析 的 . 
证 . 事实 上 , 直接 从 定理 2 的 最 后 结论 则 可 得 到 
Ra) = —[R(%; xz)， 
RanC43 a) = 21{[ R40; a) 有， 


二 时 本 四 理学 


站 R(4, a) 的 通 项 ” 


ntl 


[4 一 | 一 


工 ” 
La 


要 和 


从 而 知 该 定理 最 后 一 式 力 是 R(X; a) 的 Taylor 展开 式 。 这样, 在 
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记 喇 的 作用 下 , 借助 于 数值 复 变 咕 数 中 ,函数 可 以 Tayior 展开 与 
冰 数 解析 的 关系 ,以 及 复 抽 象 函 数 在 复 区 域 中 强 、 弱 可 导 的 关系 ， 
则 可 验 明 本 结论 。 证 毕 . 

推理 2 在 上 面 定 理 1 中 ， Wi 


RO ) = 二 了 直 


Intl? 


的 右边 级 数 即 为 六角 于 xz) 一 R(X; a) 的 Laurent 级 数 ， 
证 ， 首先 , 由 定理 1 及 推理 1 可 以 推 得 : 抽象 函 数 x(4) 一 


RC2; 4) 在 区 域 入 114| > * 一 lim je" 由} 内 均 是 解析 的 .因而 按 


$ 6.5 的 定理 7, x(2) 在 该 区 域内 是 可 以 Laurent 展开 的 . 最 后 
注意 到 该 展开 式 的 唯一 性 , 即 知 上 式 中 的 级 数 即 为 x(4)== R(X4;4a) 
在 该 区 域 的 Laurent 级 数 。 证 毕 ， 
(二 ) 

下 面 , 我 们 讨论 谱 集 , 首先 , 我 们 从 上 而 结果 可 以 得 到 下 面 的 
定理 : 

定理 3. 对 于 妆 中 任 一 元 a, 其 谱 集 ol(4) 均 是 非 空 的 有 界 闭 
证 首先, 由 上 定理 2 可 知 , o(a) 作为 开 集 p(a) 的 余 集 , 故 


应 是 闭 集 ， 而 由 定理 1( 及 引 理 ) 可 知 
16Ecoke) ip(a) 之 114| 委 > 


— limlaP < lel < +%, 
故 知 oCa) C3C0, ial) (复数 域 C 中 以 0 为 中 心 ,al 为 半径 的 闭 
圆 ). 也 即 cola) 是 有 界 的 集 ， 最 后 ,我 们 证 明 c(a) 关 Bp. 反之 ,如 
果 ol4) 一 加; 则 即 p(ea) 一 C, 从 而 由 定理 2 后 的 推理 1 可 知 , 抽 
象 函 数 x(4) 一 R(4; a) 在 整个 复 平 面 C 上 均 是 解析 的 , 故 由 $6.5 
的 定理 4 (Cauchy 定理 ) 可 知 ,在 C 中 任意 以 原点 为 心 的 圆 的 贺 周 


T 上 , 均 有 | R(4; a)d4 一 9; 男 一 方面 ,从 定理 2 后 的 推理 2 可 
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pl 《由 Laurent 展开 式 )， (上 积分 ) (2xi)e, 从 而 推 得 e=0. 
而 此 显然 是 不 可 能 的 . 证 毕 . 

推理 1. 为 了 ( 复 )4 是 体 必 须 且 只 须 也 是 Banach 代数 同 构 
于 复数 域 C. 

证 .1)》 ”< 一” 设 1 与 CC 的 Banach 代数 同 构 里 象 是 nm， 于 


入 ,V9 六 a EN,30 半 4EC(X4 唯 一 ), 使 4 <> 1 又 由 于 和 -1 
存在 , 故 唯 一 存在 站 中 一 元 加 < 0, 使 < 一 > 4-!, 因 而 导出 
ab hl, < 二 0- 一 1. 

但 由 映 象 有 性 质 。 二 -> 1, 故 从 上 映 象 的 一 一 对 应 的 性 质 , 即 推 得 
ab 一 ba 一 也 即 2 乃 是 元 的 着 。 从 而 推 得 本 推理 的 充分 性 。 

2)“ 一 >” 由 上 面 定理 3 可 知 , Va EM 有 ol(4) < 由 因而， 
4€C, 使 4 一 4e 在 4 中 无 逆 。 但 又 由 于 设 4 是 体 ， 故 必须 有 
4 一 4c 一 0 即 a = he,。 从 而 可 知 妇 中 的 每 个 元 均 是 。 的 复数 
倍 , 因 而 ,从 $ 7.2 中 定义 3 下 面 的 例 可 知 ,4 必 与 C 同 构 ， 证 毕 . 

利用 $ 7.3 的 定理 5 及 上 面 的 推 型 1 的 结果 ;我们 可 以 直接 导 
出 下 面 的 推论 : 

推理 2， 设 了 是 ( 复 ) 刀 中 一 闭 两 侧 幻 ,那么 ,为 了 工 既 是 极 大 
左 幻 又 是 极 大 右 幻 ,必须 且 内 须 商 空间 4/1 是 Banach 代数 同 构 于 
复数 域 C 的 . 

推理 3。 设 任意 元 * et, 则 有 max [4| 一 lim lal”. 

证 . 首先 由 定理 3 的 结论 及 其 前 面 关于 c(a) 的 有 界 性 的 证 
明 ,可 知 (注意 ,在 复数 域 中 ,有 界 闲 集 是 紧 集 )， 

max 2 < lim lle", 
其 次 ,如 果 上 面 没 有 等 式 成 立 , 即 有 
max [1 < Jim la", 2) 

那么 ,由 于 在 环形 区 域 D: max 12| 二 内 的 点 
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1&c(e)， 即 26cp(az)， 
故 由 定理 2 后 的 推理 1 可 知 , 抽 象 函 数 x(1) 一 R(%; a) 在 D 内 是 
解析 的 ,从 而 有 Laurent 展开 式 


R(14; 4a) 一 5 rd”; YiED 


( 鞭 中 ， Xn 一 5 一 | 1 (7 一 0, 土 ], 土 2,: …) ); 这 里 ， T 
不 妨 取 为 以 0 为 圆心 , ” 为 半径 的 圆周 ,其 中 ,+ 满足 

max |1| <， 

of) 
因此 推 得 。 | 

x 一 | 二 | R(4; za) : Al 
< +. max | RG(4; a)|| rz * 2xr 
2x 1E€Tr 

— max RO oO ro"™ 

《这 里 , 由 于 RC4; a) 在 环 R 内 解析 ， 到 max RO; o) < 十 oo) 


但 由 于 定理 2 后 的 推理 2, 故 由 Laurent 展开 式 的 唯一 性 ,可 知 应 
”有 x-+n 一 a”; 即 得 出 
上 "| 入 max RO; ce) .yzti 

ET 


也 即 推 得 , 

: lim lla"ll” < + 
最后， 令 。 8 11, 我 人 就 可 导出 

lim | Fr < max 141. 
此 显然 与 前 式 (2) 矛 盾 .。 证 毕 . 
定理 4 设 任意 *el， 而 元 p(x) 是 * 的 多 项 式 ( 即 形 如 

Dart 的 元 , 其 中 , om E， * 一 。), 那 2 ) 
| o(p(x)) = {p11 €orx)} 


(“x 多 项 式 ” 的 谱 集 即 为 “x 谱 的 多 项 式 ” 所 成 的 集 ). 

证 . 按 通 常 证 明 两 集合 相等 的 方法 , 我 们 分 别 来 验证 下 两 结 
论 : 

1) {p(X4)1%Eolx)}Colp(x))。 事实 上 ,如 Xe€olx), 不 妨 设 
x 一 he 无 左 逆 ,大 由 $7.3 中 定理 4 后 的 推理 1 可知 ,存在 一 个 左 
幻 7, 使 * 一 ee7。 又 因 多 项 式 p(x) 一 p(4)e 是 含有 x 一 2e 因子 
的 , 故 由 工 左 约 的 定义 推 得 p(x) 一 2(4)ee7。 最 后 , 再 由 上 面 引 
用 过 的 推理 , 即 知 元 p(x) 一 p(x)e 也 是 无 逆 的 ,也 即 得 出 

bp) Eo(plx)). 

2) olp(x))Ct{p(2)1XeEo(x)}。 如 果 设 AeEo(lp(x)), 那么 ， 
与 1) 类 似 ,可 知 ,存在 一 左 幻 了 使 得 p(x) 一 Ae €E 1. 又 由 于 多 项 
式 p(x) 一 Ae 可 以 分 解 成 有 限 个 复 系数 的 一 次 因子 的 乘积 , 并 且 
元 p(x) 一 he 是 无 逆 的 ， 故 知 在 这 些 一 次 因子 中 至 少 有 一 个 也 是 
无 逆 的 , 不 妨 设 * 一 4c 是 p(x) 一 he 的 一 个 无 逆 的 因子 。 那 么 ， 
由 上 面 用 过 的 推理 可 知 必 又 存在 幻 1'， 使 得 x+* 一 Xe E11.。 由 于 
14€o(%), 夏 由 1) 的 证 明 中 可 知 , p(x) 一 p(x)e €E7'. 但 另 一 方面 ， 
由 于 p(x) 一 4e 可 以 把 x 一 4e 作为 其 因 式 乘积 中 最 右边 的 因子 ， 
因而 由 左 幻 的 性 质 可 知 元 z(x) 一 he ET1'。 当 与 上 面 元 p(x) 一 
p(x)e 相 减 时 ,可 推 得 [4 一 pC(4)]e E17', 由 于 e171', 故 必 有 
证 毕 A—(p1)=0， 即 4 = p(%). 

定理 5. 对 任意 元 a€ 4 及 零点 之 邻 域 V, 必 存在 正 数 6, 使 得 
对 任意 的 元 5 EU, 只 要 此 一 a 二 5, 就 必 有 oCb)Cola) 填 开 
证 。 肥 之 ,如 对 某 元 % 及 某 零 点 之 邻 域 了 Fu, 存在 数列 {6,}:6,40 
(n 一 > co )， 及 元 列 {5,}Cu， 使 有 

2， 一 aol| ~ 0，， o( br) olao) 十 Vo; 《1) 

从 而 有 4s€ ok6s)， 使 1 六 c(eo) 十 Vo (x 一 1,2,"….). 故 由 上 
定理 3 知 存在 {4s4}C{4s},， 使 4 一 (4 一 o0). 并 从 (1) 知 
40《 pla0). 册 由 
sie 一 6) 一 (ec 一 ao 站 委 | 2 一 | le 十 je 一 ao 一 >0 (>00), 
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故 由 $ 7.3 中 定理 2 可 知 :3h, 使 4 之 和 时 有 1。,《 p(5。). 了 矛盾. 
证 毕 . 

注 3. 上 面 定 理 5 是 非常 有 趣 的 ,如 果 谱 集 o(x) 视 为 上 的 部 
数 ( 集 值 函数 ) 时 ,上 面 定理 即 说 : 在 空间 要 中 和 任 一 点 *,o(%) 均 是 
“上 半 连 续 ” 的 。 


(三 ) 
本 节 的 最 后 一 段 , 我 们 讨论 广 闵 罕 零 元 . 首先, 我们 给 出 下 面 
一 个 定义 : 
定义 2. Banach 代数 中 的 元 称 为 广义 老 零 元 ,是 指 它 满足 


fm je 一 0. 
注 4， 广义 寄 零 元 一 定 是 特异 元 。 事实 上 , 如 果 “ 是 广义 宕 
夫 元 ,那么 , 由 r 一 lm jlo" 拉 一 0 及 上 面 定理 3 的 推理 3， 即 知 


max |4| = lim Lar 一 0, 也 即 ck(e) 一 10}. 
Eo) Ne0 


注 5.。 < 是 广义 寒 零 元 也 可 用 ca) = {0} 来 定义 。 因为 同 
样 可 由 上 面 所 用 的 推理 结论 来 说 明 上 式 与 原 定义 等 价 . 

注 6. 守 零 元 显然 是 广义 震 零 元 ,反之 不 成 立 . 

反例 ， 设 E= 40, 1],4 = 二 C6(E), 而 工 表示 Volterra 型 算 
子 

T(x) 一 | ac tr)dt, VrE€EL[O0,1], 0< 生 了 < 魏 1; 
这 里 , H(s, 纺 是 在 三 角形 区 域 0 委 * 委 入 1 中 的 二 元 连续 函 
数 (参看 图 7.1), 那么 , T 是 Banach 代数 也 的 广义 寡 零 元 ,但 未 必 
是 硕 零 元 . 

验 ， 下 面 ,我 们 分 别 来 验证 ; 

1) 工 是 广义 寒 零 元 。 首 先 ,容易 验证 Teu, 且 当 令 


M 一 max |HGs, 7)| 
0<rsr 帮 1 


时 , Vx EL1[0, 1],0 委 * 委 1, 可 得 
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图 7.1 


< Mlxl, 


TG) 1 ~ | HG, Dra 
| LT2(x) 1G)| = ) HGs,¢)(T (de| < Mzxl 9， 


类 似 地 ,一 般 可 以 得 到 


I[T* Cz)1C)| < lx re (n= 1,2,.…). 


: 人 
因此 ,vieC,vxreLL0， 和 LI[0, 1] 中 的 级 数 


bp3 02。T2(%)， 


可 知 
I T° < PIT OF < 1" -la 
(2 一 1,2,.……). 
改 由 级 数 


SM 
a + al 3 
二 0 . 


的 收敛 性 可 知 , 级 数 和 2*T*Cx) 中 亦 收 伍 ( 这 里 ,我 们 定义 T°" 为 


么 算 子 C)。 于 是 ,由 空 间 E = Li[0， 1 的 完备 性 可 知 , 唯 一 存在 
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一 元 y EE, 使 得 y 一 之 ?”*T"(x), 因而 有 


4: TO) = DO MT" (x) 一 一 xy 
此 即 方程 
(e— AT)y=x 

对 于 一 切 的 * 均 存 在 唯一 解 ,也 即 有 界线 性 算 子 (e 一 1 T) 在 站 一 
ECE) 中 有 逆 存 在 。 根据 1 的 任意 性 ,对 于 一 切 复 数 1 关 0, 在 
中 均 有 逆 元 (Xe 一 T) 一 ,从 而 推出 c CT) 一 10} ,也 即 工 是 广义 客 
零 元 . z 

2) 工 未 必 是 罕 零 元 。 例如, 当 我 们 取 H(s, 7) 一 :一 it, 并 用 
HM(s, z) 表示 算 子 T? 的 核 时 ， 由 定义 可 知 Vx €E L1[0, 1], 0 声 
< 委 1, 可 以 得 到 


CT? CO]G) = | HG, D(a = [TCT (4))1G) 
一 | H(s,T)ar | ae， ft )x(zt) ds, 

由 交换 积分 次 序 , 可 得 
(上 式 ) = | x CA) dz | HC, HC, dar; 


Hls, 5 [T(x) J(r)ar 


im Le tm Dm 
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故 
HE, 1) = | Fo DH, dr = | Gs — Cr dr 
一 一 | [(r 一 站 十 人 一 Crz 一 中 dz 
— | [C+ GC]ar 
(rT —:2)’ (tC— 2)? | 
-| z trG-) | | 


3 2 
TG Go 
2 3 31 
类 似 地 ,一 般 可 以 验证 , 算 子 T” 的 核 昌 路 (s, 1t) 有 
#) 了 一 i sC— 29—1,. 
H' (s, 1) Cr £) 
从 而 有 
[I”(x)1(s) = | 二 一 re (s 一 2)” -x(t) dz. 


改 对 于 一 切 自然 数 n, T”* 六 8 ( 零 算 子 )。 验 毕 . 

下 面 ,我 们 给 出 关于 广义 帘 零 元 的 两 个 命题 : 

定理 6。 对 于 元 aE4, 下 列 三 条 件 是 等 价 的 : 

(i) < 是 工 的 广义 寡 零 元 ; 

(Qi) ola) 一 {0}; 

Giii) lim wp"4" 一 0 对 一 切 复数 站 均 成 立 . 

证 .在 本 节 注 4. 注 5 中 我 们 已 经 指出 ,这 里 的 条 件 @) 与 《iD 
是 等 价 的 ， 因 此 ,下 面 我 们 只 要 证 明 (GD 之 《〈 赴 ) 之 《iD 就 可 以 了 . 
下 面 我 们 就 来 分 别 证 明 : 

(ii) 之 (这) 由 设 c(e) 一 {10}， 故 对 于 一 切 复 数 1 关 0， 元 
(he 一 4a) 均 在 4 中 有 逆 , 此 即 对 于 一 切 复数 wp (ec 一 ka) 均 存 
在 。 但 由 定理 3 的 推理 3 可 知 


lim janl = max |1| = 0, 
| AEota) 
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六 此 ,由 前 面 定 理 1 可 知 对 一 切 j 关 0, 均 有 
一 ~ 办 +l 
(一 oo) 一 二 (二 < 一 9 ~ [e+ Dap | 


= ee -二 之 ， PC2 
既然 上 面 的 级 数 对 于 一 切 py (4 一 0 亦 对 ) 均 收 敛 ， 故 知 必 有 
lim lu"a"l| 一 0， 
此 即 推 得 条 件 (iii)， : 
iii) 之 (iD 由 设 对 任意 复数 &， 均 有 im p"a" 一 06， 外 
lim {yl"la"l = 0 
成 立 ， 故 当 设 任意 复数 w 闪 0 时 ， 由 上 式 知 ,对 于 正 数 1, 3N( 自 
然 数 ), 只 要 xz > 入 ,就 有 
ala 中 < 1， 即 le 中 一 一 -， 
|p| 
因此 ,可 导出 


二 1 
lim la’ll” < 一 一 . 
及 -0 [| 


最 后 ,由 于 4 的 任意 性 , 当 令 || 一 co， 从 上 述 可 推 得 
lim Ja")” 一 0. 
此 即 推出 条 件 G). 证 毕 . 

推理 . Banach 代数 飞 的 根基 中 的 元 均 是 广义 宪 零 元， 

证 。 设 4 属于 的 根基 ,那么 ,由 $7.3 的 定理 6 可 知 ,对 一 切 
Eu, e 十 ya 均 在 要 中 有 逆 ， 特 别 当 我 们 取 y = 一 ae (1 表示 任 
意 的 复数 ) 时 ,可 知 对 于 一 切 复数 py，(e 一 ja)"! 均 存在 , 且 oa) 一 
{0}， 因此 ,从 上 面 定理 6 可 知 4 是 广义 寡 堆 元， 证 毕 , 

注 7. 上 面 的 推理 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 . 即 广义 宕 零 元 未 必 
区 是 根基 的 元 例如， 由 上面 注 6 的 反例 ， 我 们 已 知 ， 那 里 的 
Volterra 型 算 子 醋 力 是 EC(E) (EB 一 L1[0, 11) 中 的 广义 宕 零 元 , 然 
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而 由 $7.3 定义 5 后 的 例 3, 我 们 已 知 ECE) 是 半 单 纯 代数 ,从 而 了 
是 不 会 含 在 E(E) 的 根基 中 的 . 


习 题 
1. 试 验证: 在 本 节 定理 2 后 的 推理 1 的 证 明 中 ，R();a) 关于 的 各 阶 
导数 的 关系 式 
2. 试 由 本 节 定理 3 后 的 推理 3 “独立 ”得 出 的 结果 直接 证 明定 理 3， 
3. 也 如 $ 7.3 所 约定 , 试 证 明 : 如 果 Xe p(x) ne(y)， 则 有 
R(A; +) — ROA; y) = ROA; x) (x — y)R(A; y). 
4. 试 证 明 广义 圭 零 元 的 任何 次 正 整 次 桔 仍 是 广义 寡 堆 元 . 
5. 在 LI![0, 1] 中 定义 乘法 
Cas) = | x yar (zy€ELE0, 1]), 
可 证 其 仍 构成 (8)- 代 数 ， 现 设 [0, 1] 乃 是 由 L'[0, 1] 添加 了 主 单位 元 后 
所 成 的 (B)- 代 数 , 试 证 明 : 元 列 { 态 |，，,}》c [0, 1] 中 的 每 一 元 均 是 
已 [0, 1] 的 广义 宪 零 元 . 
”6. 设 (8)- 代 数 妇 中 的 范 数 满足 ， 对 于 一 切 正则 元 =， 均 有 
le = ls, 
试 证 明 : 此 时 贡 必 同 构 于 复数 域 C， 


75. 在 可 吻 Banach 代数 中 的 极 大 幻 


本 于 ,我 们 论述 可 易 的 复 Banach 代数 中 关于 极 大 幻 的 一 
命题 . 

定 头 1.。 一 个 代数 4 如 果 其 内 的 乘法 运算 是 满足 交换 律 的 ， 
即 有 xy 一 yx，YVx,y El 那么 ,也 称 为 可 易 代 数 。 《或 可 交换 代数 ， 
Abel 代数 ), 如果 也 是 Banach 代数 ， 则 相应 地 称 为 可 易 Banach 
代数 ( 简 记 为 可 易 (B)- 代 数 ). 

例 . 在 $7.1 中 的 复数 域 C, 空 间 C(9), 4，Wiener 环 W,…- 
等 都 是 可 易 《B 7- 代数， 

反例 .在 $7.1 中 的 空间 EC(E)(B 为 Banach 空间 ) 不 是 可 易 
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的 《8)- 代 数 . 
(—) 

由 于 在 可 易 (8)- 代 数 中 乘法 是 交换 的 , 因而 在 Banach 代数 
一 般 理论 中 的 许多 结果 都 可 以 得 到 更 深刻 的 了 解 和 一 些 简化 . 尤 
其 是 关于 “ 极 大 幻 “ 这 时 无 左 ~， 右 ”之 分 ) 的 作用 在 此 时 才 更 加 
显现 出 来 . 我 们 由 $7.4 定理 3 后 的 推理 2 可 直接 得 到 下 面 的 定 
理 : 

定理 1。 设 了 是 可 易 (B)- 代 数 中 的 闭 幻 。 那 么 ,为 了 了 是 
极 大 幻 必 须 且 只 须 商 空间 WW/1 是 Banach 代数 间 构 于 复数 域 C. 

定义 2， 可 易 (8)- 代 数 世 上 的 分 配 泛 函 f 称 为 乘法 的 ,是 指 
它 满 足 

/xixa) 一 f(x)f(x2), Vr, x €U. 

注 1 有 界 的 线性 乘法 泛 函 , 实 即 为 4 到 复数 域 C 内 连续 的 
代数 同 态 映 象 . 

下 面 我 们 讨论 由 极 大 幻 了 所 确定 的 一 类 特殊 的 泛 函 。 当 设 I 
是 4 中 一 个 极 大 幻 (当然 是 闭 集 ) 时 , 由 上 面 定理 1 则 知 /1 中 的 
元 可 以 与 复数 域 C 等 同 ， 故 当 设 4 到 /的 典 则 同 态 映 象 为 p: 


:> [z],Vr ea。 由 已 知 ,这 时 [z] 可 唯一 地 与 一 复数 Na 对 应 ， 
这 样 一 来 ,对 每 一 个 上 在 4 上 就 可 确定 一 个 泛 函 轧 , 使 得 
人 = hrs Vx €U. 

而 依 同 态 关系 可 得 Vxi, x2 EM, Va, 8 EC, 有 

fi(axi 十 Bx2) 一 afi(x1) 十 pfi(x,). 

fi(xixs) 一 f(x1) * fi(x,), 

f:06) = 0， fl(e)= 1, 
且 由 上 面 泛 冰 的 形成 及 $7.4 定理 3 后 推理 1 中 的 必要 性 证 明 , 我 
们 可 知 

[xj 一 Ma[ej 一 19j， 即 [rx] = hl el. 

还 有 
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1 廊 (x7 | [An| 一 4at el 一 fx] 和 |z|] ， vx €l; 

fe 一 1， el 一 1， 故 知 由 = 1. 
因而 上 面 对 于 4 中 的 每 一 极 大 幻 1， 一 意 确定 了 上 的 一 个 范 数 
为 1 的 有 界线 性 乘法 泛 函 九 。 并 且 ， 如 果 设 U4 中 有 两 个 不 同 的 极 
大 幻 1,，1, 且 它 们 按 上 面 的 方法 所 确定 的 泛 逮 分 别 为 有 和 志 ,， 那 
么 ;由 于 1 关 1, 故 必 存 在 人 中 一 元 x1, 使 x ET 但 x,&1;。 这 时 ， 
由 泛 函 记 和 记 的 定义 ,相知 必 有 

fr) =0, f(x) 0, Bf < f,. 

从 而 知 , 对 于 4 中 的 所 有 极 大 幻 ,其 1-1 对 应 地 确定 了 4 上 的 有 乔 
线性 乘法 泛 函 。 再 由 其 取 法 及 f1(x) 一 hrs 且 已 知 Xw 即 为 使 
+— hie 二 0 (mod7) 

的 数 1， 故 有 时 把 廊 (x) 记 为 x(1)。 当 记 4 中 一 切 极 大 幻 的 集 为 
5 时 , 则 x(7) 亡 是 定义 在 2 QQD 上 的 泛 函 数 。 综 上 记述, 可 

归结 为 下 面 的 引 理 : 

引 理 . 设 I 是 可 易 (B)- 代 数 妇 中 的 一 个 极 大 幻 , 则 由 

xx(T)e (mod1) 

所 定义 在 -QD Ga 的 一 切 极 大 幻 之 集 类 ) 上 的 泛 函 满足 关系 

(i) (ox 十 ox) 1) = ox) 十 ooxza(7D)3; 

(ii) xx)T) = x 1) rT), Va, x EMU, a, oa EC; 

Qi) IxCD| lx, e(D)=1; 

(iv) 为 了 x(1) 一 0 必须 且 只 须 有 x El 成立, Vx EM. 

有 了 上 面 的 引 理 ,我 们 就 可 导出 下 面 的 定理 : 

定理 2， 设 x* 是 可 易 (《BJ)- 代 数 世 中 的 任 一 元 。 那 么 ,为 了 * 
在 菇 中 有 逆 , 必 须 且 只 须 x(1) * 0，VTE.3 (4). 

证 . 由 上 面 的 引 理 我 们 知道 , 当 x(1)(= f(x)) 兰 0 时 ,元 
x 攻 TI。 而 当 x(7D 志 0 对 于 任意 1 6.5 均 成 立时 ,此 即 元 * 不 
属于 4 中 的 任何 极 大 幻 。 因此 本 定理 力 是 $7.3 定理 4 的 推理 1 
在 可 易 (B)- 代 数 中 的 直接 结果 . 证 毕 . 

定理 3. 设 * 是 可 易 (8B)- 代 数 4 中 的 元 ,而 14+€C, 那么 ,为 
了 存在 一 个 极 大 幻 1, 使 得 x(1) 一 4 必须 且 只 须 有 126EaGx) 成 
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YY. 
证 . 由 上 面 引 理 中 的 定义 可 知 
x*(1) — i1<>r— se ET E(x — he)(1) 一 0， 
而 由 定理 2 的 等 价 命 题 ,可 知 存在 一 极 大 幻 1, 使 (x 一 4e)(1) 一 
0 <>x 一 he 在世 中 无 逆 . 由 于 x 一 he 在 人 中 无 逆 才 >4Eo(x)， 
改 当 把 上 两 关系 式 结合 起 来 , 即 得 本 定理 结论 . 证 毕 。 
推理 1 对 可 易 (B)- 代 数 中 每 个 元 x, 均 有 


1 
sup {xC7)| = lim llx"l|”. 
IEF(%) hi 


证 . 由 定理 3 可 知 
ox) = {x(1)|1€.F (1)}, 
因而 ,由 $7.4 定理 3 的 推理 3 直接 可 以 推 得 本 推理 结论 .证 毕 ， 
”推理 2。 对 于 可 易 (3)- 代 数 也 来 说 ,根基 即 为 广义 宕 零 元 所 
组 成 的 集 . 
证 . 事实 上 ， 由 定义 知 ，x 属于 根基 e> * 含 在 一 切 极 大 幻 
中 < 之 xz(1) 三 0 (1 E98 (UM))。， 但 由 上 面 推 理 1， 即 知 * 属于 根 
基 <> mx"|” 一 0. 证 毕 . 
定理 4 设 f 是 可 易 (8)- 代 数 4 上 的 非 零 分 配 泛 函 。 那么， 
为 了 f 是 乘法 的 必须 且 只 须 存在 一 个 极 大 幻 1, 使 得 1(x) = x(1)， 
Vx EU ( 且 易 知 , 这 时 必 有 1 了 一 {x|f(x) 一 0}, 上 = 1)， 
证 .1)“<=” 显然 可 由 上 面 的 引 理 得 出 , 且 由 上 面 括号 内 
的 结论 也 同样 可 得 到 . 
2)“ 一 >” 设 f(x) 是 UM 上 非 零 的 乘法 分 配 泛 函 , 我 们 令 
1 = {x|f(x) = 0}. 
由 于 -Vx， y€1, Va, BEC,Yz EU, 有 
f(ax + By) = af(x) + Bl(y) 一 0， 
f(zx) = f(z) * f(x) = 0; 
由 f 站 0( 零 泛 函 ) 是 
jx) = flex) = fe)jx), Vx EU, 
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可 知 jce) 一 1， 如 e 攻 17， 从 而 知 了 力 是 站 的 一 个 幻 。 下 面 我 们 
来 让 明了 是 一 个 极 大 幻 。 反之 , 如 果 有 4 的 男 一 极 大 幻 二, 使 得 
1 冬 1'， 则 必 有 一 元 x。€ 11 这 样 一 来 , 便 有 (xo) 关 0， 从 而 得 
到 

flxo — fx)el = f(x0) — fx) 一 0， 
即 xo 一 f(xo)e €E 1C1I. 由 此 可 导出 
: Xo ao f(xo)e er’, 
f(xo) f(xo) 
此 显然 与 1 是 幻 的 假设 矛盾 ， 

最 后 ， 由 I 是 人 4 的 极 大 幻 及 上 面 引 理 可 知 ,， 存在 女 上 的 有 帘 

线性 乘法 泛 函 x(1)( 二 (x))， 其 满足 
x 三 x(I)e (mod7)， 
内 x 一 x(1)e €1; 因而 ,由 上 和 面 了 的 做 夺 可 得 
jf[x — x(l)el 一 0， 
由 了 Cx) 一 x(7) 对 任何 x E41 成立 ,证 毕 . 

注 2. 定理 4 是 非常 有 趣 的 , 它 告 诉 我 们 , 在 一 个 可 易 (8B)- 
代数 上 定义 的 泛 函 心 只 要 它 是 线性 可 乘 的 , 则 它 必 定 是 有 春 的 ,并 
且 | 州 =1， 

注 3.。 定理 4 也 是 非常 有 用 的 。 因为 它 揭示 了 在 可 易 (B)- 
代数 上 其 线性 乘法 泛 消 与 其 极 大 幻 之 闻 的 一 一 对 应 关系 。 由 此 ， 
我 们 可 以 用 决定 该 代数 上 的 线性 可 乘 泛 函 的 办 法 (分 析 方 法 ) 把 极 
大 幻 ( 理 想 多 代数 问题 ) 找 出 来 . 

”定理 5。 设 x 是 可 易 (B)- 代 数 妇 中 一 个 元 , 又 设 F(X) 是 定 
义 在 区 域 G 中 的 复 解析 了 水 数 ， 这 里 G 汪 o(x), 那么 必 存在 一 元 
y EU, 使 得 


- = 


y(1) = F(x(1)), Vile€.F (1). 
证 ， 由 $7.4 定理 3 知 o(x) 力 是 一 有 界 闭 集 , 因此 在 G 中 存 
在 着 一 条 环绕 o(x) 于 其 内 的 闭 可 度 长 曲线 TT, 且 由 于 TT 位 于 p(x) 
中 , 故 从 $7.4 定理 2 可 知 ,， 对 于 一 切 0ET， 抽 象 函数 (Xe 一 x)-! 
均 是 4 的 连续 函数 ( 强 连续 )。 从 而 由 § 6.5 定理 3 知 , 强 连 续 杨 
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数 FCG)Che 一 z) 一 在 FF 上 可 积 , 因 此 存在 元 《zu, 使 得 


一 二 | FO Ge — ia. 
27x1 JT 


而 由 于 每 个 泛 函 ji(*) 一 x(1) 力 是 连续 的 线性 乘法 泛 函 , 故 对 上 
元 作用 可 得 
hy) 一 二 | F OC) — ple) 1g, 


注意 到 f(e) 一 1, 由 上 即 有 


一 了 F (4) : 
y(7) 7 | 7 CD di, VIé€ 0). 


男 一 方面 ， 由 上 面 定 理 3 可 知 ， 对 每 个 1€ .8 (H), 均 有 x(1) € 
o(x), 从 而 x(7) 均 含 在 曲线 TT 之 内 ， 玫 由 假设 Fi) 是 G 内 的 解 
析 郑 数 及 通常 数值 函数 的 Cauchy 公式 便 可 得 到 


F(rzCD) 一 于 |- 人 dy, Vle FW). 


最 后 ,将 上 面 两 关系 式 结 合 起 来 , 便 可 推出 
y(1) = F(x(1)), Vie€ (1). 


证 毕 。 
(二 ) 

下 面 ,我们 再 对 几 个 常用 的 可 易 《8)- 代 数 把 一 切 极 大 幻 找 出 
定理 6。 为 了 jo 是 C(9) 中 的 极 大 幻 必须 且 只 须 1。== {xlxE€ 
C(Q), x(to) = 0}， 其 中 ， fo 是 238 上 的 某 一 给 定点 。 

证 . ”< 二 ” 在 $7.3 定义 3 后 的 例 2 中 已 经 给 出 . 

“一 >>” 设 了 ,是 C(0) 的 极 大 幻 。 反 之 ，YiE9, 3x € 1o, 使 
rx:(?) 志 0。 那么 由 于 x*(s) 是 的 连续 函数 ， 故 知 必 存在 的 一 
个 邻 域 UTC)， 使 得 Yse U(?), 一 致 地 有 


xi) 
|x.Cs) | > 2 


> 0, (1) 
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由 于 上 述 {U(z)1z€ 0} 万 是 2 的 一 组 开 复 盖 , 故 由 & 是 紧 的 “(T2) 
型 ”空间 及 Borel-Lebesgue 定理 可 知 ， 在 9 上 存在 有 穷 多 个 点 三 ， 


zt 使 得 9 一 UTC 今 做 陆 数 
k=1 


xot) = DD) rb) xD 一 ix VieQ. (2) 
k=1 


k=1 
由 于 x € os x E C(O CR =— 1,2, “VD 故 由 7 是 幻 ， 可 知 
Xo€ 1 另 一 方面 ， 由 上 面 (1)， (2) 式 还 知 


4 | > 0; VieoQn. 
2 


Xol?) 之 min 
FA 


改 知 zx 在 C(Q8) 中 有 逆 
NI 
To (2) rz) 


存在 ， 而 由 前 面 定理 2 及 其 引 理 可 知 , 此 显然 与 x, 是 极 大 幻 1, 的 
元 矛盾 。 证 毕 . 
下 面 我 们 用 另 一 种 方法 求 出 4 的 极 大 幻 : 
定理 7. 为 了 1 是 4 的 极 大 幻 必 须 且 只 须 
l= {x|x€ A,x(h) = 0}, 
其 中 心 是 某 一 满足 | 和 | 委 1 的 复数 . 
证 ， 定理 的 充分 性 命题 是 明显 的 , 它 完全 与 $7.3 定义 3 的 例 
2 类 似 。 下 面 我 们 仅 证 明 它 的 必要 性 。 设 1, 是 4 的 某 一 极 大 幻 ， 
记 是 如 同 前 面 导出 引 理 时 所 确定 的 有 界线 性 乘法 泛 通 .。 由 于 元 
414€ 4(《 复 平面 单位 加 上 和 恒 取 % 的 涡 数 ), 故 可 令 
万 (72) 二 4 
和 而且 由 于 |f1C2) | < 上 和 sup |4| 一 1, 改 知 | 和 | 二 1; 又 由 于 


刀 的 乘法 性 ， 故 有 
1 = [fr (4)]” 一 他， 
另外 由 太 的 分 配 性 , 知 对 一 切 复 多 项 式 p,《4), 均 亦 有 
fi (prt)) 一 pa (fi (4)) = palho). 
最 后 注意 到 多 项 式 在 4 中 是 稠 的 ,从 而 由 九 的 连续 性 可 得 Vx € 4， 
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VE 避 


均 有 
fr (x)) = x(fr C4)) 人 x ho)s 
也 即 
x(10) 一 xz(1o)， Vre4， 
面 由 沁 珊 访 的 定义 及 定理 4 可 推 得 
x €1,<>x(10) — 0<>r(h) 一 0， 
也 即 : 
lo= {x|x€ A,x(h,) = 0}, 
其 中 je 是 某 一 满足 11o| 委 1 的 复数 。 证 毕 . 
定理 8。 为 了 1。 是 WW 的 极 大 急 必 须 且 只 须 
lo= {xlxEW,x(t) = 0}, 
其 中 to。€E [一 x, x] 是 某 一 实数 . 
证 .1)“ < 二 ” 设 已 知 有 某 一 实数 fo €E[ 一 x, x] 和 集 
: lo= {rlx€W,x(21) = 0}, 
现 做 矿 上 一 泛 函 ， 
/1(x) 一 PD) Ee, yz 一 DD) be EW. 


二 一 闻 二 一 起 


显然 , f 是 W 上 的 非 零 的 有 界线 性 沁 函 , 且 范 数 <1, 又 由 
之 Ek Ci0 . 2 Wane ”0 一 2 (5 Ex czjo ， 


还 知 了 是 乘法 泛 纯 .因此 由 上 面 定理 4 可 知 , 必 存 在 一 极 大 幻 1， 
使 得 
(x) = x(1), vx EW. 
但 这 时 ,由 
: 4 EI <>1(x) 一 0 所 一 > Ee "io -一 0 <=> x (#0) — 0， 


天 二 一 的 


故 可 得 出 加 是 丈 的 极 大 幻 . 
2)“- 全 ” 设 1 是 灰 的 某 一 极 大 幻 ,， 设 
RCD 一 Jo(x)(=x(1,)) 
乃 是 由 极 大 幻 1 所 确定 的 W 上 汇 数 为 1 的 有 界线 性 乘法 泛 阴 . 令 


。 486 « 


1 (e7) 一 ao. 
由 于 了 范 数 为 1， 故 有 Ii《e” | 委 首 中 一 1 即 知 le 委 1!1 但 


由 如 的 乘法 性 ,又 有 加 Ce- 一 所 (三 ) ~ 土 , 便 推 得 
< Walle = 1 
do 


即 |a| 宇 1。 与 上 面 的 结果 结合 起 来 , 即 得 到 |ao| 一 1, 因而 存在 
一 数 me [一 *，z]， 使 得 o 一 ce%， 当 再 利用 到 fi 的 分 配 性 、 乘 法 


fl 之 ， Se 一 之 Efi Ce™’) 
一 2 lfile = DD) en, 


nn 二 —1h = 


最 后 ,利用 fi 的 连续 性 , 对 任意 x 一 》，5,e"”', 可 推 得 


大 一 一 后 


fi, (x) 一 > &a [fi Ce) = 2 Ene' "0, 


半 二 一 尼 荐 三 一 到 


即 
x(10) 一 >， ge" WYxEW. 


并 二 一 忆 


而 当 注 意 到 沁 函 jf,(x) 一 x(1o) 的 性 质 时 , 则 有 下 面 等 价 的 关系 


xz 6E 1o<>x(1) = 0<> >》 be mm 0€>x(t) = 0, 


检 二 一 必 


也 即 导 出 1 一 {x|x€ W ,x(1) 一 01}, 其 中 加 是 [一 rz] 上 的 某 
一 实数 ,证 毕 ， : 

利用 上 面 定理 8 我 们 就 可 直接 导出 关于 绝对 收敛 的 Fourier 
级 数 的 两 个 推理 : 


推理 1(Wiener 定理 ). 为 了 对 于 级 数 3 ce (其 中 ， 


二 


sl < +t) 可 以 找到 男 一 个 级 数 并 we 使 


苦 运 一 好 
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2 [na | ~ 十 00， 


关 三 一 党 


且 
Se 1 Vie[—x, zx]. 


必须 且 只 须 函 数 x(z) 一 》， swe”!' 在 [一 x, x] 中 均 不 为 零 . 


二 一 性 


注 4。 上 面 的 推理 1 即 说 如 果 定 义 在 [一 =，z*] 上 的 函数 x(z) 
具有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 ,并且 在 区 间 上 均 有 x(z) 失 0， 那 


5 也 必 具 有 绝对 收敛 的 Fourier 级 数 . 


推理 2。 设 函 数 *(2) 的 Fourier 级 数 绝 对 收敛 ,有 旦 x(z) 的 值 
位 于 复 平面 中 圆 |4 一 1 二 p 中 ， 又 设 2) 旋 是 在 这 个 贺 内 正 
则 的 复 变 函 数 , 那 么 ,函数 f(x(#)) 的 Fourier 级 数 也 绝对 收 化. 


(三 ) 
注 5 函数 空间 C(9)，4 或 者 WW《 类 似 可 知 D,,，V" 亦 是 ) 
所 组 成 的 可 易 〈B3)-~ 代 数 ， 其 所 有 的 极 大 幻 的 全 体 (4) 与 孜 数 
空间 中 元 素 的 定义 域 一 一 对 应 : 
1 <> 71， Vt EM 元 的 定义 域 . 


么 ， 


从 而 推 知 : 
1°. 对 于 上 述 函 数 空 间 所 组 成 的 可 易 〈B)- 代 数 恒 有 
Xt) = 7x), Vr EU(I, EF (0)). 
2°. 上 述 的 函数 空间 均 是 “ 半 单 纯 ” 可 易 (8)- 代 数 ( 零 根 基 的 
可 易 (8B)- 代 数 ). 


习 题 


1. 试 证 明 ; 在 可 易 (8)- 代 数 中 , 广义 图 零 元 的 线性 组 合 及 其 极限 元 亦 
是 广义 惟 零 元 . 

2， 试 证 明 在 $7.4 习题 5 的 (8B)- 代 数 [0,1] 中 的 元 均 为 (8)- 代 数 
L,[0，1 1] 的 广义 寡 零 元 (这 种 代数 称 为 " 根 环 )。 


。 488 。 


3. 如 果 LI 0。1] 是 如 上 定义 乘法 的 (3)- 代 数 , 试 证 明 方程 
z(t) = a(t)+ 4 | a(t — T)x(T)dr, 

其 中 ,复数 4 关 0, 函数 a0)€ Li[0, 11, 在 5'[0,1] 均 有 了 唯一 解 ， 

4. 直接 由 本 节 定 理 4 证 明定 理 6. 

5。 试 证 骨 本 节 定 理 8 后 面 的 推理 1 和 推理 2?。 

6. 试 证 明 , 为 了 泛 隐 fo€ (Cc(9))*, 是 由 5(9) 的 某 一 极 大 幻 1 决定 的 : 
六 二 Jf1,> 必须 且 只 须 存在 一 点 ao€ 9， 使 得 

fo(x) = x(t), VxE€E CCQ9), 
7. 找 出 可 易 (8B)- 代 数 D; 的 所 有 极 大 幻 ， 
8. 找 出 可 易 (8)- 代 数 Ze 的 所 有 极 大 幻 。 


$7.6. 半 单 纯 可 易 《8)- 代 数 中 代数 结构 与 
拓扑 结构 的 关系 


(一 ) 


本 节 ,我 们 要 对 半 单 纯 的 可 易 〈B)- 代 数 得 到 一 个 非常 有 趣 的 
命题 , 即 从 它们 的 “代数 同 构 ” 关 系 ( 没 有 达 和 寂 到 “ 范 的 性 质 , 且 也 
没 牵 水 到 其 "拓扑 "的 性 质 ) 可 以 导 得 它们 是 -拓扑 同 肥 的 ， 

首先 ,我 们 先 给 出 一 个 引 理 : 

引 理 1。 如 果 孔 ,4, 均 是 可 易 代 数 ,而 妇 又 代数 同 构 于 卫 内 
的 某 一 子 集 巩 ， 那 么 , 4 亦 是 代数 ,日 对 于 任意 的 1€.F8 (出 ), 均 
有 了 nn 下 ED) 此 外 ,如 果 忒 ， 卫 均 是 可 易 〈《B)-~ 代 数 时 ， 则 
必 有 

I(x) = CINW)Cx), Vx € yy. 

证 .下面 我 们 分 别 证 明定 理 的 结论 : 

1) 2 亦 是 代数 . 〈 留 作 习 题 请 读者 自己 证 明 .) 

2) 对 任意 76.2(u)， 有 TN 地 EE (她 )。 事实 上 , 这 是 容 
多 验证 的 ,因为 隐 中 的 集 70 耻 满足 下 面 极 大 幻 的 定义 条 件 

i. Vx, ycE7n 下 Va, Bp EEC, Vs 由 于 是 代数 ， 故 有 
ax +- By,xz El 地 ; 义 由 于 I 是 幻 ; 故 还 有 azx 十 by,xz cy 从 而 推出 
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ox 二 By€EINW, xz ETNW. 
i 由 于 e&1, 故 e&7TN 红 ,从 而 即 7 人 开关 世 , 
证- 反之 ， 如 ITN 村 & (UW)， 则 有 好 一 板 大 幻 1 ", 使 7 
六 和 所 19。 今 取 元 we EIN ,由 1€. 了 (WW), 从 $7.5 引 理 知 : x*-(17) 
六 0，x"(I)e 一 x*€1， 故 由 设 可 知 x"(1)e 一 XE1TN C7， 
xyo(7)e Oo— x x 0 0 日 
从 而 导出 。 一 二 em， 而 此 显然 与 1， 是 ( 极 
大 ) 幻 的 假设 矛盾 . 
3) 对 任意 16e.2(u)， 恒 有 1Cx') 一 (人形 )Gz)，VYxr 
.这 也 是 明显 的 ,由 于 按 $ 7.5 中 上 述 泛 函 的 定义 : 
1(x) = f(x), VYxreEti 
(TNUDCx) = frsuo (x), Vr EW. 
由 此 可 知 , Vx € 由 Cl 分 别 有 
x f(x )e El1, 2 一 finulx)e Ei1NMmcL, 
因而 由 了 是 幻 , 把 上 两 元 相 减 ,有 
(fi(x°) 一 finaglx) le €l, 


从 而 有 
fi(x) 一 finus(x) 一 0， 
也 即 导 出 
f(r) 一 jnaokx) ， Vx € lh. 
证 毕 . 


定理 1.。 假设 册 是 一 个 半 单 纯 可 易 代数 ,而 出 Cb 为 其 内 一 
子 代数 ;又 设 落 对 于 范 上 :上 ,, 机 对 于 范 上 :由 分 别 均 构 成 可 易 (8B)- 
代数 ,那么 ,对 于 任意 {zCu， 只 要 tx 按 忒 中 的 范 数 收 敛 , 则 
其 必 也 按 区 中 的 范 数 收 敛 . 
证 ， 在 起 中 重新 引 人 范 数 
xll = max Czl|,, | zl， Vx €, 

容易 验证 上 x 确 是 册 上 的 范 数 ,下 面 证 明志 对 于 上 面 范 数 |z|| 亦 
是 完备 的 .事实 上 ,如 果 设 元 列 {z。jCt， 满 足 

es 一 xz 中 一 0 (n,m— 0%), 


那么 ,由 定义 有 
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| 一 zl > 0 | 一 xzo 人 一 0 (n,m—> 0). 
从 而 由 可 易 《B)- 代 数 机 ，W 的 完备 性 可 知 ， 必 存在 元 * € 山 ， 
x EU,， 使 得 

zs, CO— x >0, lx —x ~>0 (一 oo). 
但 这 时 ,对 于 任意 下 中 的 极 大 幻 1€E.F8( 贡 4), 由 $7.5 中 所 定义 的 
泛 背 (x) 一 Txz)GCYxzed)， 必 有 
IfiCxn) — lx)| 一 | 六 Cr — x )|e | >， 一 x | 一 0 
(一 co). 
田 一 方面 , 由 上 面 引 理 知 ,此 时 必 有 17ne.2 于 (aa)， 故 类 似 亦 有 
|finu, Cxa) 一 finu, Cx) | [fina, (xn 一 2 1) 
私 |z 一 zi 一 0 一 co). 
但 由 上 面 {x,}CUCUW 及 引 理 还 可 得 到 
fi(x,) 一 finu,Cx») (n = 1,2,.: - ). 
于 是 ,注意 到 上 面 两 关系 式 ,由 极限 的 唯一 性 可 推 得 
fiCx”) 一 finu, Cx' ). 
和 而 当 把 x '&€ 4 视 为 贡 的 元 时 ,由 于 fina《x) = 二 Ji(x'), 因此 ,以 上 
等 价 于 V1 EF@( 册 ), 均 有 f(x”) 一 所 (x), 即 f(x” 一 xx) 一 0， 
V1IE€ 8 (出 )， 最 后 注意 到 上 式 表 示 山中 的 元 x” 一 x' 是 属于 区， 
的 所 有 极 大 幻 , 即 属于 1 的 根基 ， 然 而 由 假设 二 的 根基 = {6}， 
推 得 ”一 x' 1, 从 而 导出 
x 一 xl = max Clxs 一 xi， fxs 一 zl) 一 0 (n -> 0%). 
即 4 按 范 上 xl 亦 是 完备 的 . 
由 上 面 的 结论 及 假设 可 知 ， 芒 按 范 数 ‖*l, 和 zl 均 构 成 

Banach 空间 , 且 这 两 个 范 数 满足 条 件 

x 筷 上 zi， Yrx Eu. 
从 而 由 $ 5.2 推理 4 知 , 必 亦 存在 一 正常 数 8, 使 得 有 

[x < Bllzxll, Vx eu. 
而 由 jixf| 的 定义 当然 有 

xj: < plxj, Vx €u, 
此 即 可 推 得 本 定理 结论 。 证 毕 . 


注 1. 如 果 上 述 刀 CI 中 妃 按 范 上 :| 中; 亦 成 可 易 (8)- 代 数 ， 
那么 ,在 切中 范 上 :中 与 范 上 :上 ;是 拓扑 等 价 的 . 

注 2 可 证 明 在 上 面 定理 1 中 , 4 按 新 范 数 “j"i” 亦 构成 一 
个 满足 乘法 不 等 式 的 可 易 (8)- 代 数 . 

由 上 面 的 定理 ,我 们 可 以 得 到 下 面 几 个 推论 : 

推理 1.。 如 果 在 上 面 定 理 1 中 , 仅 在 “代数 同 构 ”的 意义 下 有 
UCu,, 那么 定理 亦 真 . 

推理 2.。 任意 两 个 半 单 纯 的 可 易 《8)- 代 数 均 可 由 它们 代数 
同 构 导 出 它们 是 拓扑 同 胚 的 . 

推理 3. 对 于 任意 的 半 单 纯 可 易 《8)- 代 数 , 凡 使 其 仍 保持 为 
可 易 (8)- 代 数 的 任意 “ 改 范 ”变换 均 是 连续 变换 . 

(二 ) 

在 本 节 最 后 ,作为 上 面 定理 1 的 应 用 ,我 们 再 给 出 一 个 关于 函 
数 代 数 “ 不 可 赋 范 ”的 有 趣 的 定理 ,为 此 ,我 们 先 引出 下 面 的 引 理 . 

引 理 2。 设 4 是 由 [0.1] 上 的 某 些 无 穷 次 可 微 的 函数 按 通 
凋 的 运算 及 某 一 范 数 所 组 成 的 可 易 《B3)- 代 数 ， 那 么 , 在 4 上 定义 
的 任意 阶 微分 算 子 A,， 

Ans(Cx) 一 xz (iD Vx EU; 
均 有 A, € EC (2 一 1，2，……). 

证 .首先 ,对 于 任意 的 自然 数 >， 由 57.1 节 中 所 设 的 Banach 
代数 D, 的 定义 我 们 可 知 , 均 有 UCD，. 

其 次 ， 在 $7.5 节 的 (三 ) 中 已 经 指出 ，D， 均 是 半 单 纯 可 易 的 
Banach 代数 《Vn 一 1,2,"…), 故 利用 本 节 定 理 1 中 的 证 明 结 果 ， 
我 们 可 知 ， 对 任意 自然 数 w, 均 存在 正 数 8,, 使 得 4 与 D, 间 的 
范 数 有 下 面 的 关系 式 

zllp, < 8sllzxll, vx€u. 

此 外 , 当 我 们 注意 到 $7.1 节 中 D; 的 范 数 定义 时 ,从 上 式 我 们 
则 可 导出 : 1 中 元 列 的 按 范 外 | 收敛 必定 草 衣 着 该 元 列 的 各 不 阶 
(0 委 & 私 2) 导数 的 一 致 收 化 于 是 ,我们 用 类 似 于 前 面 $ 5.1 节 
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方法 ,不 难 验 证 中 的 任意 = 阶 微分 算 子 4。 均 为 闭 线 性 算 子 . 
最 后 ,直接 由 闭 图 象 定理 可 导出 ,对 任意 ,4。 均 为 有 界线 性 
算 子 ， 也 即 有 4,€ CE(WD)(n 一 1,2,……)。 证 毕 . 
利用 上 面 引 理 2， 我 们 就 可 得 到 下 面 关 于 一 个 代数 “不 可 贼 
范 " 成 为 (8B)- 代 数 的 命题 : 
定理 2。 设 Ds。 是 10,1] 上 “所 有 无穷 次 可 微 的 函数 按 通 常 
运算 所 组 成 的 代数 ， 那 么 Dw 不 能 赋 以 某 个 范 数 使 其 成 为 Banach 
代数 . 
证 . 反之， 如 果 可 以 赋予 某 个 范 数 使 得 D。 成 为 Banach 代 
数 ，。 那 么 ,由 轿 数 通常 的 乘法 运算 可 知 Du 构成 了 一 个 可 易 (8B)- 
代数 . 从 而 由 上 面 引 理 2 可 知 , 任意 7 阶 微分 算 子 A,, 均 有 A, € 
E(Dwm)。 并 且 ， 由 前 面 定理 1 及 引 理 2 我 们 还 知 ， 存 在 正 数列 
{6。}， 使 得 
4.(x) | < BrllA, Cx) | z (nn — 1],2,.. * )。 
从 而 有 
vere [x ~ os ADC)) < N46), (1) 
<p,lA,llzl Ca = 1,2,..:) 
现 作 一 自然 数 子 列 {《,}， 使 其 满足 
Rs = 1， 
ko — Ra > nprllA,ll Cn = 1,2,...); 
并 在 [0,1] 上 作 一 函数 y,(z)， 使 


yolt) 一 >，aketri Vie [0,1], 
二 1 
i. * 一 一 a SS 
其中 ,ek 一 55， 当 kf < 一 和 时 (一 1,2，...)。 容易 


验证 ,对 yx(z) 的 逐 项 任意 阶 导数 后 所 成 的 级 数 在 [0, 1] 上 乃 是 绝 
对 一 致 收敛 的 (可 以 由 与 Dirichlet 级 数 2; 点 比较 得 知 )， 改 知 


yolz) 在 [0, 1] 上 是 无 穷 次 可 微 的 函数 ， 从 而 即 知 六 ED。。 故 其 仍 
满足 (1) 式 ,特别 有 
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(1) (#9) 
1y”(C0)| 到 ax 1 BA, llyoll 


(n= 1,2,...). (2) 
但 男 一 方面 由 直接 计算 ,注意 到 a4 和 的 假设 可 推 得 。 


jy = b> axC2zki)" | 一 > cl2zh"| 


Ri! tpl! 


之 > xk)” = 1 2xhk)" 
之 ar(2zk) 之 CRY (2xk) 


= Rti — kn > np 上 4,|| (n= 1,2,...)., 
此 式 显 然 与 上 面 (2) 式 矛 盾 . 证 毕 . 


习 题 
1. 试 证 明 与 一 个 “代数 同 构 ” 的 集 仍 构成 代数 . 
2. 试 证 明 与 一 个 Banach “代数 同 构 ” 的 集 仍 是 Banach 代数 ， 
3. 试 证 明 本 节 注 1, 注 2. 
4. 试 证 有 明 本 节 定 埋 1 后 面 的 三 个 推理 。 
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附录 关于 拓扑 线性 空间 的 一 些 基本 性 质 


为 了 寻求 一 个 线性 空间 构成 “ 赋 准 范 ” 线性 空间 及 “ 赋 范 ”线性 空间 的 等 
价 条 件 , 这 里 , 我 们 介绍 关于 拓扑 线性 空间 的 一 些 基本 性 质 ， 

定义 1. 我 们 称 一 个 线性 空间 E 为 拓扑 线性 空间 ， 是 指 EE 中 存在 一 组 
于 集 遇 == {U0}, 称 为 8 的 邻 域 族 ,使 其 满足 

(Gi) OG€U, YU El; 

(ii) V+,30, rx, € EE、 3U,€ ,使 得 *, UU,: 

(iii) YU,, VU,€ ,3U0,€ ,使 得 U;CU,NDU,: 

(iy) YU,E U1,3U0,€ 4, 使 得 DZ 十 UV,CU,; 

(v) YU,E 11，3a7:E MU， 使 得 一 0;CU,。 此 外 ，YVx 关 9, x&€ EE， 我 们 称 
= {x 十 UIUE MD) 为 点 x 的 邻 域 族 . 

注 1. 这 里 我 们 必须 指出 ， 从 上 面 定义 1 中 的 Gv) 我 们 可 以 得 到 一 个 
更 一 般 的 结果 : 对 任意 领域 UCM 及 自然 数 #, 均 可 找到 一 个 邻 域 VEU, 使 
得 

V+V+i+i...+vVcd. 
~ 

事实 上 ， 直 接 从 定义 1 中 的 (iv), 我 们 由 归纳 法 容易 证 明 此 结论 对 于 
二 2% 太一 1,2,.…) 必 蚌 正 确 的 .而 当 再 注意 到 令 域 性 质 : 了 + 6CV+V 
时 ,我 们 则 知 , 如 果 . 上 式 对 # 成 立 , 必 也 对 (x 一 1) 成 六。 从 而 立即 导出 上 面 
所 需 结 论 . 

定义 2， 设 E,E,, E, 均 为 拓扑 线性 空间 , 2 为 从 “ 积 空 间 ”E, x E, 到 EE 
内 的 一 个 映 象 我们 称 9 在 点 (*。，, yo)€ EXE, 是 连续 的 ， 是 指 对 于 gp[(*o， 
yo)] 一 z 的 任何 一 个 邻 域 ws 而 言 ， 必 存在 2 的 一 个 邻 域 0 和 y 的 一 个 
邻 域 0, ， 使 得 只 要 *E DEV ， 则 就 有 pf[(x,y)]€ UU,. 

有 了 上 面 的 定义 ,我 们 就 可 得 到 关于 拓扑 线性 空间 的 下 面 基本 性 质 : 

定理 1. 在 拓扑 线性 空间 下 中 ,yx， ycEE xx 十》 是 (xy) 的 二 元 连续 
有 映 象 ， 

证 . 取 含 * 十 3 的 任 一 令 域 ，Ux3y 一 < 十 7 十 DIEt。 那 么 ,由 
上 面 定义 1 的 (iv), 可 知 : 必 存 在 一 令 域 Ce 4, 使 得 0, + UCU,。 从 而 
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可 导出 
(* 士 Da) 十 (7 十 D) 一 xy 二 DT+TDCxr+y 二 D， 
注意 到 x 二 D 为 zx 的 一 个 邻 域 27y 十 0; 为 了 的 一 个 邻 域 2 因而 我 们 
则 可 得 到 
Us + Uy TC UY 

也 即 * 十 上 是 (x、y) 的 二 元 连续 函数 .证 毕 . 

定理 2. 在 拓扑 线性 空间 E 中 ,VYx€ E， Va€ KR, 为 了 ax 是 (ga,*) 的 
二 元 连续 了 映 象 , 必 须 且 只 须 下 满足 

(i) YxE FE。Y( 邻 域 ) UE MU, 3a€ KK, 使 得 x€ aU; 

(ii) Y ( 邻 域 ) IC EU aU0,€ 4, 使 得 当 |x| 和 1 时 ,就 有 cD7:CD。 

证 . 必要 性 . 首先 ,我 们 有 0 = 二 0，xE€0， 而 当 x 关 08 时， 由 设 axr 在 
(0, x) 的 连续 性 ,还 知 Y( 邻 域 ) 7。 38>>0, 使 得 当 0<|86|<s 时 ,有 6x€E UU); 


从 而 有 x€ 启 0。 也 即 导出 了 所 需 条 件 (i). 


其 次 ,同样 由 在 xx 为 二 元 连续 映 象 的 假设 , 我 们 对 邻 域 0,, 必 可 定 出 正 
数 & 及 邻 域 0;, 使 得 当 iB8|<s 时 ,就 有 BU,CU,. 


最 后 ,我 们 由 定理 的 假设 可 知 当 a 关 0 时 ,* ax 与 * ”二 * 两 互 遂 映 


象 都 是 连续 的 ; 也 即 x = ax 是 一 个 “ 同 胚 * 映 象 ， 从 而 不 难看 出 其 拓扑 性 质 
不 变 ， 由 此 则 知 当 Ui EU 时 , 必 有 eU;e MU， 令 U0, = s02 那么 , 当 la|<1， 
*e aU, 时 , 则 有 * 《aeUi, 而 由 |ae|<<s, 及 上 眉 结 果 , 可 知 必 有 *E€ V1,， 了 也 
即 证 得 定理 的 条 件 (ii)。 

克 分 性 。 首 先 ,由 上 面 定理 1 我 们 已 知 * + y 是 一 个 连续 映 象 ,因此 ,为 
证 cz 是 一 个 连续 映 象 ,注意 到 

cx 一 coxo 一 《ea 一 Co ) 革 十 cofz 一 xzo) 

我 们 只 要 证 明 wox 在 * = 9 的 连续 性 ,以 及 ax 在 (0, *。) 的 (二 元 ) 连 续 性 就 
可 以 了 . 

下 面 ， 我 们 先 证 明 wz 在 * = 9 的 连续 性 。 事实 上 ， 由 定理 2 的 条 件 
(ii) ;我 们 不 妨 设 wo> 0(w。 = 0 命题 是 显然 的 ) ,这 时 ,由 于 wo = [ww] + (eo) 
([co];,(co) 分 别 为 oo 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 ), 因 此 ,由 注 1 可知 , Y( 邻 域 )0 
EU, a ( 邻 域 ) VE 1 使 得 


V+tV+:.. + VeU. 


[ag]t+!1 个 一 一 
再 由 本 定理 的 假设 条 件 〈ii)， 我 们 又 知 卫 ( 邻 域 ) W€ MU， 使 得 当 ]x| 专 1 时， 
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有 aWCU。 这样 一 来 ,我们 可 导出 
ooWw = {rl + (Cad)}wE[To w+ Ca)We[olr+v 
C 了 上 十 …， 十 下 CO 


\ 一 [cg0] 十 上 个- 


下 面 , 证 明 xzx 在 (0, ro) 的 (二 元 ) 连 续 性 。 事实 上 , YU,€ 1 由 定义 1 
性 质 (iv) 可 知 , 37:E M, 使 得 Us + UV;CU,。 而 对 于 这 个 令 域 03 而 言 , 由 定 
理 条 件 (让) 可知 , 37:E UU, 使 得 当 |a| 筷 1 时 ,有 <D:CD:。 于 是 ,对 此 邻 域 
V,, 由 定理 条 件 (i) 还 知 38€ K, 使 得 me BU,。 于 是 ,Ya € KK, 只 要 


1 
ou| 号 -一 一 
el < Tay 


由 于 |a86|<1, la| 志 1, 故 由 上 面 50, 的 取 法 ,我 们 可 导出 
xfxo + UCTapBU, + aUCU;, + UCU 


也 即 xx 在 (0, xo) 点 是 连续 的 。 证 毕 . 

下 面 , 我 们 给 出 拓扑 线性 空间 构成 “ 赋 准 范 ” 线性 空间 的 等 价 条 件 。 为 
此 ,我 们 先 给 出 一 个 定义 ;: 

定义 3. 如 果 拓扑 (线性 ) 空间 中 点 * 的 “基本 ” 邻 域 组 ( 即 > 的 其 它 邻 
域 均 可 由 其 一 些 集 的 “并 ”所 组 成 ) U 是 由 可 数 个 邻 域 {x + 0。} 所 组 成 , 则 
我 们 称 它 是 满足 Hausdorff 第 一 可 数 公理 的 . 

有 了 上 面 的 定义 ,我 们 就 可 给 出 下 面 的 定理 ， 

定理 3. ”为 了 拓扑 线性 空间 E 成 为 一 个 “ 赋 准 范 ” 线 性 空间 ,必须 且 只 
须 其 满足 定理 2 中 两 条 件 ,以 及 Hausdorff 第 一 可 数 公理 ， 

证 . 定理 的 必要 性 是 显然 的 。 下 面 仅 证 明 其 充分 性 。 首先 , 我 们 假设 
E 中 满足 Hausdorff 第 一 可 数 公理 的 〈8 点 的 ) 邻 域 为 了 一 {psj> = 0, 1， 
2,"… "}, 且 不 妨 设 其 均 为 开 集 (我 们 不 准备 从 拓扑 的 定义 来 详细 叙说 ， 因 此 ， 
对 于 没 学 过 拓扑 空间 一 般 知 识 的 读者 来 说 ,完全 可 以 把 此 “ 开 集 ”类 作为 实 变 
活 数 论 中 渍 足 条 件 : 对 有 穷 个 “ 交 ” 及 无 穷 个 “并 ”的 运算 均 封闭 的 一 些 集合 
(包括 空 集 4 与 全 空间 E) 的 全 体 来 对 待 就 可 以 了 )。 

其 次 ,我 们 令 

U, 一 

然后 ,由 定义 1 的 (iv)， 则 知 , 必 存在 ZE 也 , 使 得 了 + VcU,; 而 又 由 那里 的 
(iii)， 我 们 又 知 , 存在 一 中 Ell, 使 得 吧 cznr。 注 意 到 定理 2 必要 性 证 
明 中 所 用 知识 ， 此 时 必 亦 有 一 8€ 妇 。 因而， 由 定义 1 的 (iii) 可 知 ， 对 于 
Bn (一 中 ) 而 言 , 必 有 一 邻 域 wine U1, 使 其 满足 VC Bnn( 一 吕 ), 从 而 
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Ud+ UCtCB+ Wer + vcd,, . 
DC 中 性 P， 
—U,: = Us, 
类 似 地 ,用 归纳 法 可 得 到 一 列 邻 域 {ys*}, 使 其 满足 
Dian 十 LieCDiazn-i UprCVe, 一 Di 一 Tom。 
然后 ,我们 再 (如 二 进位 小 数 定义 有 理 数 的 方法 定义 下 标 从 而 ?定义 出 所 
有 以 有 理 数 为 下 标的 邻 域 ， 
Usm4i/2r 一 Um2n-i 十 Usn = ，。 
(U, 一 E, 当 有 理 数 + > 1 时 ), 
此 时 ,用 归纳 法 ,我 们 不 难 证 明 当 1 二 *，《<2" 时 , 有 
LA/ 十 Ur /an CC UREA'/2™ (n 一 1， 2>， ” - )。 
最 后 ,定义 
ja 二 人 ¢§U,,*€E}, 当 * #9 时 ; 
0， 当 zx 一 9 时 
《其 中 , > 为 [0:1] 间 的 有 理 数 ) .那么 ,由 上 面 所 设 QinCpe(z 一 12 …)。 
我 们 不 难得 到 准 范 定义 中 的 性 质 (DIE 二 0 x* = 09. 由 U, 寺 UCU,+rr 
(rs > 均 正 有 理 数 ) 我 们 不 难得 到 准 范 定义 中 的 性 质 Gi)llzx 十 y| 志 | 十] 时. 
由 一 V1zr 一 Ujzr 我 们 又 可 得 到 lzl = 1 一 xj， 注意 到 前 面 定理 2 的 结果 ， 
我 们 也 不 难 导 出 lim leas 一 0 和 lim jaxsj 二 0。 从 而 也 即 导出 了 上 面 的 
“上 的确 为 一 准 范 数 。 (并且 ,我 们 由 
lx <r—>x€EUV,; x€EU,—>lr| 7 < 
显然 可 知 由 此 准 范 数 所 定义 的 拓扑 结构 与 原 拓 扑 结构 是 等 价 的 )。 证 毕 . 
为 了 导出 拓扑 线性 空间 构成 赋 范 线性 空间 的 等 价 条 件 ,我 们 先 给 出 一 个 
关于 有 界 集 的 定义 : 
定义 4. 我 们 称 拓扑 线性 空间 E 中 的 集 B 是 有 界 的 ,是 指 ，V《 邻 域 )U 
ell，3” (自然 数 )， 使 得 vee C 只 要 |s| < 工 , 就 有 “BCD， 


定理 4. 为 了 拓扑 线性 空间 E 成 为 一 个 “ 斌 范 ”线性 空间 ,必须 且 只 须 存 
在 一 个 邻 域 0.€ 1 使 其 满足 

(i) 当 1a| = 1 时 , 20。 = Uo; (“对 称 ”) 

(ii) 上 是 有 界 ( 开 ) 集 ; 

(ii) zu 是 凸 集 . 
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证 . 定理 的 必要 性 是 明显 的 ， 生 当 E 为 赋 范 线性 空间 时 ， 我 们 只 要 令 
Uo 一 {zjjzj< 1, x€ E} 则 为 所 求 。 下面 证 明 其 充分 性 . 

首先 ,我 们 做 {aU61a>0}; 然 后 ,证 明 {aUola>0} 与 妆 是 等 价 的 ， 事 实 
上 , 当 设 0 <a<1 了 时 , 如 果 x€ aU。6， 则 有 元 yo€ Uo, 使 得 x = wys。。 于 是 ， 
由 x 二 ayo。+ (1 一 x“)9， 故 由 定理 假设 条 件 《〈iii) 可 知 x€ Vo， 从 而 还 可 知 
aUoC Uo。( 比 上 面 定理 2 中 条 件 (i) 特殊 )。 这 样 一 来 , Y86> 0， 当 我 们 取 一 
自然 数 ”使 得 6> 1/2 时 ,反复 用 前 面 定义 1 的 (iv), 可 得 到 一 邻 域 VE 4， 
使 得 


2 所 六 十 .十 VCU. 


\— 1 人 个、 


因而 利用 上 面 的 结果 (注意 (去 /8) UV。c Uv) 我们 可 得 


VC 去 UoCBU,. 


另 一 方面 ,从 UV 的 有 和 鄙 性 假设 可 知 Y(《 令 域 )VE MU, 3aE C, 使 得 aUoCC 
”。 此 即 得 出 所 需 结论 ， 
其 次 ,我 们 定义 
xl = sup {BIx ¢ BU}, VxE€E. 
那么 ,我 们 显然 有 
lz < w 一 > x€EaU,, x€EaU, -全 a Sa (< oa). 


从 而 知 此 定义 的 拓扑 结构 与 原 拓扑 结构 是 等 价 的 . 

最 后 ， 由 上 段 所 得 结果 及 定理 假设 条 件 〈iii)，(i) 不 难 验 证 上 面 定 义 的 
了 "所 的 确 满足 范 数 定义 的 三 条 性质 ， 证 毕 。 

推理 ， 空间 ZL?[0, 1!] 当 0< 如 < 工时 是 不 可 颈 范 的 . 

证 ，( 虽 然 [0,1] 当 0 <p < 1 时 , 在 准 范 


lzls = | lz) lea Vr€L 


下 为 一 Frechet 空间 , 然而 下 面 我 们 将 证 明 、 其 却 是 不 可 赋 范 的 .) 借助 于 上 
面 的 定理 4 ,下 面 我 们 只 要 证 明 ; 除了 空 集 区 外 ,zz(0 < p < 1) 内 将 不 存在 
任何 有 界 开 凸 集 . 
反之 ,如 果 L? 此 时 存在 一 有 界 开 凸 集 we s zg, 那么 ,首先 由 于 球 族 
B, = {x|lzxll <r, x*EL?O0 <p<1)}, 0<r<o0 


系 Lr 拓扑 下 的 一 个 “ 邻 域 族 ”, 故 知 存在 其 中 一 球 B, 使 得 B, CU. 
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这 样 一 来 , Yre Z 《由 于 0<p<1) 3 (自然 数 ), 使 得 此 L* < rm， 


到 |x(2)1]? 积分 的 “绝对 连续 ”性 , 我 们 可 找到 = 个 分 点 
0=i hh = 1， 


使 得 均 有 


和 
(2 1s) bra = ls, 1 < <7. 
| EA 


然后 ,我 们 令 


y(t) = 全 如 果 只- < 二 魏 大， 


0， 其 它 铺 形 ; 


1<k<a. 


那么 ,由 前 所 得 诸 关 系 可 知 


yall = | lax la = ms — Bs < 


因此 均 有 6E Br CU (1 kn). 


最 后 ,由 Uo 是 凸 集 的 假设 ,我 们 则 可 导出 > 不 E Uo, 也 即 有 x*EUVo。 从 


而 由 x 的 任意 性 , 此 即 导 出 UV。== L?, 故 与 UV。 的 有 界 性 矛盾 证 毕 ， 


注 2， 关 于 赋 范 线性 空间 的 更 深入 的 讨论 ,必然 就 要 涉及 到 拓扑 线性 空 
闻 ， 拓扑 线 性 空间 的 内 容 , 十 分 丰富 , 尤其 近 几 十 年 来 , 随 着 生产 、 科 学 的 飞 
跃 发 展 , 人 们 发 现 , 原 来 以 为 是 很 “抽象 ”的 这 一 数学 领域 , 却 原来 是 具有 很 大 
应 用 价值 的 , 已 成 为 许多 学 科 的 有 力 工具 , 因而 引起 了 人 们 的 高 度 重视 .这 
里 , 我 们 不 可 能 详细 讨论 它 。 对 此 有 兴趣 的 读者 , 完全 可 以 容易 地 找到 这 一 


的 有 关节 籍 可 参看 文献 [21， 133] [89] 


等 ). 
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习题 提示 
$1.1 


1. GD 由 了 的 四 性 ;有 天 二 < ETP， 从 而 由 
:|< 训 + 


可 以 导出 结论 (ii7 注意 


Tn Tm | 一 | xa xm + Mxmlxn | 。 jz 十 和 xf 
2 1 xn| + 有 ze 2xa 由 za 
> zs1+ lzzl_>l (ns 1m -> 00). 


zhea Tl 
(iii) 当 4 == 0 时 结论 成 立 的 例 ， 在 R, 中 设 V, 二 (0, 1)， 结 论 不 成 立 的 例 : 在 R 
中 取 Vs 一 (一 1 2); 则 由 zx 一 和 二 (x 二 1, 2,…) 可 得 结论 ， 
2， 注意 Cauchy 不 等 式 ; Vn， 均 有 


3 1 5 十 nl < VD > 1 7 


4， 例 如 ,可 取 有 限 个 值 不 为 0 的 复数 列 {54} 的 全 体 . 
5。 从 Riesz 引 理 的 证 明 中 可 见 : 3{x*}, 使 得 


1> 1 = 1 — 0l> inf ls —yl> en>1 (2>%), 
y 了 “0 


由 定理 1 及 {x%} 的 列 蝴 性 可 导出 结论 . 

6. 为 证 明 注 1. 只 要 注意 到 引 理 2 的 结果 , 由 其 各 坐标 收敛 的 关系 来 “过 渡 ” 即 
可 . 为 证 明 注 2, 同 样 可 由 引 理 2 的 证 明 方 法 及 数列 的 列 紧 性 导出 ,或 者 直接 利用 定理 
1 的 结果 . 

7. 首先 注意 在 “线性 同 构 ”下 ， 基底 仍 对 应 于 基底 ,由 此 不 难 从 引 理 2 通过 坐标 收 
敛 的 关系 导出 结论 . 


9， 如 果 F 是 列 紧 集 , 则 由 归 记 法 可 以 证 得 : Y 二 > 0" 一 1， 2,…)， 五 必 存 在 


有 限 元 组 成 的 “二 一 纲 ? Ms。 于 是 可 列 集 M = | M 竺 于 .这样 一 来 ;对 于 下 的 


在 意 开 复 盖 {Gi]1 E1} 必 存 在 以 M 中 元 为 心 。 以 某 有 理 数 为 半径 的 一 列 开 球 仍 复 盖 
,由 此 可 得 可 数 个 开 球 {Gs}C{G1|1&1} 使 仍 为 下 的 复 盖 反之， 如果 从 中 选 不 出 有 


穷 复 盖 ; 则 可 到 点 ze PN Gu(z = 1 2，,…)， 而 由 自 列 紧 性 知 ， afznt}C {xx}， 


是 和 上 
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使 rek 一 YoEF(A-~> o0)， 于是, 再 由 xo 必 属 于 其 一 G4, 可 导出 了 矛 慎 。 反 过 来 如果 
F 是 紧 集 。 当 设 无 穷 点 列 {x»}CF 无 收敛 于 F 中 元 的 子 列 的 话 > 则 Vx € FF, 36> 0， 
使 开 球 5Cx，6x ) 内 除 * 点 外 无 {xn} 的 点 。 这样 5 从 的 {5Cx,， 565)|lx EF} 开 复 盖 中 运 
用 “ 紧 ” 性 则 可 导出 项 盾 . 

10， 当 F 非 空 时 , 设 xo。€ ,注意 球 {SCxos m2)} 构成 5 的 一 个 开 复 盖 可 得 到 的 有 
界 性 ;从 FF 是 自 列 紧 的 可 导出 闭 性 . 

11， 由 f 连续 广 将 开 集 变 为 开 集 且 ; 将 紧 集 变 为 紧 集 而 得 出 结论 


$ 1.2 


3。 注 意 到 复 变 函数 论 的 一 个 基本 定理 : 解析 函数 列 的 一 致 收敛 极限 仍 是 解析 函 


数 ， 
0, zt€[—1,0]; 


ni, :eo0,2|: 出 知 


1， *e| +,1|. 
x 一 rm <| | dt|> 0(ms n> co0), 但 xXxn 下 xoln 一 00), 而 
0, zxE [一 LI，0]， 
xo=| 
1， ze€ [0,1]. 
与 Xx。“ 对 等 ”的 函数 中 无 连续 函数 . 一 般 说 来 ， 由 于 一 个 “平方 可 积 ” 的 可 测 函 数 ( 即 使 
不 与 连续 函数 “对 等 "7 可 以 由 连续 函数 列 平均 还 近 ”从 而 知 C7[a, 51 不 完备 . 

5。 由 各 阶 导 函 数 的 Cauchy 列 得 各 连续 函数 ;由 一 致 收敛 的 性 质 , 在 积分 号 下 取 
极限 得 知 ， 上 所 得 的 各 连续 函数 万 是 同一 函数 之 各 阶 导 函 数 ， 最 后 从 Cauchy 列 不 
等 式 中 对 一 序列 取 极 限 则 得 结果 。 

6。 由 一 致 收敛 易 得 一 连续 函数 xo(t)。 再 出 Cauchy 列 假设 还 有 

{ro 和 |znu(t) — xoD| 十 ra <s 二 [xnoi|， 
从 而 易 验 证 ze( 幻 > 0(t co) 民 ] x0o(1) € Co 一 00， +00). 
7 参阅 37.1 例 $8. 
8。 由 E, 中 任意 Cauchy 列 在 EE 中 有 极限 及 Eo 闭 ; 故 该 极限 属于 Bo， 


9. 注意 ys 二 > xu 是 下 的 一 Cauchy 列 , 后 一 结论 可 由 -yok E， yat yo 
推 得 . ~ 

10， 由 于 直径 所 成 的 数列 {5，)) 是 不 增 有 下 界 的 s 故 存 在 do>0, 使 得 dS 
din 站 00). 取 一 球 Svo 使 得 Seo) < 二 " 则 当 人 50 为 与 Sn。 同心 以 多 ”为 直径 的 
球 时 ,在 Ss。 内 任意 不 包 So 的 球 的 直径 必 不 大 于 do 

11， 可 取 各 球 心 组 成 元 列 {x»}, 并 注意 |xs 一 zz < 到 1d(5s) — dSa)| -0 
(mm -* co) 以 及 空间 的 完备 性 ， 


4。 不 妨 设 [a， 5] = [一 1, 1] 取 元 列 {xs} 为 xn(?) == 
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12。 反 例 可 举 Cf0,1] 中 集 列 {Vn}: 为 (2) 二 t 以 及 过 x.(7) 端 点 在 *.(z) 下 
0， 当 0 扫 : < 一 oR 


面 的 非 负 连 续 函 数 的 全 体 ; P; 为 xx 为 一 1 一 子 以及 过 ma 


1 
1 一 二 
2 
端点 在 xz(z 下 面 的 非 负 连 续 函 数 的 全 体 ; …; V， 为 
0， 当 0 万世 二 时 ， 


% 
1— 1 


以 及 过 xa(7) 端点 在 xa《) 下 面 的 非 负 连续 函数 的 全 体 ;…。 或 在 (c) 中 令 
Ve = {( 和 六 | 一 01 委 《 委 2 0 委 上 < 委 1， K>n, lim St 一直 《2 一 12 


《其 实在 非 “ 自 反 ”($ 2.4) 空间 中 均 可 举 出 例 来 ). 

13。 注意 注 3, 

14。 首先 证 明 | ,jzx( 信 一 ze 人 lmadz 0 二 ln) 一 (Dd > Wn > 00), 
然后 注意 {<a(2) 一 xoCz)} 亦 “等 度 连续 ? 列 ， 故 Ve > 0, 36 > 0, 使 得 一 致 地 有 

[xsC2) 一 xol#)] 一 [za(z ) — x I< ， 
I 5, Vi,t'€[0,1] (2 一 1 2 )， 
最 后 ,由 ”> N, jzo 一 zol = | jz(D 一 za(D14: < 8 8/2, 用 归 雇 法 则 得 
sup |xs(D) — zo DI< 8. 


E01 


15. 反之 ?有 xi EE 使 Nx, =1; i {x, 一 如 一 工 . 注意 : Vr€E\Eo, 当 令 
0 


a = 上 xCDd/ | xCt)dt 
时 ,有 x 一 dx€Eo 由 以 上 假设 可 得 


[xDar<|f riCe)ad| jxl, Yr€E, 


当世 1 时 ，。 
坟 


由 此 特 取 一 列 x.(7) = 4*Cn = 1,2,…) 可 得 || ma(9dz| > 1 得 注 意 到 x(0) 一 
0, max lr.CD)1 = 1, x(z) 连续 故 有 | 用 (294 |< 1 矛盾 . 


§13. 


1。 可 分 。 从 x(t) 的 六 阶 导 函数 用 有 理 系数 多 项 式 一 臻 到 近 开 始 ， 然 后 隶 次 积分 
可 得 出 与 x(2 度量 逼近 的 有 理 系数 多 项 式 . 
<。 从 5C[ 一 zs 2] 可 分 ， 设 对 应 可 数 稠 集 为 28(2 二 1, 2，…:)。 对 98 中 函数 在 


?3503 ? 


《一 co 00) 作 适 当 连 续 延 拓 * 设 所 得 函数 集 为 C(= = 1,， 2，……》 则 令 9 一 【Lj 92, 便 


易 验 得 结论 . - 
3。 不 可 分 。 用 归 诬 法 验证 ， 反 之 ;如 果 C[0, ee) 可 分 , 设 函 数列 {xaC 人 )} CC[0， 
eo) 稠 于 CT0, co), 那么 ,我 们 取 一 函数 xo(t) EC[0，, o0): (Gi) Ca) 当 复数 xCn) = 二 0 


时 ， 取 xo(z) = 1;《b) 当 复数 zw(z) 十 0， 如果 主 幅 角 arg [xs(z)] €| 一 工 ,于 | 或 


4 4 
一 — 区 x - 1 二 Xn(n) 。 
[天 一 下 或 [= 一 于 ,了 时) 取 zz 一 -8 ;Ke) 如 果 主 旺角 
arg[xzs(o)] 不 属于 上 区 间 时 ， 则 取 ro(z) 一 一 -22C2) (= 一 1, 2 .)， (ii) xoC0) 一 


Ten Ca)T 
0. Giii) 在 [0, co) 的 其 它 部 分 zo(z) 用 上 x*ol0) 与 xoCm)(n 二 1, 2，…) 的 值 “折线 ” 
方式 取 值 ( 即 实 部 与 瞻 部 分 别 依 该 可 列 值 逐 段 线性 相连 取 值 )， 则 从 
和 一 xal = sup |x) — x lzon) — zn)|>1 人 一 2) 


故 知 与 {fxn} 假设 矛盾 . 
4. Vx 一 {Sa} € CS), Yn， 做 x*。 一 {rf™, ri 2 0,: …} 其 中 r 如 ) 为 有 


理 数 满足 1 和 一 r 人 | < ,1<RSnn = 1, 2 及 二 


了 _ 
5。 转 Yue 民 (w 王 0)， 均 有 Lim | sin? aidt ) 一 “= 有 故 知 sincxtE 


疡 ， 且 当 wx 所 6 时 ,fsinawx 一 sinB 囊 == 1, 而 {sin 人 ER}CL: 为 不 可 数 集 ， 

6. 类 似 于 证 明 L? 可 分 的 方法 ，Vx(i?) EL? (一 0， 十 co). 先 由 在 有 限 区 间 
[一 ”2j 之 外 x(z) 取 0 值 的 沙 数 “ 按 范 ” 开 近 ， 然后 再 对 后 者 以 连续 函数 来 按 范 允 近 ， 
量 后 ?由 连续 男 数 在 有 限 区 间 上 的 积分 关于 平移 连 癸 可 难得 结论 。 

7. 注意 元 co 一 (1,1, 一) 与 ex 二 1,2,-…) 组 成 (Cc) 的 基底 ， 

2, 本 节 的 例 中 已 提示 该 方法， 其 中 ; 注意 由 函数 在 [一 x"， xXx] 上 的 一 致 连续 性 可 
知 , 其 可 由 “折线 ?来 一 致 逼近 ， 但 : 折线 所 代表 的 函数 是 绝对 连续 并 且 导 函数 是 平方 
可 和 的 。 因 而 其 相应 的 Fourier 级 数 是 绝对 一 致 收敛 于 它 的 . 


$ 1.4 


1. 由 定义 有 {xx}Cfxi, 使 和 xs 和->1[x]1， 注 意 到 xs 二 x 十 并，{x3}CEo 故 由 
$1.1 的 定理 不 难 由 {x%} 的 列 紧 性 证 明 

2。 在 证 有 明 完 备 性 时 ,注意 到 {x1”)} 是 积 空间 E 的 一 Cauchy 列 。 YIET {x;")} 
必 为 Ei 空间 的 Cauchy 列 因而 不 难 从 Ei 的 完备 性 导出 所 需 的 结论 。 

3. 其 一 类似 K" 在 定义 jz| 一 max 1 如 下 完备 的 证 法 ?其 二 ,类 似 (L5)Cp>17 
的 证 法 

4。 注意 由 jax| 对 * 的 连续 性 , 故 Ye>>0, 36>0, 当 |x|<6 时 :有 jz <s， 然 
后 由 元 [xs*] ~ 0Cn -> co) 的 假设 可 令 [xnj1 上 < 二 565Cn 之 N)。， 故 由 范 的 定义 有 x2 €EE， 
x € [xnlln = 1,2,- … 少 使 zjl<5Cz 志 六)， …， 而 在 验证 < 一 0 二 ] [wx 了 县 >0 
《2 人 co) 时， 只 须 取 一 元 ze [x], 由 jxj 的 ( 拟 ) 准 范 性 与 [xnxli 和 xsxo? 不 难得 


。 504 。 


到 结论 ， 
$ 1.5 
1。 注意 到 当 训 和 9 时 , Vx := {$x} € (1?), 由 于 >，15s|12 < s?， 故 
共同 


DS 18, 一 六 | 才 s|z715s1s-P err >，|5s1p<e4; 
x>y>N wm>N a>N 
又 Vx(t)€ Li(9, B, kh)， 由 
| ixolacD =| 


去 | xda + 内 9)<oo 


lxCOlrpCa) + | [xC) lrplas) 


Qti,|x\>1] art, ix|ci] 


便 可 得 结论 . 
2. 充分 性 显然 .在 必要 性 证 明 中 注意 如 果 1xl>0 过 1x1*0, 则 对 eu 一 1 而 言 ， 
356>0, 当 和 人 <so 时 > 有 jbS1. 特别 ,VzeE, x9 由 2 守 | < 工 便 导出 


1z]， < 志 jz|， 
( 当 x 二 9 时 亦 对 ), 类 似 地 可 证 明 不 等 式 的 另 一 端 


br 
4.V{§} Ec), 设 im 8; 一 做 映 象 9; 人 x} < > {94}， 其 中 w= 6， 
2 = 外 4 一生 0， 一 和 一 和 则 {29s} & 《co). 反之 亦 然 ， 容 易 验证 映 象 
是 线 狂 同 构 的 且 双 方 连续 的 ,但 不 保 范 . 


9 
5。 由 绝对 连续 函数 的 性 质 易 知 ，YVx(z) € 4C， 做 映 象 2: xD <> xb 则 
Xx《#) EC. 反 之 亦 然 ; 容 易 验 证 此 为 4C 与 C 的 等 价 映 象 . 


6。YWzx € CW, 作 上 映 象 p: x(#) < Cx(z)， x (2),"…， x'*i(z)) 且 注 音 
|xlec) = HopCx) er. 
多 即 为 所 求 。 
7。 注意 连续 函数 按 此 范 定 义 笛 于 L?[a, 51. 
8. 注意 多 项 式 可 一 致 收敛 于 一 个 连续 而 不 可 导 的 函数 。 又 具有 “A 阶 导 函 数 ? 的 
评 数 控 此 范 条 于 Cr[c, 6]. 


§ 2.1 
1。 注意 定理 2 的 证 朋 . 


2. 由 可 加 性 可 导出 Cnx) 二 wTCx) (一 一 自然 数 )， 从 而 TCx#) 二 TCx) 


(7Y- 一 正 有 理 数 ); 再 由 TC(9) = T(b + 6) 二 2TC9) 知 TC9) 二 0, 从 而 导出 
TC) = 一 T(x)， 即 TCYx) = TO 


。305。 


《7 一 一 任意 有 理 数 )， 最 后 由 工 的 连续 性 , 故 Yaxe 民 存在 有 理 数 一 x (2 一 co7)， 故 
易 导 出 结论 ， 

3。 例 如 在 复 Cfa, 4] 空间 中 考虑 算 子 T(x) 二 xC 人 ,Vx 一 x(1)€ Cla, 51， 

4。 注意 1(x) 一 T(x) 三 T(x 一 x) + x0) —- T(xo). 

5。 推理 1: 如 果 工 将 SC(xo， 60) 上 映像 为 有 界 集 , 则 V9 二 x € E\SCxo360) 时 


号 


有 正 整数 ”x， 使 1 二 0o < — 十 一 € SCxos66)3 故 》 ITCeo 二 一 CI<6 


则 有 iT <B + TC 一 xz) 上 = B + T(xo 间 从 而 有 


ITGON aC8 + TCOD = Cnx 一 1) (8 + Tx)D 


nx—l 


<#(8 + ITCro))). 


最 后 ,由 本 节 定理 ?2, 则 可 导出 命题 上 半 结 论 ， 同 样 由 定理 2 可 知 命题 下 半 结 论 成 立 ， 
推理 2: 当 设 泛 泡 1(x) 在 球 5Cxo，6o) 上 有 界 时 类 似 上 题 ( 沽 起 九 xzo 士 元 ))， 

“下 有 界 ? 时 考虑 一 /Cx)， 推 理 3: “=>” 由 定理 2 知 存在 正 数 8B, 使 上 T-'Cy)1 志 Blyl， 

即 yl> 广 -GOD 有 yye 98CT) 注意 DCT) 与 吧 (CT) 元 一 一 对 应 ? 故 上 即 


TCx)> 启 lxl, Vx€ DOTY. 


“7 由 设 知人 CT) 与 咀 (T) 一 一 对 应 ; 故 了-! 亦 分 配 算 子 , 且 设 x 二 T-'(y), 代 人 假 
设 条 件 则 得 T-! 是 有 界 算 子 ,再 利用 定理 2 可 得 出 结论 . 
6. 反之 ， 如 果 f(x) 在 zo 点 取 到 “局 部 极 小 ” 值 ; 则 由 存在 S(xo，5。) 使 f(x) 闫 


1xo)，Vx € SCxo，60) .这样 就 有 f(xo 土 [ 竺 ) > Kxo，YxePEyxz 二 9, 即 


6, 
1 zj 


从 而 信 x) 一 0，VYxreE, 当 帮 xo) 取 局 部 极 大 "时 可 考虑 泛 冰 一 (x). 
7. 由 (ss) 在 闭 域 上 的 连续 性 容易 导出 结论 . | 
8. [T(x)j(z) 的 解析 性 可 以 从 其 在 |z|<1 能 展 成 寡 级 数 (Taylor 级 数 ) 市 得 . 


干 1(*+) 所 0, 


事实 上 , 由 于 3, (eiiz)* 一 一 上 一 关于 :是 一 致 收敛 的 ， 因 此 ， Ys>0, 3N， 使 
上 


1— Year 


得 当 # 之 N 时 , 均 有 | 少 ) (e115)* 一 一 |<。，Vie [0, 2x], 于 是 
: 0 


1— ze'fi 


[ AD gg p3 [中 Ceitz) tx()as| 


0 1—gze’’ Pp 
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此 于 本 | 


<], 
故 YxeL!， 均 有 fTCxz)](z) 一 > (| ettixCDar) xz*，Y1z1<1， 至 于 作为 从 空间 


F 到 空间 4ooCoo< 1 的 算 子 是 连续 线性 算 子 则 只 1 要 注意 当 1z| 委 Co<1 时 , 由 
[1 一 ze 弛 之 1 — Ize’!| 守 1 一 20 


有 TOO < zo ll. 后 ; 当 取 {xx} = {e” 个 时 ,由 上 面 关于 等 比 级 数 的 展开 


以 及 一 至 收 全 的 级 全 可 以 过 项 积分 我 们 容易 算出 T(xn) = 0， 旋 一 1， 2 -。 因此 
SCT) 与 由 (CT) 不 是 一 一 对 应 的 ,从 而 工 ”不 存在 . 
* 


9. (1) Vx €E, 这“ =- 则 x 一 ax Ni, 《ii 如果 air 十 yi 一 Cati 十 ya 
二 


由 (ai 一 aa)xzi = yO EE NG Me = 从 而 y= yy, 

10.“=>” 注意 上 面 8 的 结果 可 得 foCx1) 有 h(x) 二 有 (x1)fi(x)，VWx EE， 故 可 取 
4 一 jz/j(xD). “<” 其 是 显然 的 . 

ll. “之 2” Vxo € Hi, 二 Hi, ,容易 证 明 集 {Hi 一 xo = Nj,, {Hy, — Xo} 一 Ni,» 
故 有 Ni = Nj,。 由 上 面 9 结果 知 j1(x) 一 s(x)，YVx €《 E。 特别 将 xo 代 人 则 有 
c 二 4cs.“ 寻 ”其 是 显然 的 . 


一 [zaDieat<s [ jxC) 1as, 


$ 2.2 
.由 17 <(> [| ) sup [11Gi 二 152,…) 及 Wis 取 元 x 二 sgn oi} 
GD; 则 和 一 而 人 CD > bil = Slainl. 
2 由 Dl <( D111S11) 及 V1SIS), 取 元 4 二 (65) 


则 有 JTCx;) = Dla, 


3. 有 线性 代 雪 知识 14， 可 知 工 为 自 共 斩 型 的 加 有 值 均 为 实数 , 且 存 在 两 两 直 交 的 基 
底 es cx，9'"*， ex。 因而 由 


ircol=| (> es) 


-| 
二 > hicil’S max | 和 | * V> LAI 


以 及 当 设 Ni 一 max | 和 | 时 5 令 x 二 cios 则 有 Tx? 二 Aiseios 

: 4。 分 下 三 步 证 明 : (i) Vx EABos 由 有 {yn}CEos 使 ys 一 za 一 co)) 故 可 导出 
{TolYn))} 为 E, 的 Cauchy 列 , 从 而 由 忆 完备 可 定 元 T(xz). 《ii) 上 面 定义 是 一 意 确 
定 的 . 即 恕 果 还 有 {vv} CE,, 使 yn >x(n~>o00), 则 ToCY, ) 一 To(ys D> 0Cn~> 00). 
Ciii) T 是 分 皮 的 5 且 [| 一 二 工 oj ， 


07。 


5。 由 算 子 范 数 定义 易 得 前 半 命 题 ， 后 半 结 论 可 由 反例 得 到 : 在 CF0, zx] 中 定义 
一 有 界 算 子 列 [4。(x)](D) 一 (f eini (2) dt) cn Vx = x(t) € CLO, 2x], 由 Fou- 
rier 系数 性 质 可 知 1Ax(z)1->0Cz->co); Vx € CI[0, 2x]。 但 另 一 方面 由 

A.Ce™'* Ol =2x (n= 1,2,.**), 

故 知 1A. 有 ->0. 

6. 必要 性 是 较 易 导出 的 ?我们 只 要 注意 到 ,如 果 C(C9) 可 分 而 0 不 是 紧 集 ,那么 从 
本 节 有 关 命 题 可 知 je。 > 0 3{c>}C9 满足 d ai dj) 之 50(t 直 Ej fy 1 二 1,2,.……). 类 
似 $1.3 习题 3 的 方法 ,可 得 C(Q) 中 一 函数 xo(z), 使 其 与 CC9) 中 的 可 数 特集 {xxC2)}， 
均 有 上 xo 一 xsl 宇 1Cn 一 1， 2 )。 了 矛盾。 充分 性 的 证 明 较 为 国难 些 。 首先 由 x(2) 
在 9 是 一 致 连续 的 ( 因 @ 紧 ) 故 Yes>0，3 了 “有理 数 ” 6 >>0, 使 得 当 |#** 一 1<6° 时， 
就 有 1xzG) 一 xCe 1<es/4， 其次。 由 9 紧 , 故 知 有 可 数 集 {sn} 稠 于 9， 且 由 球 列 
{SCan， 565°)} 复 盖 90, 可知 必 存在 其 中 有 限 个 球 《S(ens， 5) 一 1 2，…，Ao) 仍然 
复 盖 9. 取 如 个 有 理 数 rky 使 得 1zr(aw) 一 rt <s/14,K 一 1 2,…-， ko 这样 在 
0 上 定义 一 个 简单 函数 多 巧 : 当 上 6 SCeniyG ) 时 > y(#) 二 7,; 当 £€S(an,30°)\S5C6n,» 
6°) 时 > yCf) 二 7 '*'; 当 iE€ SCank s ACE PE 6°) 时 y(#) = LE 我 们 可 知 
supl x(2) 一 y(#)]< s/2。， 而 对 于 上 面 的 一 个 简单 函数 y(2), 由 x() 的 一 致 连续 性 及 
yz) 的 做 法 我 们 不 难 作 出 一 个 相应 的 连续 函数 *y(《0， 使 得 sup{lyC()—xy(2)1< ef2. 
故 有 lx; 一 x1 < s。 最 后 注意 到 上 面 的 简单 函数 {yCz)} 是 一 个 可 数 集合 ， 从 而 知 


{xyC2)} 亦 是 CCQ) 中 的 可 数 集 * 因 而 证 得 CC9) 是 可 分 的 . 
7。 注意 到 对 五 中 任意 有 界 集 M, 对 M 内 任意 无 限 点 列 {rx}， 由 假设 存在 ( 非 零 ) 


有 有 工 Ei 
子 列 {xn 使 得 T( 公 了 ) > yo 《 五 , , 即 和 -他 Yo (Rk 00)., 注意 {lx,, ll} 亦 
及 是 7 


有 界 数 列 故 有 于 列 |zwk 有 ->XoCki > co), 从 而 导出 下 (za ) -> Xoyo， 


§ 2.3 
1. HI = max (lal, 181). 


2。 出 收敛 定义 有 lim 》) Scr 一 >， Sxe4 二 Xx+。 故 容易 验证 其 连续 线性 泛 函 
N00 ml k=1 
f 必 对 应 于 有 限 项 非 零 的 复数 组 (fis f,， ”9 fn» 0， “ …)。 

3.〈i) 先 设 Ex 为 次 数 小 于 不 的 多 项 式 全 体 >Eo 为 C44) 中 *(0) = 一 zx (0) 一 
xc-5(K0) 一 0 的 元 的 全 体 ， 从 *(z) 一 3 0 i+ [ro — by C0) | 中 易 证 
CH) = Er + Eo. 其 次 ;由 于 初始 条 件 所 并 的 方 各 xi) = CDs C0) 一 0 = 0, 
1，….，Ak 一 1) Cy(z) € CI0，1]) 可 唯一 确定 Eo。 中 一 元 ， 因 而 不 难 验 得 Eo 等 价 于 
CL0, 1]， Gi) 由 YE(CC0))#。 当 令 f(x) 二 人 x)，Vx € Ek 时， 有 f1€(ERD*; 
当 令 f(x) 二 人 x),， Yx €C[E0, 1] 时 5 有 f,€CC[0, 1])*。 从 而 不 难得 出 结论 . 

4。 仅 须 注意 YE CE, XX Bz)#, 当 元 上 仅 在 Eh 中 动 时 (可 视 为 积 空 间 的 元 (x,9)). 
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则 / 变 为 4 中 的 元 (4 二 1,2)， 且 有 《xs xza)] 三 有 (x0) 十 jza)， 从 而 易 得 
Nf = max CA, Hf ). 
反 过 来 ; 作 类 似 的 讨论 亦 可 . 
5. 类 似 4 可知、Vf € E* 当 了 在 Ei 中 动 时 便 成 为 E? 的 元 ; 称 为 fh， 且 有 


[Cx)] = > fr), VO) €E, 
i 


反之 亦 是 ， 此 外 (i) 当 p 王 工时 > 由 
IC) 2 [h(x) le li <Csuplfil) 之 
i i 


另 一 方面 Ye>0, VIo€1, 有 x9, Bi, 使 1x 有 二 1, 因此 有 
fd —e IAC)} = IIx NA 


(这 里 (xD 为 积 空间 开 《ED 中 仅 刀 坐标 取 xu， 其余 均 取 6 之 元 )， 由 此 则 可 导出 
tel 
I = 424 = sup 1 (2 当世 之 1 时 ,由 


ION DDS Dd < (BDI) (Be?) 
i t * 


另 一 方面 对 任 有 限 个 指标 14 E17, 取 元 x, 使 lx 了 <1. 县 | 大 Gx)1 之 G1 一 sj 
(二 1, 2,…,#). 于 是 , 取 E 中 元 (x1), 其 在 上 面 各 相应 坐标 上 取 元 为 上 lexzy， 
(CA 二 1, 2 .，z)， 而 在 其 余 坐 标 上 取 9 元 那么 我 们 可 导 得 


G 一 习 Ua SD GD = MD lo ， 
ml k= 
即 
Ge Il < 


$ 2.4 


1. 由 VxriEE， zi( 门 一 HzCVHe Re*) 为 上 的 有 界线 性 泛 国 ， 且 有 1X, 二 
hx; 另 一 方面 由 假设 有 (4) 一 1x41 = 1), 即 导 出 明王 lz， 最 后 , 注意 
到 各 《 E*<* 名 可 ， 

3, 由 Vg € Er, je)xD 有 和 TT*Hgllxi 可 知 T*Cg)€ BE*。 又 由 本 节 定 理 
1 可 知 jCT*) 台 所 上 T* 有 ,从 而 不 难 导 出 TCx) 有 二 1T#* 人 (1 和 iT**l 。 有 x, 即 得 到 
有 委 到 人 * 再 用 一 次 定理 1 即 可 . 

4， 仅 对 逆 算 子 进 行 证 明 , 其 它 类 似 可 得 .。 由 于 

{LT*CT™O*]7}Cx) = {T*ECT™)*f) }Cx) = [CT-1)*#] FTCx)] 
= HIITC)} 一 及 ITTIT] CD = f(x), Vr € EE, f EE*. 
由 此 导 得 T*(T 一 ) 二 C*(E* 上 的 "单位 ? 算 子 )。 类 似 地 可 证 明 (TT* = Ch (EE* 
上 的 单位 ” 算 子 ), 从 而 得 到 CTT 了 )* 二 《CT*)71, 

2?， 注意 1 [CT# 一 T#)g](x)| 二 |gCTatx))- ECToCx)) SITe— Tollellxl, Vx € 

E,g € Er, 


as S09 。 


6. “ea” 其 是 显然 的 ;一 ?” 友基 诬 zACLX 有 zh) 由 1.1 中 有 限 维 空间 特 竹 ， 


基 
可 知 T(x) 一 >，gus(TCr))zuy， gr EC EFCK = 1, 2，…，m)。 由 此 得 
二 于 | 


T(x) = 2) CT*gr)Cx)zn’ 
康王 上 


注意 到 EY 亦 有 限 维 > 故 易 知 T*(g42 €F*. 
7。 首先 ， 由 2T) 稠 于 4 知 1* 存在 。 如 果 g 《多 CT*) 则 由 T*(Cg) 一 了 6 
《天 六 二 1, 必 有 f(x) 二 了 TT*(g)](x) = gC(T(x)), 


[x Da = | 二 eC) ds Vx) € YC1). 
故 当 取 x(?) 为 区 间 fa, *] 上 的 特征 函数 ， 并 取 导 数 时 ， 则 可 得 到 /C5) 一 sg(s7( 上 三 ) 
:6 (一 coy oo)， 即 导出 T*(8) 一 i8(1)、 至 于 J(T*) 显然 等 于 2CT), 从 而 知 

T= TT*. 
8。 类似 上 面 的 分 析 我 们 可 得 
xa = {Fed vr) DT). 

特别 , 取 空 间 中 一 元 yo)， 使 | yo(Ddx = 0 并 取 x(D) = za(D) = 让 | yols)ds, 那么 
ko0) 一 xo(1) 一 0, 且 上 式 变 为 zoCDfCGD4dt 一 | yols)eCz)dt， 再 令 


A(1) =1 |. 1Cs)ds, 
由 1 EE] 
[EK — yO Td = | LakORC) ~ x A 1a 


1 
= 1 x()h)) = 0， 
1 0 


可 得 | yoCDfgC7) 一 hCG)]dt = 0, 最 后 由 上 述 yz 的 任意 性 则 可 导出 
se(D =a ti| as, 
即 T*C8) 一 二 gC)， Vg gCT*) (形式 上 与 相同 ), 然 而 注意 2CT*) 由 任意 2(?) 


€ 田 CT*) 必须 且 只 须 有 
| r(O 一 8 fit = | x (tg) dad, Vr € CT) 


因而 由 分 部 积分 法 可 得 区 1)8(01) 一 x《0)g(0) 一 0 特别 令 x() = az + 6 则 可 推出 
8(0) = a(1) = 0, 因而 BCT*) = {xC2)1x(0) 一 xD) = 0, x€ (rT)} 和 SBT)., 


§ 3.1 


J, 在 x,EE Eo， 做 万 (7 十 271) 二 J0(3) 十 a，VY》E Eo, we 和 ， 用 Zorcn 引 理 即 
可 . 


。 3510 。 


2. 二” 肥 E, 二 Bo, po 为 有 Eo 上 的 " 父 算 子 "， 保 范 延 拓 于 五 上 的 算 子 呈 即 为 
求 .“<” ToP 即 Te 在 了 上 之 保 范 延 折算 子 . 

3.“ 泡 ” 由 EE 自 反 ;有 自然 映 象 二 p(x), Vx €E, 使 得 PCE) 二 E**.。 对 任意 
jo€ E***， 在 EE 中 定义 泛 孙 fo(x) = jo(?)，Vx €E E， 由 此 不 难 导出 fo(%) = (fo)， 
Vr € E**, 从 而 得 出 E* 的 自 反 性 .“ 守 ” 仍 用 p:E>E*, 仅 需 证 明 gp(E) 一 FE**, 由 
Hahn-Banach 定理 可 知 ?此 仅 需 证 明 : 对 任意 加 € E***, 如 果 有 fo[pCx)] 寺 0Cx € E)， 
则 有 加 = 0. 但 注意 到 E* 的 自 反 狂 故 此 对 不 难得 到 fox)==0(x € E), 从 而 有 jo 二 0， 
故 知 4foll = lof = 0. 

4， 当 ” 疡 奇 偶 性 相同 时 ,由 于 (不 妨 设 2 和 2 ) EY*CEWmt?#C.. .CE”*， 夏 当 
在 “自然 映 象 了 下 E"* 一 Ew* 时 > 我 们 可 导出 在 “自然 映 象 ?下 有 E** 一 E‘*t?)*, 即 E"* 
为 自 反 ， 从 而 由 题 3 可 区 导 出 瑟 为 自 反 。 改 矛盾 。 而 当 n、 zw 奇偶 性 不 同时 , 我 们 设 
Mm 二 十 2 人 十 1, 即 有 Et2*+t 六 二 Es*， 那么 ,由 假设 我 们 有 (在 等 价 意义 下 》 

五 《二 于 2 更 二 1) 来 一 - Er〈*, 
从 而 注意 到 上 面包 含 的 关系 式 有 A"+?440*C Enyts， 由 Hahn-Banach 定理 ， 有 
E(wt2tt+2D* CC ECnt+2k)* 从 而 得 到 Et2k)k -一 ECnt+2kt2)k 与 假设 矛盾 . 

5. (1) 注意 Hahn-Banach 定理 . 

6. 在 Eo 二 {arolo € k} 上， 定义 fol(axo) 二 Boc|zxol.。 用 Hahn-Banach 定理 
即 得 结论 ， 


§ 3.2 
2. 为 证 明 97， 注意 (xc + B)( 寺 < 十 去 45) 一 ax 十 py 及 


一 了 一 { 一 *jxzeEy)} 
负 可 . 
3，( 纪 反之 ?如 果 有 数 4o, 使 得 Mox: 十 《一 和)xs<1, 则 注意 此 点 Moxi 十 (1 一 
4o) za 在 x: 与 联 线 的 外 部 * 从 而 由 中 间 一 点 表 为 两 端 之 凸 组 合 易 得 出 此 中 间 点 《>x， 
或 x,) 与 范 数 小 于 1 的 矛盾 结果 。(ii) 当 x 十 8B 寺 0 时 , 令 和 = 十 6 注意 


jax, + Bxsl = bil 十 ( 一 对 )z| 


即 可 . 
4， 在 证 明 推理 1 时 应 注意 ; 当 xe YNY 时 直接 利用 定理 3 的 结论 ; 当 y€ 六 \V 时 ， 
由 有 x*n 了 y(n 了 00), x EV(n 二 1, 2,.…), 用 上 所 得 结论 另 做 一 元 列 x*%€ 依 ,使 


jx 一 x < 二 (n= 1,2,...) 


即 可 , 
?7.。 (iD 注意 定理 6 证 明 中 的 式 3, 4 与 (5) 可 得 到 
cCxzi) 一 cf(xzi — nx) 之 C(x1) — cx — mx) < 十 mx) — C(x) 


?2 ns mm 


< cCx, 十 2 ) 一 <cCxz ， 


* Slie 


因而 代 =， 二 xo， x 一 了 时 ,不 难看 出 人 各 二 呈 2 一 A507 当 7 -> 0 十 时 是 不 增 有 下 
办 的 ,因而 可 得 结论 。 (ii 由 名 姓 可 得 
fx) fx 一) 和 Nt 和 jz 二 太一 Kxr) CO<A<1). 


由 前 一 不 等 式 可 知 人 《二 2 一 从 2 对 和 有 下 界 。 由 后 一 不 等 式 可 得 ， 对 任意 0 < 
9 二 1 有 A Pe 3 <irt yy) fr) 而 和 yf 当 
A 4 


1 0 十 时 不 增 * 因 而 可 得 结论 。 


6. (iD 注意 za 一色 二 Ti + 二 


站 y 及 c(z) 凸 性。(ii) 注意 


1 
zx 一 让 mm + Te ya. 
Giii) 注意 《ii) 两 边 乘 以 和 后 加 以 《2o 一 和 A)[eC3Y2) 一 cx0o)] 即 可 ， 


7. 与 习题 5 的 iii) 类 似 ,注意 ro 一 er + = 各 y 即 可 ， 
8。 由 xo€ VV， 故 有 球 SCxo，60o)CV, 此 5 即 为 所 求 。 用 归 课 法 证 明 (和 否则。 或 有 
y € 5Cx0, 60)CCV, 或 有 ye SCxroy 60)CV, 矛盾 ). 


9。 由 习题 5，6, 75 当 设 (x) 在 边界 信和 p。 时 :我 们 有 


多 二 和 [ero -pq<c(z) - clro) < 各 | [8, — eCxo)]. 
1 一 号 2 
再 注意 到 对 点 +0 二 Moy, 十 (1 一 1o)yay x 一 -和 + (1 一 A)yss 当 |x 一 xol<5 时 ,有 
个 
因而 不 难 导出 结论 ， 


10. 反之 ,由 存在 一 开 球 5C9, DCP, 当 设 却 < 了 时 ，Yroe 5[0,11, 我 们 令 


nxo(t)，。 当 4 一 1 ,< 人 时 ; 
rkCE) -| ” ” 
6， 当 te [0, 1] 其 它 值 时 Ck 一 1 2，…，2)， 
则 有 xxl 返工 <r。 从 而 知 x ESC0，r)CVCK 二 1, 2 四 及 


和 一 t=! eV, 
办 


也 即 导出 凸 集 VV 与 全 空间 S50, 1] 重合 :此 显然 与 六 的 作法 矛盾 。 


$ 3.3 


3。 其 充分 狂 可 用 归 雇 法 证 明 ， 


ss S512. 


4。 只 要 由 Ascoli-Niaznr 定理 证 明 点 xzok cor M 时 以 有 
Xo 区 站 {x|fCx)S sup AHA), x € E}. 
yE 


FE E* 
6。 当 多 一 By 显然 ;如 果 名 伍 E*, 则 必 有 jok 人 多， 使 d(jos 猎 ) 和 0， 由 分 离 性 中 
理 及 EE 的 自 反 性 不 难 导出 结论 ， 


7。 例 如 多 取 为 Li?[a,21 内 多 项 式 的 全 体 ， 
8。 有 反之 ， 多， 由 正则 闭 定义 可 导出 一 元 ,使 得 *€E Mo， 但 # 阁 日 。， 故 蔬 盾 . 


§ 3.4 


2。 只 要 在 定理 2 中 将 条 件 1.(7) 二 0，76Eo 换 为 有 (Cy) 二 (xo)， EM 《其 中 
线性 入 为 M = Eo 十 xo)， 
7。 注意 本 节 定 理 6 (Helly 定理 ). 


§ 3.5 


2。 当 证 明 前 半 部 时 ,注意 对 于 和 集 M = {xilxl 夺 6,x€E} 内 任 一 元 列 {xn}， 笼 
虑 xn 一 如 (2 一 了 2，.…). 当 证 明 后 羊 部 时 "注意 对 任意 非 零 元 列 {zajcCSs(2，1)， 


必 有 xzo 十 FS 5Cxos 60) 从 而 不 难 导出 5C9, 1) 也 是 弱 列 紧 的 。 


3. 注意 太一 【SCg， 站， 

4. 注意 定理 3 的 必要 性 及 范 数 明川 的 定义 ， 
0， 0 < :< 

5， 当 令 y(t) = | 时 , 易 见 


1，, <i<l 


lm f xa)deC) 一 | voc)A8C), Yes) € cxro,1]. 
然而 由 上 yoCG2 店 Cf0, 1], 故 知 YxC) EC[0, 1] ,346 地 本 ， 使 得 x*C20) 夺 YC1o0)。 特别， 


0 
is 和 1 之 1 


0， 
当 取 ioCD 一 全， 时 易 见 ok C*[0,1], 且 知 Y{rcwk}Cfzy} ,不 难 验 证 


| csCDabeCD > Co) 二 xn) = Dabls) CK 00). 
6 注意 此 处 假设 以 及 本 节 的 Pettis 定理 . 
$ 3.6 
2。 注意 - 致 四 定义 ;用 归 课 法 证 明 . 
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+。 先 考虑 函数 (4) 王 ix 一 4 一 CL1 一 AH ( 当 1 < 时) 或 
jc) 一 上 一 cz 一 《一 cz 《 当 有 <izl 时 ?7 
从 而 得 到 提示 的 关系 。 然 后 做 
xo 一 (rz 一 cy)1( 一 cy 一 (一 c)A 人 1 — cyl, 
因此 ,利用 上 面 习题 2 的 结果 ,对 xo、yo 计算 jxo 一 ?ol 与 jxo 十 yol 
6. 利用 习题 3 然后 将 


E+ ET < 


“ 通 分 ?后 加 起 来 整理 即 可 . 
7。 利 用 习题 6 结果 整理 易 得 本 题 结论 ， 
8。(i) 对 9 用 微分 法 . 
(ii) 不 妨 设 1%. 过 1w:| ,用 1w14 除 两 端 得 形 如 
|1 + | + [1 — 6 2 + 151?) 
的 不 等 式 , 由 (i) 只 考虑 5 = pe**, 0 <p 过 1, pp == 0 的 情形 ,做 变换 
= (0<o.<), 


1 


视 不 等 式 方 [1 十 pD)? 二 (一 101)?] 一 (1+ pf)?-! 守 0 是 否 成 立 ， 由 不 等 式 确 
是 成 立 的 3 从 Taylor 展开 可 知 其 左 端 为 


S) (2 一 pC3 一 旋 ) .24 一 pp) oi[ { 一 ie 一 PP 一 ! 1 一 Ol/?-! ]， 
k= (2 — DD! CGRP PI) 2K/Cp— 1) 


最 后 利用 微分 法 可 证 得 (1 一 pf /ix > 0, 0 < ol < 1) 是 上 的 减 函数 ,从 而 得 出 该 式 
大 于 零 . 

(iii) 不 妨 设 0<c 芝 8。 用 8? 除 不 等 式 两 端 可 得 20oa + ID 和 27-:(op 十 1) 
(0 委 p 委 1). 令 HCP) = 2 ti 注意 用 微分 法 验 明 HCp) 在 2 二 1 
取 到 最 小 值 8C1) = 1. 

(iv) 对 于 空间 (1?) 利用 上 面 的 (ii) 和 iii) 的 两 不 等 式 , 取 极限 则 得 . 至 于 空间 
L?[0, 1] 可 先 由 等 分 [0，1] 做 的 梯形 函数 类 似 地 有 上 面 不 等 式 ， 而 由 梯形 函数 稠 于 
L?[0, 1] 空间 , 且 范 数 连续 ,从 而 可 得 出 结论 . 

() 设 上 = zxs+ (1- NBxCO<X<D， 做 7 一 (> 只 ) ,利用 Canchy 
未 等 式 证 明 恩 (2 与 。 一 1 的 符号 相同 以 及 凸 四 关 系 便 可 得 结论 ， 

(vi) 对 于 空间 GQ?)， 可 在 上 面 的 《v) 中 设 一 pa wx 一 15 十 7t|2， Bk 一 
[和 一 7414， 再 利用 (i》 的 不 等 式 ， 然后 取 极 限 而 得 。 至 于 空间 L2[0, 1] 可 类 似 于 
Civ) 的 做 法 。 


$4.1 
2. (i) 注意 pC(9)<2kpCx)，V+ EE, 并 对 pCx) 二 plx 一 0), p(y) = p20 —y) 


+ S14. 


用 假设 条 件 ， 整 理 则 得 pCx) 为 “AX2A + 1)- 氢 次 加 ” 泛 函 ，(ii) 由 (《i 知 
p(—y) 委 人 ZK 十 1)pPC7)， Vv EE, 

3，(i 注意 pC0) 二 (020)，《〈ii) 先 验 ao) 委 0， 后 注意 pl*) 一 px 十 0). 
(iii) 注意 p(x) 一 p(x + 9)， | 

4. (iii) 注意 inz 当 & 之 0 时 是 单 增 的 .以 及 

Axit x) + C+ oI) + (+ lf) + (+ oa)]. 

由 上 半 连 续 的 定义 及 本 节 定 理 2 可 得 出 结论 ， 
由 上 半 连 续 的 定义 及 本 节 引 理 便 可 得 结论 . 
， 由 上 半 连 续 的 定义 直接 用 习题 6 可 导出 结论 . 

23。 次 加 正 齐 性 易 得 ,下 半 连 续 的 结论 类 似 数学 分 析 方 法 可 得 。 或 证 {xip(x) 志 a) 
CVa &€ R) 均 为 闭 集 , 


oO 3 


$4.2 


6。 注 意 对 次 加 正章 性 泛 函 列 {ps,cm)Cx) 一 1Tm,nC*) 有 ,用 共鸣 定理 ,然后 设 其 使 
Hmlpa,cm《*)| <co 的 第 一 纲 集 为 44m), 令 9 一 EN Lj 4A4m)， 即 为 所 求 
7。 可 举 反例 : {T,}, (11) -> 《其 内 有 限 个 坐标 非 零 的 元 的 全 体 ) 
TaCx) 一 (&,, 志 ,， "= Sw, 0， 0， " 5 Vx 一 {Ex} € C1), 


39。 上 六 有 段 可 由 归 记 法 (注意 元 列 弱 列 紧 假 设 ) 及 习题 8 的 结果 推 得 其 矛盾 。 其 后 
半 趴 可 由 回 亿 4 2.5 结果 而 得 到 . 


$ 4.3 


1 注意 矩阵 (cji( 其 中 ai 一 地 二 当 j 一 2 时 ;( 令 ,六 一 0); 
oj 一 0, 当 之 ;二 1 时) 是 一 保存 矩阵 ， 


2. 由 嬉 } 有 收敛 子 列 舍 " 计 ,而 此 时 对 应 的 {7;} 为 矩阵 (ai 其 中 。 oi; 一 0， 
当 7 了 < 委 : 时 ; Qij 二 Xi-io 当 7 了 > 1 时) 作用 {En;} 而 得 , 且 《ai) 是 保存 的 。 
3.。 注意 对 泛 范 列 f(x) = 之 ， ckSky yz 一 {5k} E (ce) 一 1，2，……)。 使 用 共 
直上 
鸣 定 理 ， 
4. 注意 取 Bs() 二 6D, 当 |2CD1<# 时 ;bi( 人 <, 当 6(D)># 时 ; 如 (的 = 一 


当代 人 < 一 ”时 。 并 做 泛 函 列 fC*) 一 | 54(2)xC24dt， 以 及 注意 由 控制 收敛 定理 可 
得 lim f(x) = | CxC)adt, Vx € L210, 1]. 


5。 由 假设 可 知 VY{es}jCC, jss| = 1(4 = 1,2，-.-) 亦 有 D1 enjCxk) 收 伍 . 
hl 


515。 


由 此 知 E* 上 的 泛 函 族 Fa, 有 ) 一 之) 841(x4) 一 1 ( 人 skzk) 均 为 有 界线 性 泛 函 所 组 
起 ws 1 点 二 1 


成 , 然后 由 共鸣 定理 及 当 令 6% = JCx4)/1fCxk)1 时 有 > 1Fxx)| 一 之 | 8%f(xk)， 从 
AL mh 


而 不 难 导 出 结论 . 
6. 与 习题 5 类 做 * 由 共鸣 定理 及 
2 [FO = De F041) 一 (2 全/ 
i kl ! 


Pe 
《其 中 ， 161 = 1) 则 不 难 导出 结论 . 

7， 注意 cz# 为 Banach 空间 ， 用 归 雇 法 ;如 有 xs| = 二 1, 上 T(x 00Cn 一 oo)。 
在 GY 上 定义 一 列 汉 函 fs(8) 一 gLTCxs)]， Vg € GfC2B(CT*)， 然 后 用 共鸣 定理 导出 
TCxa2 = [Fel < BC = 1, 2,..*). 矛盾 , 


$ 4.5 


i1。 注意 元 列 c。 一 (0,...,0, i, 0, ， “*)Cn =1,2,.*..) 具有 性 质 
[{ex}] = 0) =(C)* 和 于 ceo 一 (2) = Cp>1) 
即 可 , 
2. 注意 元 族 c=1, 当 a 人 tS (DD) =0, 当 s <t<ble<:<6),l 


具有 人 性质 Tea 妥 ? 妥 3 = Le[a, 6] = (Lr?[a, bI)*(p>1). 

3。 注意 本 节 的 定理 4. 

4。 反 之 ;如果 g(2) 在 其 (0,1) 内 某 一 连续 点 io, 则 有 g《 加 ) 寺 0. 不 妨 设 g&(zo)>0， 
从 而 必 在 一 区 间 (nm 一 25, 如 十 26)C(0, 1) 上 均 有 g(:)>0， 我 们 做 多 项 式 p(7) = 
1 +46 一 (zt 一 to} 使 其 满足 pC 门 宇 1 寺 360, 当 | 一 < 5 时; pC(7) 守 1 当 
|] 一 吉 <26 时 ; 0 入 六 委 1, 当 z 为 (0,1) 上 其 它 值 时 ( 选 6 足够 小 使 得 上 式 成 立 ). 
从 而 由 下 面 估计 式 

1 上 一 2 1 +8 1 
0= {prastd)>— | leCDlarr | , | ,, laCD lar 


to™ 


z0 十 6 26 1 
>(G+300 ea -| lalat— [| ,lec leas, 
40 一 4 0 40 二 25 


从 而 导出 | 1e(D1ae> (1 + 352" ”sg(Dae 因 而 当 ” -> oo 时 有 


| lela= 00 


与 g(1) 为 轿 变 函数 矛盾 . 
5。 注 意 T* 此 时 亦 有 界线 性 算 子 , 且 有 1*(g) € E*, Vg ¢《 E#， 
6。 类 似 本 节 定 理 10, 用 归 雇 法 证 明 ， 


»*516。 


7?. 首先 注意 (2)* 一 《7)， 此 时 必 可 导出 za 二 {直人 《zn 二 1，2,…. ) 元 的 名 
坐标 5 入? 必 收 敛 于 一 数 EX 二 二 1,2，……)。 然后 由 共鸣 定理 知 jxzs| 委 BC 一 1 
2，…')。 因 而 可 以 导出 元 z 二 {各 } EC8), 最 后 由 {xn} 的 假设 及 其 坐标 收效 ， 不 
难 由 把 作 xs) 分 为 两 部 分 然后 分 别 估计 值 的 办 法 证 明 出 本 题 所 需 的 结论 . 


$ 4.6 


2。 推 理 1 可 由 本 节 定 理 2 的 证 明 中 得 出 : 推理 2 则 可 由 元 
了 xo € SCxos Eo SC2x0, 8) 


及 推理 1 导出 ;推理 3 则 可 直接 由 推理 1 导出 . 

3、4。 类似 本 节 定 理 4 前 的 引 理 的 证 朋 ， 用 归 启 法 及 泛 函 的 拟 次 加 法 不 难 导出 结 
论 ， 

6。(i) 可 举例 为 后 一 (0, co), p(x) = 一 co, + 为 有 理 数 时 ; 泛 函 p(z) 一 二 coy x 
为 无 理 数 时 。(ii) 可 举例 为 《1) 空间 内 的 半 模 ; 后 = {{8;} ji 这 0,7= 1,2,.…， 
{1} ECH)}。 拟 次 加 泛 函 pCx) 二 一 00, 当 x 二 {5;} 中 坐标 均 为 正 有 理 数 时 ; px) 一 
有 x1， 当 x 二 {8;} 中 坐标 至 少 有 一 个 为 0 其 它 均 为 正 有 理 数 时 ; p(x) = 十 co， 当 
x 二 {2} 的 ( 非 负 ) 坐 标 中 至 少 有 一 为 无 理 数 时 ， 

7. 注意 到 下 极限 及 泛 函 拟 次 加 的 性 质 , 可 找 出 一 元 列 {xw} C 后 , 使 得 

xn oo ACplrn) <A+Ln=1,2,...). 


从 而 有 1 < PC2za) 和 24p(xs) < 24(14+ LT) =1,2,...). 
8 (i) 由 元 ye 必 有 一 球 5CY，5o)CP， 故 wz 二 9(z 一 6 显然 ); 由 元 


Ord 6 
| 一 了 < 0o， 
知 元 y 士 下 洒 6 SCy，5o)C 饭 从 而 由 GD 知 -用 Ly 土 过 ep 令 


即 可 ， 
10。 注意 G3 是 实心 线 狂 半 群 。 因 为 次 加 泛 函 poCx) 一 中 十 a(wc>0)7 有 At6E 


G#。 并且 在 琵 范 数 下 , 当 对 任意 泛 函 pk 了 ,只 要 有 1p 一 pol < 子 时 ， 则 有 


p(x) > polx) 一 了 及 p(x 十 妨 委 po(xz 十 她 十 子 . 


从 而 不 难 验证 有 p & Gz#。 因此 知 po 为 G# 的 一 个 内 点 。 这 样 一 来 , 直接 利用 上 面 习 
题 8 的 结果 可 得 本 题 结论 。 


§ 5.2 
“， 以 T8 表示 定义 在 G? 上 的 共 三 算 子 T*, 注意 Ty 是 闭 算 子 且 
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(Cx) = sup {letTCx)l 1 | lel 1i, ge Gr}. 
3.， 定义 积 空间 五 = {Y = {3.1I € 1} sup 中 < co YE EET1})， 其 内 范 数 为 


让 一 sup 由 , 则 EE, 亦 为 (8) 空间 .再 定义 从 E 中 第 二 网线 性 于 空 间 多 (CT) 到 (8) 


空间 E, 内 的 线性 算 子 x 一 {TAx)lieETl); Vx€ GCT)。 可 验证 工 为 闭 算 子 .。 最 
后 * 由 闭 图 象 定 理 不 难 导 出 结论 . 

4。 设 在 范 串 :定义 下 构成 的 C8) 空间 为 ,在 “i-1,” 定 义 下 的 为 E, 对 Ei 到 EE， 
上 的 “人 么 算 子 "应 用 本 节 的 推理 3, 最 后 由 前 面 $1.5 习题 2 的 结果 可 以 完成 证 明 . 

5. 做 积 空间 E, X BE 定义 算 子 C'(x xX) 一 > zi 十 x Vx xz€ Ei， 易 
验 C' 为 从 EX 有 到 上 的 1-1 对 应 有 界线 性 算 子 ,从 而 由 本 节 的 推理 3 可 以 得 出 
这 里 的 结论 。 


$ 5.3 


1。 在 证 明 范 数 收 敛 导 出 坐标 收敛 时 需 注意 , 当 jz 一 xolfw->0 时 有 ts 一 xol; 一 
0G 二 1,2,、…)， 由 上线 的 定义 ,对 元 xn 一 xo 考虑 其 第 六 个 坐标 二 加) 一 用 站。 首先 
当 功 固定 时 {tim ji 二 1，2，……} 中 至 少 有 一 xiom 地 0( 和 否则 与 方程 组 解 的 唯一 性 矛 
盾 )。 这样 一 来 * Y8>0, 3N, 当 nn 之 N 时 有 jx 一 xofl; < 区 jajio,m| ,于 是 则 可 导出 


|ai mC 2 — 50°)1 S21x, ~ Xo;<eleionls 即 当 m 守 N 时 ,有 | 局) 一 | <8. 
在 证 明 E, 按 范 “| "1”% 完备 时 ,只 要 注意 上 面 已 得 的 狂 质 妈 可. 

2. 注意 考虑 从 EE 到 (c) 内 的 线性 算 子 T:TCx) 一 (fxz7jCxz)， jnCz) * ), 
Vx EE，。 容易 验证 其 为 闭 算 子 , 从 而 工 为 连续 线性 算 子 。 因此 由 (c) 空间 收敛 的 定义 
可 导出 本 题 所 求 的 结论 ， 


$ 5.4 


1。 注意 本 节 定 理 1 中 的 条 件 Gi) 以 及 关于 范 数 等 价 的 性 质 ( 见 $1.5 习题 2 ). 
2。 由 推理 1 可 得 到 VK, 有 énrcal E268), 二 .十 rek 十 "十 Fy 
(Cn 二 1，2,-…*)， 从 而 取 极 限 可 得 [érllexrl < 281xt. 


3.“=>” 显然 可 从 二 erfn 取 {en} 的 值 可 以 看 出 “<” 注意 此 时 
二 = 1 


{7D1} 永 为 E* 的 Cauchy 列 , 故 之 ， jes)f% 亦 在 E* 内 收敛 ;再 从 {cs} 是 瑟 
k= 开关 


中 的 基 ; 故 可 导出 
fC = (Dfalr)er) = Drer) = [> Ken)* fa|Cx), VxeE. 
1 起] 在 == 1 
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4. 注意 到 当 人 1 = 1 对 如果 |4| 之 2, 则 由 范 的 性 质 立 即 可 得 17 十 4zl 之 由 
如 果 14| < 2, 由 引 理 证 明 可 得 上 二 4zl 之 C1 一 8 冲 者 ,从 而 不 难 导出 结论 . 
5。 注 意 E 的 自 反 性 、 然后 分 别 用 推理 2 的 必要 性 及 充分 性 . 
6. 注意 多 二 [fn)] = E*， 否 则 当 jo，fo€ E* 时 ， 由 正则 财 的 性 质 可 知 必 
存在 一 元 xo€ E, 使 得 foCx0) 一 二 fx0) 三 0Cf€ 外)， 从 而 导出 
Xo 一 > feCxo)ecr = 0, 


证 于 1 


与 原 结论 矛盾 . 
$ 5.5 


“ 3。 注意 BCT*) 一 BB[CT*)]。 由 《CT 连续 以 及 $5.1 结果 TT* 闭 ,从 而 
(IT 闭 , 最 后 由 EB 完备 及 该 节 的 定理 可 得 出 乡 (CT*)™') 的 闭 性 . 


$ 6.1 


3 5。 注 意 (1?), L?[a, 5](p > 1) 空间 中 “ 弱 收 敛 ” 的 充 要 条 件 ， 
7. 类似 “数学 分 析 ” 中 相应 的 证 明 方 法 . 


§ 6.2 


1. 同 (PX(p 之 1) 内 抽象 函数 红 连 续 充 要 条 件 的 证 法 。 
2.“ 坊 ” 其 是 显然 的 ,“< 生 ” Ve > 0， 在 得 到 满足 条 件 Gi) (其 中 8 换 为 8/2) 
的 No,，66 以 后 9 对 前 No 项 * 取 相应 的 65 使 0<156| < 56,1, 就 恒 有 
xn(ito 十 2 — Xn(fo) _ x (to) 


< ?=1, 2 No). 
那么 , 当 0 <151< min (5, 6,) 时 ,如 果 设 x"(%) 一 {x%(1o)}, 则 可 导出 
| 十 和 — xX(10) 1 Co)| 一 
3. 注意 VE)EM[ 一 zx, 7], lim | si 号 606)4a5 一 0 有 ( 弱 ) x(0) = 9. 


| 0250 |= .ale 


0， OE minlt, ty); 
4。 由 于 ED] 人 一 (2) (&) _ E nT ;min(#, to)<éEmax(t, to); 
0， max (tyto) < 81. 


故 知 荐 x() 强 可 导 ，, 上 必 概 收敛 于 工 [0, 1] 中 的 元 6. 然而 


"S19. 


Ga 


F 一 2 
5- 其 注 6 中 4) 的 (ii), 注意 对 元 | x(e)ds 利用 5 3.1 关于 中 有 非 零 元 的 


Hahn-Banach 定理 以 及 数值 函数 的 相应 中 值 定 理 . 
7. 首先 容易 证 明了 [xCs)] 亦 为 [a,，B1 上 的 强 连 续 函 数 , 然 后 在 式 


天 一 


f| 之 XSh) 《CE 一 ‘4)| 一 5 TIxCsi)] (Csatt 一 sh) 
是 呈 0 Ed 
两 边 取 极 限 可 得 结论 . 


$6.3 


2。 在 1) 中 由 f[x(s)] 连续 且 可 测 易 得 x(s) 的 弱 可 测 性 ， 至 于 强 可 测 只 要 注意 到 
x(s) 在 fw, 8] 上 的 强 一 致 连续 性 便 容易 证 明 。3) 中 为 证 a(s)x(s) 强 可 测 , 仅 注意 到 
a(s) 也 可 表 为 可 数 阶梯 函数 列 {waCs)} 的 概 收敛 极限 即 可 ,5) 中 仅 注意 到 当 {xsC 人 )}， 
{yxCs)} 均 可 数 阶梯 函数 列 时 ， {xaCs)y Cs)} 亦 是 并且 有 

HxaCs)ynCs) 一 xs NYCON x 一 < 有 + xaCsON yrCs) 一 站 

3。 首先 不 难 知 xCs) 是 弱 可 测 的 ?此 外 从 其 单 边 弱 连 续 * 类 做 于 $6.1 中 定理 1, 不 
难得 出 xCfa, B61)C[{x(r)1 有 理 数 r€ fa, 86]}]， 也 即 x[xc，6] 是 取 可 分 值 的 :因而 
由 Pettis 定理 可 得 结论 。 

4， 类 似 于 实 变 函数 论 ， 先 证 明 依 测度 收敛 于 x(s) 的 抽象 正 数 列 必 可 选 出 于 列强 
收敛 于 x(*)， 

5.。 首先 由 本 节 定 理 3 可 知 {xa《s) 一 xG)} 亦 为 强 可 测 列 ,{jxs(2) 一 xs) 上 为 
平常 可 测 函 数 , 且 xxC) 一 xC91 竺 1x1 十 jxCs 站 < 00( 概 )， 

lim jza(s) — *(s)l 一 0 ( 概 ). 
从 而 由 实 变 函 数论 中 的 EropoB 定理 可 以 导出 本 命题 的 结论 。 
6:7。 类 似 实 变 函数 论 中 的 证 明 方 法 。 


$ 6.4 


1。1)、2)、3) 直接 由 定义 导出 ; 4) 可 利用 定理 1 的 结论 ， 
2. (8B) 可 积 性 可 由 本 节 定 理 3 导出 ; 互 等 性 (或 不 等 式 ) 由 可 数值 阶梯 了 沪 数 过 注 导 
出 ?例如 3)? 当 设 (8B) 可 积 可 数值 列 {xsCs )} 有 


| jxzsC -xDlaeCa ->0 (n> oo) 
时 ,注意 到 |。 18 (91 一 1zCONIRCd2 -> 0, 从 而 由 不 等 式 
oconca < {ots caca) 


两 边 取 极 限 而 得 . 
3. 1) 注意 $6.3 定理 3 以 及 zw(C1 -> jxC91C 概 ) Cn 一 00)， 不 难 知 x(5) 亦 


。° 5730。 


(8) 可 积 ， 最 后 , 对 实 函 数列 {1x。 一 x(s) 有 ©} 用 相应 的 收敛 定理 则 得 . 2) 用 反 证 法 证 
明 。 当 C40) = pfsllxC91 > so > 0 时 ， 由 上 节 Pettis 定理 后 面 推理 知 存 在 (B) 


可 积 可 数值 列 {>8(*)} ,使 在 在 N, 在 ”> N 后 ,一 致 地 有 |xaCs) 一 x 人 | < 好 ( 概 ). 
即 1 如 (21 > 地 0， 取 定 上 一 式 (s), 设 其 在 某 集 44(A4honN 40 车 2 ) 取 非 零 元 ro 那 
么 , 一 方面 由 Hahn-Banach 定理 可 知 3jo€ E*, 使 得 foCxo) 一 lxol, fol = 1, 从 而 
由 假设 可 知 | Ann 加 LeCO]RCZ5 一 0， 由 此 和 


fm, folxx, Cs) 一 xC) utas) 一 1 [xof uCads) 


= 3e0 | 所 
| lee) > -人 上 Cone 


但 另 一 方面 又 有 
folxas) — #1 pCds) 


S| stsolfolenol) — #4) < Bop C4o nN 44o). 


矛 导 ,3) 令 当 sE 44 时 ,有 x4(9) 一 x(5); 当 和 4 时 。 xh(s) 二 0CR 一 1,2，…). 上 且 
令 go 一 x4C)， 显然 (O(n 一 1,2,…)s 均 CB) 可 积 YC)>xC2(n>00)， 
IynCO < 1xCO1， 由 上 面 1) 可 导出 

CB) | ,xCOpCa) = lim C8) | COaCa9 


一 之 ; (5)| reaCG uas) = 之 (C8) |, xCs)uds). 


故 导出 了 “完全 可 加 性 ”; 至 于 “绝对 连续 ”性 ,只 要 注意 到 这 里 注 11 上 面 注 10 中 的 3”)， 
从 而 直接 由 fxC:21L)- 积 分 的 绝对 连续 性 导出 ， 


$ 6.5 


1。 用 反 证 法 .着 1x(2) 有 在 G 内 元 点 达到 最 大 值 ; 则 对 元 x( 如 ) 应 用 Hahn-Banach 
定理 ， 定 出 一 泛 冰 je E*， 然 后 对 数值 函数 fo[x(i)] 用 相应 的 定理 结果 ， 从 而 导出 
jxzCo1 二 TxCzo)| CVr& G)， 故 乌 盾 ， 

2. 对 于 数值 函数 [xCD]，f[Y(WD] (Vz € G)》 用 相应 的 定理 结果 ， 然 后 再 利 用 
Hahn-Banach 定理 则 可 导出 ， 


3，GD 注意 当 | 一 |<? 时， 上》 zn 一 nl" 收敛。 从 而 由 五 可 得 收敛 的 
结论 ; 当 上- 十 >* 时 ,由 “ 通 项 ” es 中 ， -~ Al Ac>0 可 得 发 散 的 结论 ，(ii 由 数值 
函数 1[:(D] 一 六 JCxs)C 一 人"(Y1e E*) 的 讨论 来 过 湾 。(ii) 不 难 从 (i 的 证 明 
方法 导出 结论 ， 

中 521 ' 


4。 先 对 数值 函数 帮 x( 纺 ] 用 最 大 模 定理 ?然后 不 难 用 共鸣 定理 导出 结论 . 


$7.l 


1， 注 意 数学 分 析 中 的 Leibniz 公式 可 知 
十 站 从 
. 一 ax 。 到 人 了 -一 nn ci 1) mi) 
Fe = as I MOF Syma! Sy em OD Ym 
< Dhl oh. 
此 外 ， 姜 法 不 等 式 不 成 立 , 可 举 x() 一 (一 2 
2。 先 证 明 在 范 数 lzj = 人 1zCo14 下 (一 o0,o0) 亦 为 一 Banach 空间 (类 似 


$ 1.2 的 证 法 )， 同 样 地 在 范 数 lz| = >) 下- max 1x)| 下 ;CX 一 20, oo) 
ko RI cteo 


亦 构成 一 Banach 空间 ,从 而 易 得 D>' 亦 为 (8) 空间 . 
3。 仅 对 实 信 证 明 即 可 ,为 证 明 乘 法 的 封闭 性 须 注意 函数 论 知识 : 若 g( 上 Er[a6]， 


则 | Xe)deg 人 2 存在 和 > 在 11) 的 不 连续 点 集 上 , C1) 的 全 变 差 为 0. 也 即 在 含 1 人) 


不 连续 点 的 区 | 间 上 ，、g(/) 的 全 变 差 之 和 可 以 任意 小 ， 又 由 团 变 机 数 的 性 质 ， 我 们 只 须 
对 两 单 增 障 数 xX.()» Xt), xC—o00) = Xa —00) = 0， 证 明 


zi) 一 | xi — Tax,(T) 
除 可 列 点 外 亦 有 意义 且 亦 单 增 阴 数 并 可 适当 改变 其 可 列 值 使 其 为 右 连 续 即 可 ， 并 验 
证 Vez) < V_ zi(D Vs) 即 x zl 过 Ix .We 关于 乘法 的 
结合 律 我 们 可 用 “R.-5.” 积 分 的 定义 以 及 证 明 乖 法 不 等 式 的 方法 (注意 所 涉及 的 二 重 级 
数 的 和 是 绝对 收 剑 的 > 故 可 交换 级 数 和 号 次 序 )， 从 而 得 出 结论 ， 


9 7.2 


在 
1. 注意 上 节 习 题 2, 在 C*10, 1] 中 改 赋 范 为 lz 外 二 > 一 max 1x(wC)| 时 


Hl oulei 
即 可 . 
2. 注意 本 节 定 理 1。 2， 


$7.3 


4. (GD 注意 当 lzv 一 x1< 8- 时， 有 x5'x 一 el] 志方 ,然后 利用 本 节 定理 1 及 


注 1 易 得 结论 ，(Cii) 注意 jz-:(x 十 y) - cl 及 定理 1. 
5。 由 习题 4 ,可 知 ，B-'€ CCE); 又 由 Br: 一 A 了 (CBA)-!, 从 而 对 CBA-!) 应 用 本 
节 定 理 1 可 得 B+ = Al + 20 -B47 |=A7|7 + (DCeaA-， 
/一 km 
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出 此 上 由 范 数 的 三 角 不 等 式 及 张 法 不 等 式 易 得 结论 . 
6. 类似 地 证 明 : (1) 当 x&1(20) 二 和 x 四 |xC200) = 二 0, x€《 4} 时 ,对 任 普 》E 4,: 和 有 


y (2) — reFCaD0ii0 不 妨 设 六 = 0， 注意 对 任意 xk1(0), 有 xz 一 x(0)，- 


《ro 
E10), 因而 x* 与 0) 所 张 线 性 集 含 有 主 单元 ; (ii) 与 证 明 (1i) 的 方法 类 似 . 
7， 注意 全 连续 算 子 的 性 质 (§ 22) 以 及 此 时 E 的 单位 球 不 列 紧 , 且 ` 么 算 于 ”C1. 


§7.4 
1， 注 意 定理 2 的 结果 : 
ROA: 4) = ROAo ee + > (0 — Dr"fRC 中 
2， 当 bin jos” > 0 时 由 推理 3 直接 可 知 0(4) 守 2; 而 当 


lmjilcxsi =0 
时 , 则 ca) = {2} 二 好 . 
3. 注意 恒等式 (he 一 *)IRCAI zx) 一 RAY)(Ae 一 了 ) 一 xz 一 ?。 
4， 注 意 1e“” 提 全 《ie 全 和 全) 
5. 为 证 明 [0, 1] 是 Banach 代数 ， 注 意 从 二 元 可 测 函 数 的 Fubini 定理 可 得 
| 外 x(t -rr)XCraz a<| a | lx — NYC lar 


一 | .orlar | jx) 1d 二 | impler [ix) la 


1 一 
0 


同样 有 
| z( Tat | xft 一 了 一 7) Cr)G5 一 人 Zz(T)AT | xi ~ pyCp _. tadp 
= | X(t ~— pap | y(p 一 T)z(CT)dT。 


至 于 后 半 段 命题 只 要 注意 到 当 取 了 一 :1 时 ,有 


TO 一 [ (1 — T)7TdT = i -TT(*) 一 i , 
0 31 (2n 一 1)1 


便 知 7 下” -> 002 一 co). 即 上 为 Zu[0, 1] 的 广义 寡 零 元 , 类似 地 可 证 得 其 它 结 
果 . 

6， 首先 , 注意 $7.3 习题 Qi) 可 知 ; 如 果 x" 夺 8 为 妇 的 特异 元 ; 且 有 以 的 一 正则 
元 列 {x。n}CGCND, 使 得 zs 悦 x*Cn 疗 00), 那么 {xx 咱 ) 无 界 。 从 而 可 取 其 一 于 列 
{xap)， 使 |x 一 zwl7' > 0(k 下 00), 但 此 又 与 + 寺 9 矛 盾 .。 故我 们 知 的 非 
零 特 异 元 的 全 体 SC:1) 亦 为 一 开 集 。 此 即 有 UN{6 二 GUS。 然 而 当 并 非 一 维 时 (此 
时 本 题 结论 已 得 )* 由 12 是 连通 集 、 因此 其 不 可 能 为 两 不 交 开 集 之 并 , 矛盾 。 因 而 
i 无非 9 的 特 蹇 元 > 且 由 本 节 定 理 3 后 的 推理 1 可 得 本 题 结论 。 


§ 7.5 
1。 注 意 此 时 "根基 "==“ 广 义 袜 零 元 ” 集 ， 


a 23 。 


2， 易 见 [6、1] 为 可 易 《B)- 人 代数。 注意 457.4 习题 5 以 及 多 项 式 全 体 移 于 
LCL[0,1], 

3， 注意 习题 2 的 结果 从 而 可 知 对 任意 处 志 0 及 a E11[0, 1], (he 一 4)7!' 均 存 
在 ， 

4.“ 所 "其 是 显然 的 ;“ 一 > ”由 1o 定义 泛 范 万 (xz) == x(10)， Vx EH， 则 方 (z) 
为 有 界线 性 乘法 的 。 又 不 难 验 证 《注意 多 项 式 全 体 竺 于 CCQ))H(xC2)) = x(t0)， 
Vx ECCQO). MX EEN) = 0<>xzfto) = 0. 

3，(1) 易 知 其 为 具 主 单 位 元 满足 乘法 不 等 式 的 可 易 (8)- 代 数 开 ， 注意 x 存 
在 专访 x 任意 极 大 幻 ， 及 本 节 定 理 8. 《ii) 由 定理 83, 1:€ 《一 00, oo) 与 9CUHD) 中 元 


一 一 对 应 ? 记 z < 1,:,。 对 任意 xzE ji, 注意 x(7) 一 4<>1cEICz)， 故 
OCx) = {xCD11€EC—~00, o0)}C{A IAA Nol <o). 

从 而 由 天 4) 假设 知 3y€E WW, 使 XD = 了 {x4D]，YVIiE FU)， 最 后 由 # 与 4 的 一 一 
对 应 > 即 Yi€ (一 00， 500), 必 有 2D) 二 x(D] 在 《一 00， co) 是 绝对 收敛 的 Fourier 
级 数 。 

0.。 注意 当 fkz) 一 x(10) 为 C(Q) 中 有 界线 性 乘法 泛 函 时 ,必须 且 只 须 存 在 CC9) 
一 极 大 幻 10, 使 fo(x*) = x(10), VYx € C(0). 

7。 1o 为 D, 中 极 大 幻 > 310.€ [0， 1]， 使 1o 一 {x|xCto) = 0， xX€ D»}. 

8， 类似 上 面 7 的 结果 。 


$7.6 


4. 其 中 的 推理 2, 此 时 既 可 以 视 为 CH, 又 可 视 为 可 CL。 从 而 直接 由 本 节 
定理 1 得 出 结论 。 
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